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ALLE  BEGHTE,  EINSCHLIB8SLI0H  DES  ÜBBBSBTZtfKOBBBGHTS,  TOSBEHALTEK. 


Einleitender  Bericht  über  das  Unternehmen  der  Herausgabe 
der  Encyklopädie  der  mathematischen  Wissenschaften. 

Im  September  des  Jahres  1894  trafen  auf  einer  Fahrt  in  den 
Harz  Felix  Klein  und  Heinrick  Weher  mit  Franz  Meyer,  damals 
Professor  an  der  Bergakademie  in  Clausthal^  zusammen.  Dort  wurde 
der  erste  Plan  der  Encyklopädie  der  mathematischen  Wissenschafken 
entworfen.  Franz  Meyer  entwickelte  seinen  Gedanken  der  Abfassung 
eines  Wörterbuches  der  reinen  und  angewandten  MaOiematik. 

Das  zu  Ende  gehende  Jahrhundert  hat  wie  auf  so  vielen  Gebieten 
menschlicher  Erkenntnis  so  auch  hier  den  Wunsch  nach  einer  zusammen- 
fassenden Darstellung  der  in  seinem  Laufe  geleisteten  Wissenschaft- 
schafklichen  Arbeit  entstehen  lassen^  welche  zugleich  die  mannigfaltigen 
Anwendungen  auf  Naturwissenschaft  und  Technik  mit  einbegreifen 
sollte.  Erschöpfend  freilich  im  Sinne  einer  geschlossenen^  in  alle 
Einzelheiten  des  weitverzweigten  Baues  eingehenden^  alle  Wege  nach 
historischer  wie  nach  methodischer  Richtung  bezeichnenden  Darlegung 
konnte^  beim  Mangel  umfassender  Vorarbeiten;  ein  solches  Werk  nicht 
geplant  werden^  wollte  man  anders  nicht  seine  Durchflihrung  gefährden. 
So  war  es  zunächst  die  Absicht,  nur  das  ^Notwendigste'',  die  funda- 
mentalen ,,Begriffe''  unseres  mathematischen  Wissens  in  Form  eines 
Lexikons  zusammenzustellen  und  zu  charakterisieren. 

„Es  sollte''  —  so  führte  Franz  Meyer  in  einem  ersten  Entwürfe 
aus  —  ,,die  Erklärung  des  unter  ein  vorliegendes  Stichwort  fallenden 
Begriffes  in  der  Form,  in  welcher  er  zuerst  aufgetreten  ist,  gegeben 
werden,  nebst  Angabe  der  litterarischen  Quelle,  soweit  das  möglich 
ist.  War  dabei  hauptsächlich  an  die  neueren  Begriffe  gedacht,  so 
sollten  immerhin  auch  die  alten  und  sogar  auch  die  veralteten  Kunst- 
ausdrücke Erwähnung  finden,  um  sie  wie  in  einem  Museum  zu  kon- 
servieren.    Darauf  sollte  die  historische  Entwickelung  des  Begriffes 


11  Ul  1 


VI  Einleitender  Bericht  über  das  Encyklop^euntemehmen. 

folgen  bis  in  die  neueste  Zeit.  Fast  jeder  Begriff  differenziert  und 
spaltet  sich  mit  der  Zeit^  nimmt  verschiedene  Nuancen  und  Modifi- 
kationen an^  verzweigt  sich  je  nach  den  Anwendungen,  die  man  von 
ihm  macht,  vertieft  imd  verallgemeinert  sich.  Entsprechende  Um- 
änderungen, Zusätze  und  Zusammensetzungen  erfährt  das  bezügliche 
Kunstwort.  Die  wichtigsten  Abschnitte  bei  dieser  Laufbahn  des  Be- 
griffes sollten  wiederum  mit  Belegen  versehen  werden."  So  sollte 
die  Entwickelungsgeschichte  eines  jeden  einzelnen  Begriffes  an  seinem 
Teile  ein  Bild  der  fortschreitenden  Wissenschaft  liefern. 

Der  Plan  fand  die  volle  Zustimmung  von  Klein  und  Weber, 

Frische  und  Mut  ihn  auszufahren  mochte  bei  der  Wanderung 
durch  Berg  und  Wald  sich  stärken.  'Ein  grosses  Ziel  war  vor  Augen 
gerückt,  wert  die  Kräfte  dafür  einzusetzen  und  die  Schwierigkeiten 
zu  bestehen,  die  der  Weg  dahin  darbieten  würde.  Das  Unternehmen 
überstieg  die  Kraft  des  Einzelnen,  es  sollte  ein  Gemeinsames  unserer 
Deutschen  Mathematiker  werden,  zu  dem  ein  jeder  nach  seinem  be- 
sonderen Arbeitsgebiete  beizutragen  hätte,  an  dem  darüber  hinaus, 
wo  es  die  Entwickelung  mit  sich  brachte,  auch  Forscher  aus  dem 
Ausland  heranzuziehen  waren. 

Damals  war  eben  das  Kartell  Deutscher  Akademieen  geschlossen, 
bestimmt  grosse  wissenschaftliche  Unternehmungen  in  gemeinsamer 
Arbeit  ins  Werk  zu  setzen  und  zu  fördern.  Die  hier  gestellte  Auf- 
gabe erschien  recht  eigentlich  als  eine  Aufgabe  des  Kartells.  Durch 
die  Akademieen  sollte  nicht  nur  finanzielle  Unterstützung  geboten, 
sondern  auch  in  wissenschaftlicher  Beziehung  der  Fortgang  der  nicht 
rasch  sich  vollziehenden  Arbeit  —  man  dachte  damals  an  eine  Durch- 
fährung in  sechs  bis  sieben  Jahren  —  gesichert  werden. 

Die  Deutsche  Mathematiker -Vereinigung  aber  sollte  in  erster  Linie 
das  Unternehmen  zu  dem  ihrigen  machen  durch  das  Zusammenwirken 
ihrer  Mitglieder.  Für  sie  wurde  der  eben  mit  Erfolg  begonnene  Plan 
grosser  eingehender  wissenschaftlicher  Referate  über  alle  aktuellen 
Gbbiete  der  Mathematik,  die  jeweils  in  den  Jahresberichten  niedergelegt 
werden  sollten,  ergänzt  durch  diese  neue  zusammenfassende  Aufgabe, 
für  die  aus  jenen  zum  Teile  wenigstens  die  Vorarbeiten  gezogen 
werden  konnten.*) 


*)  Schon  auf  der  entenVenammlang  der  Deutschen  Mathematiker -Vereinigung 
in  Halle,  Herbst  1891  hat  Felix  Müüer  bei  der  Besprechung  „litterarischer  Unter- 
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So  stellte  sich  der  Bedeutung  und  dem  Bedür&is  zusammen- 
fassender Darstellung  des  weitverzweigten  Wissens  die  Notwendigkeit 
eines  Zusammenschlusses  ihrer  Vertreter  zu  gemeinsamer  Arbeit  in 
natürlichem  Entwickelungsgang  zur  Seite. 


Auf  der  NcUurforscherversammlung  in  Wien  im  September  1894 
beschloss  die  deutsche  Mathematiker -Vereinigung  den  Plan  der  Ab- 
fassung eines  Wörterbuches  der  reinen  und  angewandten  Mathematik 
au£sunehmen  und  beauftragte  Franz  Meyer,  für  denselben  die  wissen- 
schaftliche und  finanzielle  Unterstützung  der  im  Kartell  vereinigten 
Akademieen  und  gelehrten  Gesellschaften  zu  Göttingen,  Leipzig,  Münclien 
und  Wien  anzurufen. 

Zu  Anfang  des  Jahres  1895  wurde  der  erste  Entwurf  des  Wörter- 
bucheSy  verbunden  mit  einem  vorläufigen  Plan  der  Finanzierung  (welcher 
mit  Beiziehung  der  Firma  B.  G.  Teubner  in  Leipzig  aufgestellt  war) 
den  Akademieen  vorgelegt  und  erlangte  die  prinzipielle  Zustimmung 
von  GöttingeU;  München  und  Wien,  während  die  Gesellschaft  der 
Wissenschaften  zu  Leipzig  mangels  verfügbarer  Mittel  sich  genötigt 
sah,  von  der  Beteiligung  am  Unternehmen  vorerst  noch  abzusehen. 

Von  den  gelehrten  Gesellschaften  wurden  F.  Klein  (Göttingen), 
W.  V,  DycJc  (München),  G.  v.  Escherich  (Wien)  beauftragt,  die  Verhand- 
lungen mit  der  Redaktion  und  mit  einem  ins  Auge  zu  fassenden  Ver- 
lage einzuleiten  und  einen  genauen  Plan  des  Unternehmens  nach  seiner 
wissenschaftlichen  wie  nach  seiner  finanziellen  Seite  zu  entwerfen. 
Diese  akademische  Kommission  trat  weiterhin  als  eine  ständige  Ein- 
richtung der  Redaktion  zur  Seite.  Sie  verstärkte  sich  gleich  zu  Anfang 
noch  durch  H,  Weber  (Strassburg)  als  Vertreter  der  deutschen  Mathe- 
matiker-Vereinigung und  L.  BoUztnann  (Wien)  als  Beirat  in  wissen- 
schaftlichen Fragen.  Später  traten  dann  noch  H.  v.  Seeliger  (München) 
sowie  neuerdings  der  später  noch  zu  nennende  0.  Holder  (Leipzig) 
hinzu. 

In  eingebenden  Vorarbeiten,  welche  die  Gliederung  des  Stoffes 
und  seine  Einordnung  in  grössere  zusammenfassende  wie  in  kleinere 


nehmungen,  welche  geeignet  sind,  das  Studium  der  Mathematik  zu  erleichtem" 
(1.  Jahiesbericht  der  D.  M.-V.,  S.  69)  anl&sfllich  der  Darlegung  des  Entwurfes  zu 
seinem  (inzwischen  erschienenen)  mathematischen  Vokabularium  auf  eine  solche 
alphabetisch  geordnete  mathematische  Encyklopädie  hingewiesen. 
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Einzelartikel;  sodann  den  in  Anssicht  zu  nehmenden  Umfang  des 
ganzen  Werkes  zum  Gegenstande  hatten,  verging  der  Sommer  1895. 
Die  Entscheidung  über  die  Durchführbarkeit  des  Unternehmens  aber 
brachte  eine  Konferenz  der  Delegierten  der  Akademieen  mit  Franz  Meyer 
im  September  1895  zu  Leipzig,  an  der  sich  auch  A.  Wangerin  an 
Stelle  H.  Weber'sy  sowie  Verlagsbuchhändler  Alfred  Ackermann-Teubner 
beteiligte.  Neben  einem  ersten  Entwurf  einer  Stoffanordnung  nach 
Stichworten  lag  dort  das  Manuskript  von  Fdix  MüUer's  schon  oben 
genanntem  Lexikon  der  mathematischen  Terminologie  vor  —  und  da 
zeigte  sich;  dass  für  die  hier  in  Aussicht  genommenen  Zwecke  einer 
EncyJdopädie  an  einer  alphabetischen  Anordnung  nicht  festgehalten 
werden  könne.  Wollte  man,  wie  dies  der  eingangs  bezeichnete  ur- 
sprüngliche Plan  gewesen  war,  die  Darlegung  des  Inhaltes  unseres 
heutigen  mathematischen  Wissens  anknüpfen  an  die  einzelnen  Begriffe 
und  Kunstwörter  und  ihre  Umgestaltung,  so  würde  schon  die  richtige, 
von  unnötigem  Ballast  freie  Auswahl  der  aufzunehmenden  Stichwörter, 
um  welche  sich  die  gesamte  Darlegung  zu  gruppieren  hätte,  ganz  er- 
hebliche Schwierigkeiten  bieten.  Gleichwohl  würde  eine  solche  An- 
ordnung eine  weitgehende  Zersplitterung  des  Inhaltes  zur  Folge 
haben,  während  doch  andererseits  besonders  in  der  Darstellung  der 
Resultate  und  Methoden  der  Forschung  Wiederholungen  kaum  zu  ver- 
meiden wären.  Das  Lexikon  würde  zudem  einen  völlig  unhomogenen 
Charakter  erhalten,  weil  neben  zusammenhängenden  Entwickelungen 
über  einzelne  Gebiete  auch  ganz  kurze  Abschnitte,  blosse  Worterklä- 
rungen, eine  Unmenge  von  Rückverweisen  eingefügt  werden  müssten. 
So  kam  in  Leipzig  auf  Antrag  von  Dych  der  Beschluss  zu  Stande, 
die  Idee  eines  eigentlichen  Lexikons  fallen  zu  lassen  und  an  Stelle 
des  hänsäichen  Systems  einer  alphabetischen  das  natürliche  System 
einer  rein  sachlichen  Anordnung  und  Darlegung  der  mathematischen 
Wissensgebiete  zu  setzen.  Auch  in  einer  solchen  wird  noch  oft  genug 
der  mannigfache  Zusammenhang  der  einzelnen  Disziplinen  zerschnitten, 
kann  das  gegenseitige  Ineinandergreifen  in  sachlicher  oder  in  metho- 
discher Hinsicht  nur  teilweise  zum  Ausdruck  kommen,  muss  das 
Nacheinander  der  Darlegung  das  Nebeneinander  der  Thatsachen  un- 
vollkommen ersetzen.  Aber  doch  ist  es  möglich,  in  der  einfach  aus- 
gebreiteten Darstellung  dem  Hauptzuge  der  leitenden  Gedanken  zu 
folgen  und  ihm  die  Entwickelung  der  Einzelgebiete  mit  ihrer  weiteren 
Ausgestaltung  einzufügen. 
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Unter  Zugnmdelegung  dieses  neuen  Prinzipes  wurde  nun  zuimchst 
die  Disposition  fQr  die  der  reinen  Mathematik  gewidmeten  Bände  ge- 
troffen. Für  ihre  Ausarbeitung  wie  fiör  die  Bearbeitung  zweier  Probe- 
artikel über  ,^lächen  dritter  Ordnung^'  und  über  ,^otentialtheorie'' 
gelang  es  neben  Franz  Meyer  noch  Heinrich  Burhhardty  damals  Privat- 
dozent an  der  Universität  GöttingeU;  zu  gewinnen  und  den  letzten 
auch  zum  Eintritt  in  die  Redaktion  zu  bestimmen,  denn  von  vorn- 
herein trat  zu  Tage,  dass  die  Aufgabe  der  Redaktion  von  einem  Ein- 
zelnen nicht  würde  bewältigt  werden  können.  Im  besonderen  über- 
nahm dann  späterhin  Franz  Meyer  die  Redaktion  von  Band  I 
(Arithmetik  und  Algebra)  und  von  Band  IH  (Geometrie),  Heinrich 
BurJchardt  die  des  Bandes  11  (Analysis). 

Es  lässt  sich  nicht  verkennen,  dass  mit  der  Änderung  des 
Systems  der  Darlegung  auch  eine  Verschiebung  des  Inhaltes  oder 
doch  eine  andere  Betonung  desselben  gegeben  war.  Nicht  der  ein- 
zelne Begriff,  sondern  der  Aufbau  des  Inhaltes  in  den  Resultaten  und 
Methoden  der  mathematischen  Forschung  bildet  das  Prinzip  der 
Gruppierung.  So  wurde  als  Aufgabe  der  „EncyJdopädie  der  mafhe- 
tnoHschen  Wissensdiaften*^,  wie  das  Werk  von  da  ab  genannt  wurde, 
die  folgende  aufgestellt: 

„Aufgabe  der  Encjklopädie  soll  es  sein,  in  knapper,  zu 
rascher  Orientierung  geeigneter  Form,  aber  mit  möglichster 
Vollständigkeit  eine  Gesamtdarstellung  der  mathematischen 
Wissenschaften  nach  ihrem  gegenwärtigen  Inhalt  an  ge- 
sicherten Resultaten  zu  geben  und  zugleich  durch  sorg- 
faltige Litteraturangaben  die  geschichtliche  Entwickelung 
der  mathematischen  Methoden  seit  dem  Beginn  des  19.  Jahr- 
hunderts nachzuweisen.  Sie  soll  sich  dabei  nicht  auf  die 
sogenannte  reine  Mathematik  beschränken,  sondern  auch 
die  Anwendungen  auf  Mechanik  und  Physik,  Astronomie 
und  Geodäsie,  die  verschiedenen  Zweige  der  Technik  und 
andere  Gebiete  mit  berücksichtigen  und  dadurch  ein  Ge- 
samtbild der  Stellung  geben^  die  die  Mathematik  innerhalb 
der  heutigen  Kultur  einnimmt.^^ 

Eine  weitere  Schwierigkeit  lag  nunmehr  in  der  Bemessung  des 
Umfanges  des  ganzen  Werkes  und  in  einer  richtigen  Verteilung  des 
Raumes  auf  die  einzekien  Gebiete.  Vergleiche  mit  früheren  Werken 
ähnlicher  Art,  mit  analogen  anderer  Disziplinen  boten  nur  geringen 
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Anhalt.  Hier  konnte  ein  erster  Ansatz  nur  als  eine  wünschenswerte 
Begrenzung;  nicht  als  eine  sichere  Norm  aufgestellt  werden ,  immer- 
hin aber  musste  ein  solcher  Überschlag  die  Grundlage  für  die  Be- 
messung der  von  den  Akademieen  beizusteuernden  Mittel  wie  für  die 
Verhandlungen  mit  der  Yerlagsbuchhandlimg  bilden. 

Man  einigte  sich,  sechs  Bände  Grossoktav  zu  je  vierzig  Bogen 
als  Ausgangspunkt  für  die  Baumdisposition  festzulegen.  Drei  Bände 
sollten  der  reinen,  zwei  der  angewandten  Mathematik  dienen ,  ein 
weiterer  den  historischen ,  philosophischen  und  didaktischen  Fragen 
gewidmet  sein.  Jeder  Band  sollte  mit  einem  eigenen  Register  ver- 
sehen werden.  Der  letzte  Band  sollte  ausserdem  eine  zusammen- 
fassende Gesamtübersicht,  und,  um  das  Werk  auch  als  Nachschlage- 
werk brauchbar  zu  machen,  ein  ausführliches  alphabetisch  geordnetes 
Register  enthalten. 

Füi*  die  gesamte  Durchführung  des  Unternehmens  sollte  die 
Redaktion  mit  der  von  den  Akademieen  eingesetzten  Kommission  zu- 
sammenwirken: 

Der  Beddktion  fiel  die  Aufgabe  zu,  auf  Grund  der  in  gemein- 
samen Beratungen  mit  der  Kommission  festgestellten  Disposition  des 
Werkes  den  StofiF  im  einzelnen  zu  gliedern;  die  Mitarbeiter  zu  ge- 
winnen, sich  über  die  Verteilung  der  Gebiete  mit  ihnen  zu  verständigen 
und  die  gegenseitige  Bezugnahme  der  Referenten  über  benachbarte 
Gebiete  zu  vermitteln;  für  die  Erzielung  eines  einheitlichen  Charakters 
der  verschiedenen  Artikel  Sorge  zu  tragen;  die  Drucklegung  zu  über- 
wachen; die  Register  zusammenzustellen;  endlich  durch  die  Kommission 
regelmässige  Berichte  über  den  Fortgang  des  Werkes  an  die  beteiligten 
Akademieen  zu  erstatten. 

Der  akademischen  Kommission  sollte  die  Wahrnehmung  des  be- 
sonderen Interesses  der  Akademieen  an  dem  Gedeihen  des  Werkes  und 
die  thatkräftige  wissenschaftliche  Unterstützung  der  Redaktion  obliegen. 
Insbesondere  sollte  die  Zustimmung  dieser  Kommission  erforderlich 
sein  für  alle  etwa  sich  als  notwendig  erweisenden  Änderungen  im 
Plane  des  Werkes  wie  in  der  Zusammensetzung  der  Redaktion  und 
ebenso  für  die  Auswahl  der  Mitarbeiter. 


« 


Im  Frühjahr  1896  erhielten  die  vorgelegten  Pläne  und  Organisations- 
vorschläge der  Kommission  und  Redaktion  die  Zustimmung  der  Aka- 
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demieen  zu  CröUingen,  München  und  Wien  und  wurde  der  Vertrag  für  die 
Herausgabe  mit  dem  Verlage  von  B,  G,  Teubner  in  Leipzig  abgeschlossen. 

Und  nun  begann  das  Werk  —  unter  günstigen  Auspicien, 
deim  gleich  von  Anfang  an  gelang  es  der  Redaktion,  einen  grossen, 
bedeutenden  Kreis  von  Mitarbeitern  sich  zu  sichern^  bereit  unter  Hint- 
ansetzung ihrer  besonderen  Interessen  ihre  Arbeit  in  den  Dienst  der 
gemeinsamen  Sache  zu  stellen.  Es  waren  ,yA.llgemeine  Grundmtz^^ 
ausgegeben  worden,  welche  nach  Möglichkeit  eine  gemeinsame  Basis 
des  Aufbaues  der  Artikel  und  eine  gleichmässige  Behandlung  des 
Stoffes  sichern  sollten,  ohne  doch  die  wissenschaftliche  Freiheit  und 
die  Individualität  des  Einzelnen,  der  für  seine  Darlegung  die  volle 
Verantwortlichkeit  trägt,  allzusehr  zu  beschränken.*) 

über  die  Anordnung  der  einzelnen  Bände,  wie  sie  nunmehr,  ge- 
stützt auf  diese  Grundlagen  allmählich  sich  gestaltete,  wird  in  den 
besonderen  Einleitungen  der  Redaktion  zu  berichten  sein.  Hier  soll 
nur  hervorgehoben  werden,  wie  die  Aufstellung  und  allmähliche  Er- 
^nzung  der  umfassenden  Disposition,  die  gegenseitige  Abgleichung 
des  Inhaltes  der  einzelnen  Aufsätze  und  die  Klarlegung  ihrer  wechsel- 
seitigen Beziehungen  ganz  besonders  gefordert  wurde  in  den  häufigen 
personlichen  Konferenzen  der  Mitarbeiter,  der  Redakteure  und  Kom- 
missionsmit^lieder  untereinander.  Sie  bedeuten  ein  aufs  dankbarste 
anzuerkennendes  Opfer  aller  Beteiligten,   aber  auch  einen  bleibenden 


*)  Wir  glaaben,  sie  an  dieser  Stelle  mit  denjenigen  Abänderungen  und  Er- 
gänzungen wiedergeben  zu  sollen,  welche  sie  später,  insbesondere  bei  Inangriff- 
nahme der  Bände  der  angewandten  Mathematik,  erfahren  haben. 

Allgemeine  Grundsätze  für  die  Bearbeitimg  der  Artikel. 

1.  Innerhalb  des  einzelnen  Artikels  werden  die  dem  betreffenden  Gebiete 
eigentümlichen  mathematischen  Begriffe^  ihre  wichtigsten  Eigenschaften^  die 
fundamentalsten  Sätze  ^  und  die  Untersuchungsniethoden  ^  die  sich  als  fruchtbar 
erwiesen  haben,  dargestellt. 

2.  Auf  die  Ausführung  von  Beweisen  der  mitgeteilten  Sätze  muss  verzichtet 
weiden;  nur  wo  es  sich  um  prinzipiell  wichtige  Beweismethoden  handelt,  kann 
eine  kurze  Andeutung  derselben  gegeben  werden. 

3.  Die  auf  Anwendungen  bezüglichen  Teile  des  Werkes  sollen  einen  doppelten 
Zweck  erfüllen:  sie  sollen  einerseits  den  Mathematiker  darüber  orientieren,  welche 
Fragen  die  Anwendungen  an  ihn  stellen,  andererseits  den  Astronomen,  Physiker, 
Techniker  darüber,  welche  Antwort  die  Mathematik  auf  diese  Fragen  giebt. 
Demgemäsfl  beschränken  sie  sich  auf  die  mathematische  Seite  der  Anwendungen; 
Instrumentenkunde,  Beobachtungskunst,  Sammlung  von  Konstanten,  Verwaltungs- 
vorschiiften  fallen  ausserhalb  des  Rahmens  des  Werkes. 


Xn  Einleitender  Bericht  über  das  Encyklopädieuntemehmen. 

Gewinn  für  das  ganze  Werk  wie  für  Alle,  die  an  demselben  sich 
bethätigt  haben.  Die  Naturforscherversammlungen  des  letzten  Jahr- 
zehntes, von  der  Wiener  Versammlung  des  Jahres  1894,  auf  welcher 
der  Grundstein  des  Werkes  gelegt  wurde,  angefangen,  der  inter- 
uationale  Mathematikerkongress  in  Zürich  (1897),  wie  endlich  beson- 
dere Konferenzen  der  akademischen  Kommission  und  der  Redaktion, 
die  fast  regelmässig  mit  den  jährlichen  Versammlungen  des  Kartells 
der  deutschen  Akademieen  vereinigt  wurden,  boten  die  wichtige  Gelegen- 
heit zur  gemeinsamen  Beratung  über  den  Fortgang  des  Werkes  und 
zum  Gedankenaustausch  über  seine  Ausgestaltung  im  Einzelnen. 

Ganz  besonders  trat  die  Notwendigkeit  persönlicher  Aussprache 
hervor,  als  es  sich,  nachdem  die  wesentlichsten  Schritte  für  die  Dis- 
position und  die  Durchführung  der  drei  ersten  Bände  der  reinen 
Mathematik  getan  waren,  im  Jahre  1897  darum  handelte,  nunmehr 
auch  an  die  der  angewandten  Mathematik  gewidmeten  Bände  heran- 
zutreten. Von  vorneherein  war  klar  geworden,  dass  nur  eine  Er- 
weiterung der  Redaktion  die  Durchführung  des  Unternehmens  sichern 
konnte  und  ebenso,  dass  es  —  wollte  man  nicht  die  Fertigstellung 


Soll  das  erste  dieser  Ziele  erreicht  werden,  so  wird  erforderlich  sein:  kurze 
Angabe  der  Überlegungen,  die  zur  mathematischen  Formulierung  des  betr.  Problems 
geführt  haben;  explizite  Aufstellung  dieser  Formulierung;  Angabe  der  Grenzen,  inner- 
halb deren  in  den  Fällen  der  Praxis  die  auftretenden  Konstanten  liegen;  Angabe 
des  Genauigkeitsgrades,  bis  zu  dem  die  betr.  Formulierung  als  richtig  anzusehen  ist. 

Soll  auch  das  zweite  Ziel  erreicht  werden,  so  wird  man  sich  nicht  auf 
blosse  Verweisungen  auf  diejenigen  Stellen  der  drei  ersten  Bände  beschränken 
dürfen,  an  denen  das  betr.  Problem  behandelt  ist;  man  wird  das  Kesultat  der 
erforderlichen  mathematischen  Operationen  (Gleichungsauflösung,  geometrische 
Konstruktion,  Integration)  kurz  angeben  müssen.  Dagegen  ist  Wiederholung  der 
Litteraturangaben  nicht  erforderlich. 

4.  Streng  chronologische  Anordnung  des  Stoffes  würde  zu  vielen  Wieder- 
holungen nötigen,  für  die  nicht  Raum  ist;  aber  die  aümähUche  Enttoickelung  der 
Begriffe  und  Methoden  wird  an  geeigneten  Stellen  auseinanderzusetzen  imd 
durch  genaue  Litteraturangaben  zu  belegen  sein. 

5.  Die  vorhandenen  historischen  Monographien  und  bibliographischen  Hilfs- 
mittel werden  den  Herren  Mitarbeitern  zur  ersten  Orientierung  gute  Dienste 
leisten;  der  erste  Grundsatz  aller  historischen  Kritik  verlangt  jedoch,  dass  die 
Darstellung  schliesslich  auf  eigenem  Studium  der  Originalarbeiten  beruht. 

6.  Von  älteren  Entwickelungsperioden  werden  zwar  die  Resultate  aufzunehmen 
sein,  aber  auf  speziellen  Nachweis  ihres  Ursprungs  wird  verzichtet  werden  müssen ; 
andernfalls  würde  die  Befolgung  der  Grundsatzes  (5)  den  Abschluss  der  Arbeit 
über  die  Maassen  verzögern,  da  es  an  den  erforderlichen  orientierenden  Vor- 
arbeiten namentlich  für  das  18.  und  teilweise  auch  für  das  17.  Jahrhundert  noch 
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des  Ganzen  in  weiteste  Feme  verschieben  —  notwendig  war,  das 
Werk  von  allen  Seiten  in  Angriff  zu  nehmen.  Die  akademische 
Kommission  hoffte,  F.  Klein  zum  Eintritt  in  die  Redaktion  und  speziell 
für  die  Bearbeitung  des  auf  Mechanik  bezüglichen  Bandes  bestimmen  zu 
können  und  ebenso  Ä,  Sommerfeld  (damals  Privatdozent  in  Göttingen), 
für  die  Redaktion  des  mathematisch-physikalischen  Teiles  zu  gewinnen. 
Zunächst  übernahm  es  Klein  auf  mehrfachen  grösseren  Reisen  (nach 
England,  Frankreich,  Holland,  Italien  und  Österreich),  zu  denen  die 
Akademieen  die  nötigen  Mittel  in  liberaler  Weise  gewährt  hatten,  für 
Disposition,  Ausgestaltung  und  Mitarbeit  an  diesen  Bänden  die  nötigen 
Vorarbeiten  zu  treffen.  War  schon  für  die  ersten  Bände  die  Beteiligung 
auch  nichtdeutscher  Autoren  von  wesentlicher  Bedeutung  für  das  Gepräge 
der  Referate  geworden,  hier,  bei  den  der  angewandten  Mathematik 
gewidmeten  Bänden  ist  es  besonders  wichtig,  der  Entwicklung  der 
einzelnen  Gebiete  gemäss  auch  auf  die  Mitarbeit  nichtdeutscher 
Autoren  zählen  zu  können. 

So  sehr  wir  das  ganze  Unternehmen  nach  Grundlage  und  Durch- 
führung als  ein  deutsches  in  Anspruch  nehmen  wollen,  es  ist  von 


fehlt.  DemgemäsB  wird  die  historiBche  Darstellung  im  allgemeinen  zweckmässiger- 
weise mit  dem  Beginn  des  neunzehnten  Jahrhunderts  einsetzen.  Soweit  überhaupt 
Zitate  auf  frühere  Zeiten  gegeben  werden,  werden  sie  in  dem  Sinne  zu  verstehen 
sein,  dass  keine  Gewähr  dafür  geleistet  wird,  ob  nicht  eine  noch  frühere  Stelle 
hätte  dtiert  werden  können. 

7.  Die  einzelnen  mathematischen  Fächer  werden  nicht  als  von  einander 
isoliert  betrachtet;  es  ist  im  Gegenteil  eine  der  Hauptaufgaben  des  Werkes,  das 
vielfache  In-  und  Übereinandergreifen  der  verschiedensten  Gebiete  allgemein  zum 
Bewusstsein  zu  bringen. 

8.  Einseitige  Hervorhebung  eines  bestimmten  Schulstandpunktes  läuft  dem 
Zwecke  des  Werkes  zuwider.  Das  Erstrebenswerteste  würde  es  sein,  wenn  es 
überall  gelänge,  die  auf  verschiedenen  Wegen  gewonnenen  Resultate  zu  einer 
olfieMiven  DarsteUung  memeaideT  za  &rheiieiy]  wo  das  undurchführbar  erscheint,  soll 
wenigstens  jede  der  einander  gegenüberstehenden  Auffassungen  zu  Worte  kommen. 

9.  Zur  Entscheidung  schwebender  Streitfragen^  insbesondere  solcher  über 
Priorität,  ist  die  Encyklopädie  nicht  berufen. 

10.  Werden  in  einem  Gebiete  Begriffe  oder  Sätze  benutzt,  die  einem  andern 
angehören,  so  wird  auf  den  das  letztere  Gebiet  behandelnden  Abschnitt  einfach 
vendeaen  (unter  Benutzung  der  in  der  Disposition  gebrauchten  Signatur),  auch 
wenn  derselbe  in  der  Encyklopädie  erst  an  einer  späteren  Stelle  erscheint.  Übrigens 
werden  Dinge,  von  welchen  man  zweifeln  kann,  ob  sie  in  ein^n  früheren  oder  in 
einen  späteren  Abschnitt  gehören,  im  allgemeinen  an  der  früheren  Stelle  eingereiht. 

11.  Soweit  es  ohne  Beeintr2,chtigung  der  Grundsätze  (7)  und  (10)  geschehen 
kann,  werden  die  Ansprüche  an  die  Vorkenntnisse  der  Leser  so  gehalten,  dass 
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höchster  Bedeutung,  soll  es  nicht  einen  einseitigen  Standpunkt  ver- 
treten, dass  in  der  Auffassung  und  Darlegung  der  einzelnen  Gebiete 
alle  Stimmen  zu  Worte  kommen,  welche  zu  der  Eigenart  ihrer  Ent- 
wicklung beigetragen  haben.  Der  bleibende  Besitzstand  einer  jeden 
Wissenschaft  ist  ein  internationales  Out,  gewonnen  aus  der  gesamten 
Arbeit  der  Gelehrten  aller  Zeiten  und  aller  Länder.  Aber  in  verschiede- 
nen Richtungen,  mit  verschiedener  Betonung  und  Wertschätzung  der 
einzehien  Gebiete,  mit  charakteristischem  Unterschied  in  den  Methoden 
und  in  der  Darstellungsform  haben  die  verschiedenen  Nationen,  die 
verschiedenen  Epochen  sich  an  dieser  Arbeit  beteiligt.  Dies  muss  in 
der  Encyklopädie  in  der  Darlegung  des  Inhaltes  nach  seiner  geschicht- 
lichen Entwicklung  wie  in  der  Heranziehung  der  Mitarbeiter  zum  Aus- 
druck gebracht  werden.  In  der  That  zählt  das  Unternehmen  heute 
neben  dem  Grundstock  seiner  deutschen  Autoren  Gelehrte  Amerikas, 
Belgiens,  Englands,  Frankreichs,  Hollands,  Italiens,  aus  Norwegen, 
Österreich,  Bussland,  Schweden  zu  seinen  Mitarbeitern. 

In  den  Jahren  1898  und  1899  konnte,  besonders  durch  die  per- 
sönlichen Bemühungen  und  Beziehungen  F,Klein\  die  Durchführung 


das  Werk  auch  demjenigen  nützlich  sein  kann,   der  nur  über  ein  bestimmtes 
Gebiet  Orientierung  sucht. 

12.  Bibliographische  Yollsi&ndigkeit  der  lAtteraturangahen  ist  ebensowenig 
möglich  oder  auch  nur  wünschenswert,  als  erschöpfende  Aufzählung  aller  über- 
haupt aufgestellten  Sätze  oder  vorgeschlagenen  Kunstausdrucke. 

13.  Doch  sollen  alle  wichtigen  wirklich  im  Gebrauche  befindlichen  termini 
ttchnid  vorkommen  und  Erläuterung  finden,  damit  sie  später  in  das  Register 
aufgenommen  werden  können.  Besonders  werden  Fälle  zu  notieren  sein,  in 
welchen  derselbe  Terminus  oder  dasselbe  Symbol  von  verschiedenen  Autoren  in 
verschiedenen  Bedeutungen  gebraucht  wird,  namentlich  solche,  in  welchen  der 
Sinn  eines  Terminus  sich  im  Laufe  der  Zeit  unvermerkt  erweitert  hat.  unter 
veralteten  Terminis  wird  sparsame  Auswahl  zu  treffen  sein. 

14.  Überall,  wo  es  zum  Verständnis  erforderlich  ist,  werden  Figuren  im 
Texte  beigegeben. 

16.  Zur  Aufnahme  ausfuhrlicher  Sammlungen  von  Formeln,  sowie  von  der- 
gleichen Tctbellen  numerischer  Werte  der  behandelten  Funktionen  —  die  doch 
nicht  ohne  vorherige  Kontrolle  aus  anderen  Werken  abgeschrieben  werden 
dürften  —  hat  das  Unternehmen  nicht  die  Mittel.  Dagegen  sind  Angaben 
darüber  wünschenswert,  wo  dergleichen  zu  finden,  erforderlichenfalls  mit  einer 
Warnung  vor  kritikloser  Benutzung.  —  Ganz  kleine  Tabellen  können  Platz 
finden,  welche  den  Verlauf  einer  Funktion  durch  einige  wenige  geeignet  aus- 
gewählte Zahlwerte  veranschaulichen;  vielfach  wird  eine  graphische  Darstellung 
denselben  Dienst  noch  besser  thun. 

16.  Zitate  auf  vielbenutzte  Zeitschriften  werden  in  einheithcfaer  abgekürzter 
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der  der  angewandten  Mathematik  gewidmeten  Bände  gesichert  und  eine 
erste  Disposition  derselben  entworfen  werden.  Dabei  erwies  es  sich 
als  notwendig,  den  gesamten  überreichen  Stoff  der  Anwendungen  statt 
wie  geplant  auf  zwei,  auf  drei  Bände  zu  verteilen,  von  denen  der  vierte 
die  Mechanik,  der  fünfte  die  mathematische  Physik,  der  sechste  die  Geo- 
däsie, Geophysik  und  Astronomie  umfassen  sollte,  während  für  die 
historischen ;  philosophischen  und  didaktischen  Fragen  ein  siebenter 
Band  vorbehalten  wurde. 

Im  Jahre  1899  übernahm  Klein  definitiv  die  Redaktion  des  der 
Mechanik  gewidmeten  Bandes,  bald  darauf  Sommerfeld  die  Redaktion 
des  fünften  Bandes,  der  mathematischen  Physik. 

An  eine  Disposition  des  sechsten  Bandes  konnte  erst  nach  mannig- 
fachen Vorverhandlungen  im  Jahre  1900  gegangen  werden.  Sie 
wurde  von  E,  Wiechert  in  Göttingen  für  Geodäsie  und  Geophysik,  von 
U.  Lehmann-Fühes  in  Berlin  für  die  Astronomie  getroffen,  die  beide 
damit  in  die  Redaktion  der  Encyklopädie  eintraten.  Leider  sah  sich 
der  letztgenannte  schon  im  Jahre  1902  genötigt,  von  der  Redaktion, 
in  der  er  in  dankenswertester  Weise  die  ersten  Verhandlungen  mit 
den  gewählten  Mitarbeitern  geführt  hatte,  zurückzutreten.     An  seine 


Form  (nach  einem  besonders  aufgestellten  Schema)  gegeben ;  Bücher  werden,  wo 
sie  in  einem  Artikel  zum  ersten  Mal  vorkommen,  mit  Familien-  und  abgekürztem 
Vornamen  des  Verfassers,  Hauptteil  des  Titels,  Ort  und  Jahr  zitiert,  bei  öfterem 
Vorkommen  die  späteren  Male  in  kürzerer  Form.  Wo  zu  genaueren  Angaben  die 
Sache  nicht  wichtig  genug  erscheint,  haben  blosse  Aufzählungen  von  Autoren- 
namen für  den  Leser  meist  wenig  Nutzen. 

17.  In  ihrer  Allgemeinheit  nichtssagende  epiiheta  omantia^  wie  epoche- 
machend, genial,  grossartig,  klassisch  u.  s.  w.  werden  zu  vermeiden  sein.  Da- 
gegen wird  angegeben,  in  welcher  Richtung  jedesmal  der  Fortschritt  liegt:  ob 
in  Auffindung  neuer  BesulUxte  —  oder  in  strenger  Begründung  vorher  nur  ver- 
mutungsweise aufgestellter  oder  ungenügend  bewiesener  Sätze  —  oder  in  Ab- 
kürzung umständlicher  Entwickelungen  durch  Beiziehung  neuer  Hilfsmittel  — 
oder  endlich  in  systematischer  Anordnung  einer  ganzen  Theorie. 

Speziell  der  Bearbeitung  der  Bände  für  angewandte  Mathematik  gelten 
noch  die  folgenden  Bemerkungen: 

1.  Da  sich  die  Encyklopädie  wesentlich  an  ein  mathematisches  Publikum 
wendet,  muss  sie  den  Nachdruck  auf  die  maihemxitische  Seite  der  Theorieen  legen. 
Hierzu  wird  einerseits  zu  zählen  sein  die  mathematische  Formulienmg  der  in 
Betracht  kommenden  Aufgaben,  andererseits  ihre  mathematische  Durchführung, 
Der  letztere  Gesichtspunkt,  welcher  in  den  spezifisch  physikalischen  und  ingenieur- 
wiMenschaftlichen  Büchern  vielfach  zurücktritt,  wird  hier  wesentlich  im  Auge  zu 
behalten  sein.  Andererseits  wird  aber  auch  im  Gegensatz  zu  der  Darstellung  in  der 
Mehrzahl  der  mathematischen  Werke  die  experimentelle  Grundlegung  der  Einzel- 
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Stelle  trat  mit  dem  Jahre  1903  K,  Schwor zschüdy  der  eben  an  die 
Göttinger  Sternwarte  berufen  worden  war. 

Ostern  1904  wurde  Conrad  H.  Muller  ^  der  schon  längere  Zeit  an 
den  Arbeiten  der  Redaktion  beteiligt  war^  zur  Unterstützung  F,  Klein^a 
als  Mitredakteur  des  vierten  Bandes  durch  die  akademische  Kom- 
mission bestimmt;  im  Juli  1904  endlich  Ph,  Furtwängler  (in  Potsdam) 
zur  Redaktion  des  ersten  Teiles  von  Band  VI  (Geodäsie  und  Geo- 
physik) in  Gemeinschaft  mit  E.  Wiechert  berufen. 

i 

Inzwischen  war,  am  7.  November  1898,  das  erste  Heft  des  ersten 
Bandes  zur  Ausgabe  gelangt,  enthaltend  H,  Schviberfs  Bericht  über  die 
Grundlagen  der  Arithmetil^  E.  NeUo^a  Referat  über  Kombinatorik  und 
die  grosse  Arbeit  von  Ä,Pringsheim  über  Irrationalzahlen  und  Konvergenz 
unendlicher  Prozesse.  Im  August  1899  begann  dann  die  Publikation 
des  zweiten  Bandes  mit  Pringsheim-s  Grundlagen  der  allgemeinen 
Funktionenlehre,  dem  sich  der  Aufsatz  von  Ä.  Voss  über  Differential-  und 


gebiete  zn  schildern  sein,  nämlich  so  weit,  dass  der  Leser  ein  allgemeines  Urteil  über 
die  Begründung  und  die  Genauigkeitegrenze  der  mathematischen  Theorie  gewinnt. 

2.  Dem  allgemeinen  Plane  der  Encyklopädie  entspricht,  wie  in  dem  Bimd- 
schreiben  hervorgehoben,  die  historische  Änordnimg  des  Stoffes  und  die  Wieder- 
gabe der  Hauptmomente  der  geschichtlichen  Entwickelung,  Indess  ist  für  die 
vorliegenden  Bände  in  dieser  Hinsicht  zu  beachten,  dass  die  Ergebnisse  der  an- 
gewandten Mathematik  rascher  veralten,  wie  die  der  reinen,  und  dass  daher  die 
geschichtliche  Entwickelung  hier  nicht  dieselbe  Wichtigkeit  für  das  Verständnis 
des  heutigen  Standes  der  Theorie  hat,  wie  dort.  Trotzdem  wird  im  Allgemeinen 
die  historische  Darstellung  auch  in  den  folgenden  Bänden  wünschenswert  sein, 
soweit  sie  sich  mit  Systematik  und  Übersichtlichkeit  verträgt. 

8.  Auf  den  Gebieten  der  angewandten  Mathematik  ist  die  Litteratur  viel- 
fach sehr  zerstreut  und  unzusammenhängend.  Die  Redaktion  hat  es  sich  daher 
angelegen  sein  lassen,  im  voraus  nach  möglichst  vielen  Seiten,  bei  Mathematikern, 
Physikern,  Technikern,  .  .  .  Astronomen,  sowie  in  verschiedenen  Ländern,  Be- 
ziehungen anzubahnen;  sie  wird  gerne  bereit  sein,  den  Herren  Mitarbeitern  auf 
Grund  dieser  Beziehungen  sonst  schwer  beschaffbare  Litteratur  mitzuteilen 
oder  wenigstens  nachzuweisen. 

4.  Schliesslich  scheint  es  nicht  erforderlich,  dass  jeder  Artikel  von  einem 
einem  einzelnen  Autor  bearbeitet  wird.  Vielmehr  sind  auch  kleinere  Beiträge, 
welche  nur  einen  Teil  des  in  dem  betr.  Artikel  zu  behandelnden  Stoffes  decken, 
unter  Umständen  erwünscht.  Solche  Beiträge  können  dem  zusammenfassenden 
Artikel  als  Anhang  beigedruckt  oder,  falls  sich  der  Verfasser  damit  einverstanden 
erklärt,  dem  Hauptreferenten  des  Gebietes  zur  Verfügung  gestellt  und  von  diesem 
eingearbeitet  werden.  In  der  Überschrift  des  Artikels  wird  die  Autorschaft 
solcher  BeitiAge  in  geeigneter  Weise  zum  Ausdruck  kommen. 
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Integralrechnung,  sowie  der  des  verstorbenen  G.  Brunei  über  bestimmte 
Integrale  anreihte.  Im  Oktober  1902  erschien  das  erste  Heft  des 
dritten  Bandes  mit  den  Aufsätzen  von  H,  v,  Mangoldt  und  B.  v,  Läienthal 
über  Differentialgeometrie.  Die  Veröffentlichung  der  der  angewandten 
Mathematik  gewidmeten  Teile  setzte  im  Juni  1901  mit  dem  vierten 
Bande  mit  Jf.  Äbrahani's  Darlegung  der  geometrischen  Grundbe- 
griffe zur  Mechanik  der  deformierbaren  Körper  und  zwei  Abhand- 
lungen von  Ä.E.H,Love  über  Hydrodynamik  ein.  Ostern  1903  folgte 
Band  V  (Mathematische  Physik),  eingeleitet  durch  die  Aufsätze 
C.Bunge's  über  Mass  und  Messen  und  J.  ZennecWn  über  Gravitation, 
an  welche  sich  6r.  Ä  Bryan^a  Allgemeine  Grundlegung  der  Thermo- 
dynamik anschliesst.  Noch  im  Laufe  dieses  Jahres  wird  mit  der 
Herausgabe  der  ersten  Hefte  der  beiden  Teile  des  sechsten  Bandes 
begonnen  werden.  Sie  werden  einerseits  die  Aufsätze  von  C.  Beinhertz 
und  P.  Pizetti  über  Geodäsie,  von  S,  Finsterwalder  über  Photogrammetrie 
enthalten,  andrerseits  (im  astronomischen  Teil)  die  Abhandlungen  von 
E.  Anding  und  F,  Cohn  zur  Theorie  der  Koordinaten  bringen. 

Man  hat  nicht  überall  diese,  an  allen  Seiten  des  Werkes  ein- 
setzende Thätigkeit  gutgeheissen  in  der  Befürchtung,  es  möchte  da- 
durch die  Fertigstellung  der  einzelnen  Bände  sich  allzusehr  verzögern. 
Auch  erhält  der  Leser  gegenwärtig  ein  nicht  leicht  zu  übersehendes 
Stückwerk  vereinzelter  Hefte,  welches  auch  die  Bibliotheken  nur  un- 
geme  der  Benützung  freigeben.  Es  muss  aber  hierzu  gesagt  werden, 
dass  eine  Verzögerung  der  Herausgabe  durch  den  breiten  Umfang 
der  redaktionellen  Thätigkeit  nicht  eintritt,  weil  es  sich  fast  durchweg 
um  verschiedene  Redakteure  und  Mitarbeiter  handelt;  im  Gegenteil  ist 
aber  der  gleichmässige  Fortschritt  des  Ganzen  für  die  Verwertung  der 
wechselseitigen  Beziehungen  der  einzelnen  Bände  und  der  einzelnen 
Au£9ätze  untereinander  von  wesentlicher  Bedeutung.  Der  Erleichterung 
in  der  Benutzimg  der  einzelnen  Hefte  andererseits  hat  die  Verlags- 
handlung in  jüngster  Zeit  durch  eine  besondere  Ausstattung  und 
Broschierung  der  Hefte  Rechnung  getragen. 

Hier  ist  der  Ort  gegeben,  das  überaus  grosse  Entgegenkommen 
der  Verlagsbuchhandlung  JB.  G.  Teubner  mit  besonderem  Danke  her- 
vorzuheben. Einerseits  hat  die  Firma  alle  auf  die  Drucklegung  be- 
züglichen weitgehenden  Wünsche  und  Anforderungen  der  Redaktion 
wie  der  Autoren  auf  das  Bereitwilligste  erfüllt  und  andererseits  durch 
ihr  eigenes  Eintreten  ftlr  die  aufzuwendenden  Honorare  es  ermöglicht, 

Snc7klop.  d.  maih.  WiiMiucb.    L  b 


Xvill  Einleitender  Bericht  über  das  Encyklopädieuntemehmen. 

dem  im  Laufe  der  EntwiddnDg  immer  stärker  auftretenden  Bedürfnis 
gerecht  zu  werden,  das  Werk  in  einem  gegenüber  dem  ersten  Plane 
ganz  beträchtlich  erweiterten  Umfange  durchzuführen. 

Man  mag  bedauern,  dass  der  ursprüngliche  Ansatz,  einen  ganz 
gedrängten  Überblick  unseres  heutigen  mathematischen  Wissens  in 
sechs  nicht  unhandlichen  Bänden  darzubieten^  verlassen  worden  ist 
und  mag  nicht  ohne  Bedenken  sehen,  wie  von  Band  zu  Band  das 
Werk  über  die  zu  Anfang  gezogenen  Grenzen  hinaustritt.  Das  Streben 
nach  möglichster  Vollständigkeit  in  den  einzelnen  Abschnitten  aber 
und  der  Wunsch  übersichtlich  und  klar  zu  sein,  auch  auf  Kosten  der 
Kürze,  ein  Wunsch  der  besonders  auch  aus  den  Kreisen  der  Leser 
wiederholt  an  uns  herangetreten  ist,  bilden  den  unmittelbaren  Grund 
für  das  Anwachsen  des  Umfanges.  Der  wesentliche  Grund  aber  liegt 
wohl  tiefer:  Das  Werk  ist  ein  erstes  nach  seiner  Aufgabe,  so  kann  es 
nicht  ein  vollendetes  sein,  sie  zu  erfüllen.  Erst  wenn  das  gewaltige 
Gebiet,  welches  es  umfasst,  in  dieser  ersten  Fassung  als  ein  Ganzes  vor 
uns  liegt,  wenn  der  Kreis  der  Probleme,  die  es  darzulegen  hat,  ein- 
mal durchmessen  ist,  wird  man  übersehen  können,  wieviel  zur  Yer- 
tiefimg  seines  Inhaltes,  zur  Vereinfachung  und  Prägnanz  der  Darstellung, 
zur  Abgleichung  und  zum  Lieinanderschliessen  aller  einzelnen  Teile  zu 
thun  noch   übrig  bleibt. 

Zwei  für  die  Anerkennung  der  bisher  geleisteten  wissenschaft- 
lichen Arbeit  bedeutsame  Umstände  sind  in  unserem  historischen 
Berichte  noch  zu  erwähnen: 

Der  eine  ist  die  Herausgabe  einer  französischen  Bearbeitung  der 
Encjklopädie,  zu  der  die  Verleger  B.  G.  Teubner  in  Leipzig  und 
Gauthier-ViUars  et  fils  in  Paris  im  Jahre  1900  die  Ermächtigung  durch 
die  Akademieen  erhielten.  J,  MoVc,  Professor  an  der  Faculte  des  Sciences 
in  Nancy,  wurde  mit  der  Leitung  dieser  Ausgabe  zunächst  für  die  der 
reinen  Mathematik  gewidmeten  Bände  betraut,  während  er  für  die 
Herausgabe  der  Bände  der  angewandten  Mathematik  mit  P.  Appell,  Mit- 
glied des  Institut  de  France  (Mechanik),  sowie  mit  A.  Potier  (Physik), 
Ch.  LaUemand  (Geodäsie  und  Geophysik)  und  Ä  Andoyer  (Astronomie) 
in  Verbindung  trat. 

Es  ist  nicht  bloss  eine  Übersetzung,  sondern  eine  Bearbeitung  beab- 
sichtigt, bei  welcher  die  ersten  französischen  Gelehrten  ihre  Beteiligimg 
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zugesagt  haben.  Unter  voller  Erhaltung  der  Eigenart  des  deutschen  Ori- 
ginals soll  dabei  in  dieser  Ausgabe  dem  Gebrauche  des  französischen  Leser- 
kreises Rechnung  getragen  und  sollen  andererseits  unter  gemeinsamer 
Mitarbeit  der  Autoren  wie  der  Bearbeiter  die  einzelnen  Artikel  noch 
mannigfache  Ergänzungen,  besonders  auch  bezüglich  der  Litteratur- 
zitate  erfahren.*) 

So  wird  das  deutsche  Werk  in  seiner  französischen  Ausgabe  noch 
weiteren  Kreisen  erschlossen  und  in  ihnen  gewürdigt  werden. 

Eine  fernere  Anerkennung  der  bisherigen  Durchführung  des  Werkes, 
die  wir  mit  besonderer  Freude  begrüssen,  dürfen  wir  darin  erblicken, 
dass  in  jüngster  Zeit  auch  die  Eönigl.  Sächsische  Gesellschaft  der 
Wissenschafben  zu  Leipzig  es  ermöglicht  hat,  an  der  Herausgabe  der 
Encjklopädie  sich  zu  beteiligen.  Sie  hat  ihrerseits  0.  Holder  in  die 
akademische  Kommission  delegiert. 

Damit  erscheint  nimmehr  die  Herausgabe  als  ein  gemeinsames  Unter- 
nehmen der  im  Kartell  der  deutschen  Akademien  vereinigten  gelehrten 
Gesellschaften  zu  Göttingen,  Leipzig,  München  und  Wien  und  es  be- 
zeugt auch  sie  die  Bedeutung  dieser  Vereinigung  für  die  Durchführung 
von  Aufgaben y  die  nur  in  vereinter  Arbeit  möglich  sind;  zugleich 
aber  bietet  die  Autorität  der  Akademieen,  welche  das  Unternehmen 
zn  dem  ihren  gemacht  haben,  die  Gewahr,  dass  auch  die  künftige 
Gestaltung,  die  Vollendung  des  Ganzen,  wie  spätere  Neubearbeitung 
in  beste  Hand  gelegt  und  in  ihrem  wissenschaftlichen  Grunde  ge- 
sichert ist. 


*)  Der  Prospekt  der  firanzösischen  Ausgabe  kennzeichnet  die  Art  der  Be- 
arbeitung in  folgender  Weise: 

Dans  r^dition  fran9aise  on  a  cherch^  ä  reproduire  dans  leurs  traits  essen- 
tiels  les  articles  de  IMdition  allemande;  dans  le  mode  d'exposition  adopt^  on  a 
cependant  largement  tenu  compte  des  usages  et  habitudes  fran^aises. 

Cette  Edition  fran9aise  o£Erira  un  caract^re  tout  particulier  par  la  coUa- 
boration  de  matb^maticiens  allemands  et  fran9ais.  L'auteur  de  cbaque  article 
de  r^dition  allemande  a,  en  effet,  indiqu^  les  modifications  qu*il  jugeait  con- 
▼enables  d*introduire  dans  son  article  et,  d'autre  pari,  la  rddaction  fran9aise  de 
cbaque  article  a  donn^  lieu  k  un  behänge  de  vues  auquel  ont  pris  part  tous 
les  interess^s;  les  additions  dues  plus  particuli^rement  aux  collaborateurs  &an9ais 
seront  mises  entre  deux  ast^risques.  L'importance  d'une  teile  collaboration,  dont 
r^dition  &an9aise  de  TEncyclop^die  o&ira  le  premier  ezemple,  n^^chappera  ä 
pezaonne. 

b* 
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So  möge  denn  die  Encyklopädie  unter  diesem  freundlichen  Aspekt^ 
unter  dem  Schirm  der  vereinigten  Akademieen  an  ihrem  Teile  den 
Wissenschaften  dienen: 

Der  reinen  inailiemaiischen  Forschungy  indem  sie  den  alten  viel- 
durchfurchten Boden  zu  neuer  Saat  und  Ernte  vorbereitet  und  neu- 
errungenes Land  der  befruchtenden  Gedankenarbeit  erschliesst; 

den  angewandten  Wissenszweigen,  indem  sie  die  vielfach  getrennten 
Wege  mathematischer  und  naturwissenschaftlicher  Betrachtung  zu- 
sammenfahrt und  nach  Grundlage  und  Methode  ihrer  weiteren  Ent- 
wicklung vorarbeitet; 

der  Gesamäieit  aller  Geistesarbeit,  indem  sie  die  Stellung  bezeichnet 
und  umschreibt,  welche  den  mathematischen  Wissenschaften  im  Bereich 
der  menschlichen  Erkenntnis  zukommt. 

München,  30.  Juli  1904. 

Walthep  von  Dyek, 

als  Vorsitzender  der  akademischen  Kommission 
für  die  Herausgabe  der  Encyklopädie. 


V 


Vorrede  zum  ersten  Bande. 

Der  vorliegende  erste  Band  der  Encyklopädie  der  mathematischen 
Wissenschaften  umfasst  die  Arithmetik,  Algebra,  Zahleniheorie,  Wahr- 
scheinluMceitsrechnung  (mit  Anwendimgen  auf  Ausgleichung  und  Inter- 
polation; Statistik  und  Lebensversicherung),  sowie  einige  angrenzende 
Disziplinen:  Differenzenrechnung,  Numerisches  Bechnen,  Mathetnatische 
Spiele  und  Ma^fhematische  Wirtschaftslehre. 

Es  sind  das  etwa  diejenigen  Teile  der  reinen  Mathematik,  die 
nicht  spezifisch  analytischen  oder  geometrischen  Charakters  sind. 

Diese  Abtrennung  von  der  Anaiysis  (Band  II)  und  Geometrie 
(Band  III)  konnte  naturgemäss  keine  ganz  starre  sein,  vielfach  war 
ein  Übergreifen  in  jene  beiden  grossen  Gebiete  unvermeidlich,  und 
ebenso  wenig  war  es  möglich,  den  Begriff  der  „reinen^'  Mathematik 
überall  festzuhalten.  Es  mag  das  in  den  Hauptzügen,  dem  Gange 
des  Bandes  I  folgend,  näher  ausgeführt  werden. 

In  der  Arithmetik  (Abschnitt  A)  bilden  das  Irrationale  und  der 
Grenzbegriff  (A  3)  zugleich  die  Grundlage  der  heutigen  Analjsis;  bei 
der  Konvergenz  und  Divergenz  unendlicher  Reihen,  Produkte,  Ketten- 
brüche imd  Determinanten  waren  daher  analytische  und  auch  nicht- 
analytische Funktionen  als  Belege  heranzuziehen.  Die  Theorie  der 
einfachen  und  höheren  komplexen  Grössen  (A  4)  nötigte,  auf  die  geo- 
metrischen Eigenschaften  der  einfachsten  kontinuierlichen  Transforma- 
tionsgruppen einzugehen.  Die  Mengenlehre  (A  5)  ist  als  fundamentales 
Klassifikationsprinzip  für  die  Funktionen  überhaupt  von  Bedeutung 
geworden,  und  neuerdings  auch  für  die  Grundlagen  der  Geometrie  and 
Analysis  situs. 

In  der  Algebra  (Abschnitt  B)  beziehen  sich  einige  der  lehr- 
reichsten Anwendungen  der  Invarianten-  und  Gruppentheorie  (B  2, 
B  3  c^  d,  B  3  f ),  insbesondere  der  Theorie  endlicher  linearer  Gruppen, 
auf  bedeutsame  geometrische  Konfigurationen;  andererseits  ist  die 
Lehre  von  den  algebraischen  Gebilden  und  Transformationen  ebensowohl 
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mit  der  Entwickelung  der  algebraischen  Funktionen,  wie  der  alge- 
braischen Geometrie  auf  das  Engste  verknüpft. 
f  In  dem  Abschnitte  (G)  über  Zahlentheorie  sind  es  vor  allem  die 
Approximationsmethoden  der  analytischen  Zahlentheorie  (C  3),  die 
wesentlich  der  Analysis  entstammen  und  umgekehrt  wiederum  diese 
gefördert  haben;  als  eine  Hauptanwendung  auf  die  Geometrie  erscheint 
die  Unmöglichkeit  von  der  Quadratur  des  Kreises.  Der  Artikel  (C  6) 
über  komplexe  Multiplikation  liesse  sich  mit  demselben  Rechte  auch 
als  integrierender  Bestandteil  der  Lehre  von  den  elliptischen  Funk- 
tionen auffassen. 

Endlich  sei  noch  auf  die  mannigfachen  Beziehungen  zwischen 
der  Wahrscheinlichkeits-  und  Differenzenrechnung,  nebst  deren  Anwen- 
dungen (D,  E),  zu  der  Approximation  bestimmter  Integrale  hingewiesen, 
sowie  auf  das  Eingreifen  der  Lehre  von  den  allgemeinen  Koordinaten- 
systemen und  der  Methoden  der  darstellenden  Geometrie  in  das 
numerische  Rechnen  (F). 

Gerade  diese  letzten  Abschnitte  (D,  E,  F,  G)  lehren  zugleich,  in 
welchem  Umfange  ursprüngHch  aus  der  reinen  Mathematik  geschöpfte 
Prinzipien  ihre  Ejraft  bei  der  Lösung  der  verschiedenartigsten  tech- 
nischen Probleme  bewahren. 

Wir  wenden  uns  nunmehr  zu  der  systematischen  Einteilung  der 
Abschnitte  in  die  Einzelartikel  und  können  uns  dabei  um  so  kürzer 
fassen,  als  das  ausführliche  Gesamtinhaltsverzeichnis  eine  äussere  Orien- 
tierung über  die  Verteilung  des  Stoffes  ohnehin  gestattet. 

Der  Abschnitt  (A)  über  Arithmetik  beginnt  mit  den  Elementen 
(A  1,  H.  Schubert),  den  arithmetischen  Grundoperationen  und  deren 
Anwendungen  auf  positive  und  negative,  ganze  und  gebrochene  Zahlen; 
hieran  schliesst  sich  von  selbst  die  Kombinatorik  (A  2^  !ß.  Netto), 
deren  wesentlichster  Ausfluss  die  Lehre  von  den  Determinanten  ist. 

Von  den  Elementen  aus  kann  man  innerhalb  der  Arithmetik 
nach  vierfacher  Richtung  weitergehen. 

Entweder  man  erweitert  (A  3,  A.  Pringsheim)  das  Gebiet  der  ratio- 
nalen Zahlen  durch  Aufnahme  der  irrationalen^  und  überträgt  zugleich 
die  arithmetischen  Grundoperationen  auf  eine  unbegrenzte  Anzahl  von 
Objekten.  Daraus  erwächst  der  Begriff  der  Grenze  einer  Zahlenfolge, 
und  hieraus  wiederum  durch  Spezifikation  die  Theorie  der  Konver- 
genz und  Divergenz  unendlicher  Reihen,  Produkte,  Kettenbrüche  und 
Determinanten.  Hierbei  konnte  auch  die  Lehre  von  den  endlichen 
Kettenbrüchen  mit  aufgenommen  werden. 

Zweitens  kann  man  die  Beschränkung  auf  das  Reelle  fallen  lassen 
und  das  Gebiet  der  arithmetischen  Grössen  durch  Schöpfung  der  ge- 
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meinen  nnd  höheren  komplexen  Grössen  ausdehnen  (A  4,  E.  Study); 
geeignete  Einteilungsprinzipien  ermöglichen  die  organische  Einordnung 
besonderer  komplexer  Grössen  von  Bedeutung,  insbesondere  der  Qua- 
temionen. 

Drittens  lässt  sich  die  natürliche  Zahlenreihe  über  sich  selbst 
hinaus  fortsetzen  (A  5,  A.  Schoenflies)  und  man  gelangt  zu  den 
verschiedenen  Modifikationen  der  Mengen  und  der  transfiniten  Zahlen. 

Oder  endlich  man  baut  (A  6,  H.  Burkhardt),  im  Anschluss  an 
die  Kombinatorik,  auf  der  Grundlage  des  Permutationsprozesses  die 
Lehre  der  Substitutionen  einer  Anzahl  von  Elementen  auf.  Als  die 
folgenreichste  Art  der  Zusammenfassung  von  Substitutionen  erweist  sich 
die  „Gruppe^',  zunächst  für  eine  endliche,  weiterhin  für  eine  unbegrenzte 
Reihe  von  Elementen  oder  überhaupt  Operationen. 

Indem  man  der  Analysis  den  Begriff  einer  stetig  yariabeln  Grösse 
entlehnt,  betritt  man  den  Boden  der  Algd>ra,  wie  sie  in  Abschnitt  B 
behandelt  ist.  Mit  Hilfe  der  ersten  drei  resp.  vier  Bechenspezies 
entstehen  die  ganzen  resp.  gebrochenen  rationalen  Funktionen  einer 
und  mehrerer  Variabein  (B  1  a,  b,  E.  Netto).  Die  hierher  gehörigen 
üntersucliungeii  gruppieren  sich  um  zwei  Hauptprobleme,  einmal  um 
die  formale  Elimination  von  Unbekannten  aus  Gleichungssystemen, 
die  in  der  Theorie  der  Modulsysteme  einen  gewissen  Abschluss  er- 
reicht, sodann  um  den  Existenznachweis  für  die  Lösungen  von  alge- 
braischen Gleichimgen  und  Gleichungssystemen. 

Die  Theorie  der  ganzen  Funktionen  erfährt  eine  schärfere  Aus- 
prägung auf  der  Grundlage  des  Begriffes  des  „Bationalitätsbereiches^', 
indem  die  Koeffizienten  der  Funktionen  ihrerseits  wiederum  als  ganze 
Punktionen  einer  Anzahl  Ton  Urvariabeln,  aber  mit  nur  ganzzahügen 
Koeffizienten  aufgefasst  werden  (B  1  c,  G.  Landsberg).  Dadurch  ge- 
lingt es,  die  Eigenschaften  der  algebraischen  Gebilde,  insbesondere 
rationalen  Transformationen  gegenüber,  den  verschiedenen  Modifika- 
tionen eines  grundlegenden  Prozesses  unterzuordnen,  der  Reduktion 
unendlicher  Funktionen-  oder  Formensysteme  auf  eine  endliche  An- 
zahl Diese  Entwickelungen  dienen  daher  zugleich  als  algebraische 
Grundlage  der  höheren  Zahlentheorie  (Abschnitt  C). 

Von  da  an  tritt  im  Abschnitte  B  wieder  eine  Verzweigung  in 
üntergebiete  spezifischen  Charakters  ein. 

Abgesehen  von  dem  Artikel  B  3  a  (C.  Bunge),  der  die  mehr 
praktischen  Fragen  erörtert,  wie  man  Gleichungswurzehi  in  geeignete 
Grenzen  einschliessen  und  sie  mittels  numerisch  brauchbarer  Algo- 
rithmen approximieren  kann,  tritt  der  Gruppenbegriff  als  der  herr- 
schende auf.    Unter   den  rationalen  Transformationen  der  Yariabeln 
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ganzer  Funktionen  (Formen)  sind  in  erster  Linie  die  linearen  zu  be- 
rücksichtigen (B  2,  W.  Fr.  Meyer).  Unterwirft  man  jene  Variabein 
irgend  einer  linearen  Gh-uppe,  so  unterliegen  die  Koeffizienten  der  ge- 
gebenen Formen  gleichfalls  einer  gewissen  linearen  Gruppe^  und  die 
Aufgabe  der  linearen  Invariantentheorie  ist^  die  Invarianten  dieser 
letzteren  Gruppe,  oder  allgemeiner,  einer  beliebigen  linearen  Unter- 
gruppe, aufzustellen,  sie  sachgemäss  zu  klassifizieren,  und  die  un- 
begrenzte Beihe  derselben  als  ganze  resp.  als  rationale  Funktionen 
einer  endlichen  Anzahl  unter  ihnen  darzustellen.  Ein  besonderes 
Interesse  beanspruchen  dabei  wegen  ihrer  Beziehungen  zur  Gleichungs- 
theorie, zur  Analysis  und  Geometrie  die  aus  einer  endlichen  Anzahl 
von  Substitutionen  zusammengesetzten  Gruppen,  denen  daher  noch  ein 
besonderer  Artikel  (B3f,  A.  Wiman)  gewidmet  ist. 

Als  der  eigentliche  Träger  des  ganzen  Abschnitts  darf  die  schon 
in  B  1  c  berührte  Galois^sche  Theorie  der  Gleichungsgruppen  (B  3  c,  d, 
0.  Holder)  gelten,  die,  ursprünglich  von  der  speziellen  Frage  nach 
der  Auflösbarkeit  gewisser  Gleichungen  durch  Wurzelzeichen  aus- 
gehend, in  ihrer  weiteren  Entwickelung  sich  die  Theorien  algebra- 
ischer wie  arithmetischer  und  geometrischer  Rationalitätsbereiche  (so- 
wie auch  die  formalen  Integrationstheorien  der  Differentialgleichui^en) 
untergeordnet  hat.  Eine  Einleitung  in  diese  Theorie  bildet  die  Lehre 
(B  3  b,  K.  Th.  Vahlen)  von  den  ein-  und  mehrwertigen  algebraischen 
Funktionen  einer  oder  mehrerer  Grössenreihen,  insbesondere  der 
Wurzeln  von  Gleichungen  und  Gleichungssystemen. 

Die  Zahlentheorie  oder  die  explizite  Ausführung  der  Eigen- 
schaften der  einzehien  arithmetischen  Rationalitätsbereiche  Uesse  sich 
vom  heutigen  Standpunkt  aus  direkt  an  den  Artikel  B  1  c  anschliessen. 
Aus  historischen  Gründen  empfahl  sich  jedoch  die  Gestaltung  eines 
besonderen  Abschnittes  (C). 

An  die  Darstellung  der  elementaren  Teilbarkeitsgesetze  der  natür- 
lichen Zahlen  (C  1,  P.  Bachmann)  schliesst  sich  die  Behandlung  der 
linearen,  bilinearen,  quadratischen,  und  gewisser  höherer  Formen, 
Gleichungen  und  Kongruenzen  (C  2,  K.  Th.  Vahlen);  die  schon  in 
der  Algebra  hervorgetretenen  Begriflfe  der  Elementarteiler  und  des 
Ranges  einer  Matrix  dienen  hierbei  als  grundlegende  Klassifikations- 
prinzipien. 

Der  folgende  Artikel  (C  3,  P.  Bachmann)  über  analytische  Zahlen- 
theorie wird  einmal  den  zerstreuten  Methoden  über  additive  Zusammen- 
setzung von  Zahlen  gerecht,  deren  systematische  Behandlung  noch  aus- 
steht Andererseits  geht  er  auf  die  approximative  Bestimmung 
mittlerer  Werte  zahlentheoretischer  Funktionen  ein.    Endlich  werden, 
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im  Anschluss  an  die  periodischen  Eigenschaften  algebraischer  Zahlen, 
die  neuerdings  hervorgetretenen  Fragen  nach  der  Transzendenz  aus- 
gezeichneter Irrationalitäten,  wie  e  und  iCy  erörtert. 

Das  Hauptziel  der  heutigen  systematischen  Zahlentheorie,  die 
Ausdehnung  der  Teilbarkeitsgesetze  der  natürlichen  Zahlen,  sowie  im 
Anschluss  daran  der  Reziprozitätsgesetze  der  Potenzreste  auf  die 
algebraischen  Zahlkörper,  d.  h.  auf  die  rationalen  Funktionen  alge- 
braischer Zahlen,  insbesondere  der  quadratischen,  wird  in  C  4  a,  b 
(D.  Hilbert)  verfolgt.  War  die  Aufgabe  im  Falle  eines  Kreiskörpers 
durch  Einfuhrung  der  idealen  Zahlen  gelöst,  so  treten  im  allgemeinen 
Falle  die  Schöpfungen  der  Körperideale  resp.  Körperformen  an  deren 
Stelle. 

Der  besondere  Fall  der  in  der  komplexen  Multiplikation  der 
elliptischen  Funktionen  auftretenden  quadratischen  Klassenkörper  findet 
seine  Erledigung  in  C  6  (H.Weber). 

Von  der  bis  hierher  behandelten  niederen  und  höheren  Arith- 
metik und  Algebra  lässt  sich  sagen,  dass  sie  eine  geschlossene  Ein- 
heit ausmachen. 

Nicht  das  Gleiche  gilt  von  den  nun  folgenden,  schon  oben  be- 
rührten Abschnitten;  sie  genügen  mehr  der  negativen  Definition,  weder 
zum  Vorhergehenden,  noch  m  den  nächsten  zwei  Bänden  zu  geJiören. 

Der  Abschnitt  D  wird  im  wesentlichen  von  der  Wahrschein- 
lichkeitsrechnung beherrscht;  wenn  sich  auch  beispielsweise  die 
Ausgleichimgsrechnung  (D  2)  theoretisch  ohne  Hilfe  spezifischer  Wahr- 
Bcheinlichkeitsbegriffe  aufbauen  lässt,  so  haben  sich  doch  die  ein- 
schlägigen Begriffe  und  Methoden  an  der  Hand  der  Wahrscheinlich- 
keitsrechnung allmählich  entwickelt. 

Die  Wahrscheinlidikeitsrechnung  (D  1,  E.  Czuber),  im  Anfange  nur 
eine  Anwendung  der  Kombinatorik  auf  einige  Hazardspiele,  hat,  vor- 
nehmlich nach  Adoption  infinitesimaler  und  geometrischer  Ghnind- 
begriffe,  ihren  Umfang  derart  ausgedehnt,  dass  sie  einer  ansehn- 
liehen  Anzahl  mathematischer  Approximationsmethoden  explizite  oder 
implizite  zu  Grunde  liegt.  Erkenntnistheoretisch  hat  sie  das  Ver- 
dienst, den  Begriff  des  Zufalles  oder  vielmehr  der  ihn  begleitenden 
Umstände  bis  zu  einem  gewissen  Grade  in  mathematische  Ansätze  und 
Gesetze  aufgelöst  zu  haben. 

Die  ergiebigste  Quelle  der  Ausgleichungsrechnung  (D  2,  J.  Bau- 
Bchinger)  ist  das  Prinzip  vom  Minimum  der  Summe  der  Fehler- 
quadrate, das  ja  auch  in  modifizierter  Fassung,  als  Prinzip  vom 
kleinsten  Zwange,   als  die  Quelle  der  ganzen  Dynamik  dienen  kann. 

In  der  Interpolationsrechnung  (D  3,  J.  Bauschinger)  wird  eine 
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beliebige^  durch  gewisse  Daten  festgelegte  Funktion  durch  eine  ganze 
rationale  Funktion  oder  auch  durch  eine  endliche  trigonometrische 
Reihe  approximiert;  sowohl  bei  der  praktischen  Ausgestaltung  der  er- 
forderlichen Algorithmen,  wie  bei  der  mehr  theoretisch  interessieren- 
den Aufstellung  der  Bestglieder  leistet  die  Differenzenrechnung  wert- 
Tolle  Dienste,  die  in  Art.  E  (D.  Seliwanoff)  selbständig  behandelt  wird. 

Die  Aufgaben  der  Statistik  (D  4  a,  L.  v.  Bortkiewicz)  und  Lebens- 
versicherung (D4b,  G.  Bohlmann)  sprechen  ftlr  sich  selbst. 

Der  Artikel  F  (R.  Mehmke),  über  numerisches  Rechnen,  enthalt 
mehr,  als  sein  Titel  angibt.  Ausgehend  von  Kunstgriffen  und  Tabellen, 
die  dazu  dienen,  das  praktische  Rechnen  mit  rationalen  und  irratio- 
nalen Zahlen  zu  erleichtem,  dehnt  sich  der  Stoff  durch  Verwendung 
der  mannigfaltigsten  Arten  von  Rechenapparaten  und  Maschinen  zu 
einer  weiten  mathematisch-technischen  Disziplin  aus;  darüber  hinaus 
wird  er  durch  Einbeziehung  fruchtbarer  graphischer  Methoden  zu 
einer  Art  geometrischer  Arithmetik. 

Die  Artikel  G  1  (W.  Ahrens),  G  2  (L.  Pareto)  über  Spiele  und 
Wirtschaftslehre   mögen  als  Anhang  angesehen  werden. 

Der  Artikel  G3  (A.  Pringsheim)  über  unendliche  Prozesse  mit 
kompleocen  Termen,  der  eine  unmittelbare  Ergänzung  sowohl  zu  A  3, 
wie  zu  A  4  darstellt,  war  ursprünglich  für  den  zweiten  Band  be- 
stimmt. Mit  Rücksicht  auf  seine  nahe  Beziehung  zu  diesen  Aufsätzen 
und  in  Übereinstimmung  mit  der  in  der  firanzösischen  Ausgabe  der 
Encyklopädie  getroffenen  Anordnung  ist  er  nachträglich  dem  ersten 
Bande  als  Schlussartikel  zugewiesen  worden. 

um  dem  Leser  eine  bequemere  Handhabung  des  ganzen  Bandes 
zu  ermöglichen,  ist  derselbe  in  zwei  Teile  zerlegt  worden.  Aus 
inneren  und  äusseren  Gründen  empfahl  es  sich,  den  ersten  Teil  mit 
dem  letzten  Artikel  (B  3  f )  des  Abschnittes  B  (Algebra)  abzuschliessen. 

Möge  die  Encyklopädie,  die  die  mathematischen  Erfindungen 
eines  Jahrhunderts  in  historischer  Entwickelung  vorfiihrt,  auch  das 
erkenntnistheoretische  Studium  der  grundlegenden  Frage,  was  in  der 
Mathematik  denn  eigentlich  als  „neu''  zu  gelten  habe,  beleben!  Be- 
steht das  Neue  in  einer  durch  innere  Anschauung  gewonnenen  Ver- 
mehrung und  Vertiefung  eines  Besitzstandes  aprioristischer  Erkennt- 
nisse oder  kommt  es  nur  zurück  auf  eine  andere  Gruppierung  vor- 
handener Erfahrungsthatsachen? 

Sodann  sei  es  noch  gestattet,  die  leitenden  Gesichtspunkte  aus- 
einanderzusetzen, nach  denen  das  Begister  bearbeitet  worden  ist. 
Dasselbe  sollte  ein  Wort-  und  Sachregister  sein. 

In  das   Wortregister  sind  nur  Ausdrücke  aufgenommen,   die   in 
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dem  vorliegenden  Bande  wirkHcli  vorkommen;  wenn  sich  diese  Auf- 
nahme auch  auf  eine  erhebliche  Anzahl  von  Termini  erstreckt  hat, 
die  entweder  veraltet,  oder  nur  weniger  im  Umlauf  sind,  oft  auch 
nur  einer  augenblicklichen  Idee  des  Autors  entsprungen  sein  mögen, 
80  geschah  das,  um  auch  diejenigen,  die  sich  für  die  philologische 
Seite  der  Wortbildungen  interessieren,  bis  zu  einem  gewissen  Grade 
zu  befriedigen.  Weniger  einfach  gestaltete  sich  die  Auswahl  bei  dem 
ansehnlichen  Schatze  von  Ausdrücken  technischer  Natur,  wie  sie  sich 
vornehmlich  in  den  Artikeln  über  Statistik  und  Lebensversicherung, 
Numerisches  Rechnen,  Spiele  und  Wirtschaftslehre  vorfinden.  Der 
Herausgeber  hat  sich  bemüht,  hierbei  Ausdrücke  für  solche  Ob- 
jekte herauszugreifen,  denen  immer  noch  ein  gewisses  Mass  mathe- 
matischer Denkweise  zukommt. 

Was  das  Sachregister  angeht,  so  sei  vorab  auf  zwei  Schwierig- 
keiten hingewiesen,  die  nur  annähernd  gelöst  werden  konnten. 

Das  ist  einmal  die  Frage  nach  den  zu  zitierenden  Autoren.  Mit 
einigen  Ausnahmen  sind  hier  bei  den  Stichworten  nur  solche  Auto- 
ren berücksichtigt,  die  der  Gegenwart  nicht  mehr  angehören,  und 
auch  diese  zumeist  nur  dann,  wenn  ihr  mit  einem  bestimmten  Be< 
griffe  oder  Satze  oder  einer  spezifischen  Methode  verbundener  Name 
—  oft  freüich  nur  zufällig  oder  auch  missbräuchlich  —  zu  einer 
Art  gangbarer  Münze  geworden  ist.  Andererseits  lag  die  Versuchung 
nahe,  wenn  ein  Autor  angeführt  wurde,  hinsichtlich  seiner  hervor- 
stechenden Leistungen  eine  gewisse  Vollständigkeit  anzustreben.  Der 
an  sich  berechtigte  Wunsch,  den  Mancher  gehegt  haben  wird,  dass 
dies  Prinzip  auf  möglichst  viele  oder  gar  alle  Autoren  hätte  aus- 
gedehnt werden  sollen,  konnte  schon  mit  Rücksicht  auf  den  zur  Ver- 
fügung stehenden  Raum  nicht  befriedigt  werden.  Wo  dagegen  der 
Name  eines  Forschers,  oft  nur  der  grösseren  Deutlichkeit  halber, 
innerhalb  des  Registertextes  erwähnt  wurde,  ist  er  nicht  durch  den 
Druck  hervorgehoben  worden,  da  eine  derartige  Hervorhebung  für 
andere  Zwecke  vorbehalten  wurde  (s.  u.). 

Die  andere  Schwierigkeit  lag  in  den  WorÜnldungen  selbst  Die 
grosse  Anzahl  der  Mitarbeiter  lässt  es  erklärlich  erscheinen,  dass  ein 
und  dasselbe  Wort  durchaus  nicht  stets  denselben  Begriff  bezeichnet, 
und  dass  umgekehrt  ein  und  derselbe  Begriff,  von  Sätzen  und  Metho- 
den gar  nicht  zu  reden,  mit  den  verschiedensten  Namen  belegt  wird. 

Der  Herausgeber  hat  keine  Mühe  gescheut,  sachlich  zusammen- 
gehörige Zitate  auch  je  an  einer  Stelle  zu  vereinigen,  ist  sich  aber 
sehr  wohl  bewusst,  dass  in  dieser  Hinsicht  noch  viele  Lücken  ver- 
blieben sein  werden,  und  umgekehrt  manches  Überflüssige  Eingang 
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gefanden  hat.  Dass  bei  Stichworten,  die  umfangreicliere  Begriffs- 
gattungen  angeben^  Einzelheiten  nach  Möglichkeit  unterdrückt  werden 
mussten,  bedarf  wohl  kaum  der  Rechtfertigung.  Dass  dagegen  die 
Übersichtlichkeit  des  Registertextes  durch  häufige  Einschachtelungen 
gelitten  hat,  soll  ohne  weiteres  zugestanden  werden. 

Es  wird  vielleicht  Bedenken  erregen,  dass  auch  eine  Reihe  von 
Adjektiven  den  Stichworten  einverleibt  wurde.  Es  geschah  das  indessen 
bei  solchen  Adjektiven,  die  mehr  sind,  als  blosse  Epitheta,  die  viel- 
mehr eine  besonders  charakteristische  Eigenschaft  des  Hauptwortes 
zum  Ausdruck  bringen.  Da  andererseits  das  Hauptwort  als  Stich- 
wort nicht  fehlen  durfte,  so  gleicht  das  Register  nach  verschiedener 
Richtung  einer  mathematischen  Tafel  mit  doppeltem,  zuweilen  sogar 
mehrfachem  Eingange. 

Über  die  Hervorhebung  durch  den  Druck  ist  zu  bemerken,  dass 
die  Stichworte,  sowie  Verweise  auf  solche,  durch  gesperrte  Lettern 
wiedergegeben  sind.  Der  Jcursive  Druck  ist  verwandt  zur  Kenntlich- 
machung der  Unterabschnitte  innerhalb  grösserer  Wortartikel,  sei  es,  dass 
sich  diese  Abschnitte  auf  charakteristische  Bereiche  des  Bandes  be- 
ziehen, oder  auch  auf  Ableitungen  und  Zusammensetzungen  des  Stich- 
wortes. Es  erschien  dabei  zweckmässig,  jene  charakteristischen  Be- 
reiche der  Kürze  halber  zum  Teil  besonders  zu  benennen.  So  z.  B. 
wurden  die  Artikel  B  1  c  und  C  4  a,  b  unter  dem  Gattungsnamen 
„Körpertheorie^^  zusammengefasst,  femer  die  in  F  einen  grossen  Raum 
einnehmenden  graphischen  Methoden  unter  „Graphik^^,  u.  a.  m.  Bezüg- 
lich einer  spezifischen  Verwendung  des  Semikolons,  sowie  runder  und 
eckiger  Klammem  gibt  die  am  Kopfe  der  ersten  Registerseite  befind- 
liche Bemerkung  Auskunft. 

Von  der  ursprünglichen  Absicht,  jedes  Zitat  unter  Anführung 
des  Artikels  und  dessen  Verfassers  zu  geben,  wurde  mit  Rücksicht 
auf  den  Umfang  Abstand  genommen.  Eben  bezüglich  des  Umfanges 
sind  dem  Herausgeber  die  verschiedenartigsten  Wünsche  zugegangen, 
die  sich  etwa  in  den  Grenzen  von  zwei  bis  zu  zehn  Bogen  bewegen. 
Der  thatsächliche  Umfang  von  nicht  ganz  A^^  Bogen  ergibt  im  Ver- 
hältnis zu  den  TOy^  Bogen  Text  des  Bandes  einen  Prozentsatz  von 
etwas  über  67o- 

Zur  Beurteilung  des  Registers  sei  noch  auf  seine  Entstehung 
hingewiesen;  erst  nachdem  von  jedem  Artikel  ein  gesondertes  Register 
angefertigt  war,  wurden  diese,  so  gut  es  anging,  in  ein  Ganzes  zusammen- 
gezogen. 

Ursprünglich  bestand  die  Absicht,  dem  Bande  auch  noch  Be- 
richtigungen und  Nachträge  beizufügen.    Inzwischen  ist  das  bisher  in 
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dieser  Hinsicht  zusammengekommene  Material  so  inhomogen,  dass 
hiervon  Abstand  genommen  wurde,  in  der  Hoflhung,  es  werde  später 
möglich  sein,  was  ja  auch  aus  anderen  Gründen  durchaus  erwünscht 
ist,  den  jeweils  abgeschlossenen  Bänden  der  Encyklopädie  von  Zeit 
zu  Zeit  Er^nzimgshefte  folgen  zu  lassen. 

Zum  Schlüsse  erfüllt  der  Herausgeber  gern  die  Pflicht,  nach 
verschiedenen  Richtungen  seinen  besondem  Dank  auszusprechen:  in 
erster  Linie  den  Akademieen  zu  Göttingen,  Leipzig,  München  und 
Wien,  sowie  der  von  ihnen  eingesetzten  Kommission;  sodann  den 
sämtlichen  Herrn  Mitarbeitern  des  ersten  Bandes,  die  auf  ihre  Bei- 
träge namhafte  Zeit  und  Mühe  verwandt  haben;  ferner  Herrn  Kollegen 
H.  Burkhardt,  der  jeden  Artikel  einer  mehrmaligen  Korrektur  unter- 
zogen und  hierbei  eine  umfangreiche  Reihe  kritischer  und  historischer 
Bemerkungen  beigesteuert  hat;  und  nicht  zum  letzten  dem  Teubner'- 
schen  Verlage  für  sein  weitgehendes  Entgegenkommen  bei  der  schwie- 
rigen und  langwierigen  Drucklegung. 

Königsberg  i/Pr.,  April  1904. 

W.  Franz  Meyer 

als  Herausgeber. 
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1.  Zählen  nnd  ZähL    Dinge ^)  zählen  heisst^  sie  als  gleichartig^) 
ansehen^  zusammen  auffassen^);  und  ihnen  einzeln  andere  Dinge  zu- 


1)  Dass  auch  unkörperliche  Dinge  gezählt  werden  können,  betont  O,  F.  Leib- 
nu,  den  Scholastikern  gegenüber,  „De  arte  combinatoria"  (1666),  ebenso  J.  Locke 
in  seinem  Werke  „An  Essay  conceming  human  understanding**  (1690,  Book  U). 
Dagegen  sieht  J.  8t.  MiU  (Logic,  Book  m,  26)  die  in  der  Definition  einer  Zahl 
ausgesagte  Thatsache  als  eine  physische  an,  ähnlich  O,  Frege,  „Grundlagen  der 
Arithmetik''  (Breslau  1884). 

2)  Dass  dem  Zählprozess  einerseits  ein  Zusammenfassen  der  zu  zählenden 
Dinge,  andrerseits  aber  auch  die  Erkenntnis  der  Gleithartigkeit  der  zu  zählenden 
Dinge  vorangehen  muss,  hebt  E.  Schröder  in  seinem  „Lehrbuch  der  Arithmetik*' 
(Leipzig  1873)  p.  4  hervor,  ebenso  E,  Mach  in  seinem  Buch  „Die  Principien  der 
Wännelehre"  (Leipzig  1896)  (Nr.  7). 

Snexklop.  d.  insth.  Wisttmoh.    I.  1 


2  I  A  1.   Grundlagen  der  Arithmetik. 

ordnen^),   die   man   auch   als   gleichartig   ansieht^).     Jedes  von  den 
Dingen^  denen  man  beim  Zählen  andere  Dinge  zuordnet,  heisst  Ein- 

8)  Dass  ein  Zählen  nicht  ohne  ein  mehr  oder  weniger  bewusstes  Zttordnen 
oder  Abbilden  möglich  ist,  pflegte  K.  Weierstrass  in  der  Einleitung  zu  Beinen  Vor- 
lesungen über  die  Theorie  der  analytischen  Functionen  hervorzuheben.  (Man 
vgl.  E.  Kossak  „Die  Elemente  der  Arithmetik",  Berlin,  Progr.  Friedr.  Werder- 
Gymn.,  1872).  Ebenso  betonen  dies  E.  Schröder  in  seinem  Lehrbuch,  L.  Kraneeker 
in  seinem  Aufsatze  „Ober  den  Zahlbegriff"  (Philosophische  Aufsätze,  Zeller  ge- 
widmet, Leipzig  1887,  Joum.  f.  Math.  101),  B.  Dedekind  in  seiner  Schrift  „Was 
sind  und  was  sollen  die  Zahlen?"  (Braunschweig  1887  und  1898),  in  welcher 
das  „Zuordnen"  durch  eine  Reihe  von  Definitionen  (Kette)  und  Lehrsätzen  ein- 
gehend analysiert  wird. 

4)  In  dieser  Definition  der  .Zahl  stimmen  wohl  alle  Philosophen  nnd  Mathe- 
matiker im  wesentlichen  überein.  Wohl  aber  gehen  die  Ansichten  darüber  aus- 
einander, welche  psychischen  Momente  die  Bildung  des  Zahlbegriffs  ermöglichen. 
Nach  dem  Vorbilde  I.  Eant's  betont  W.  B,  Hamilton  als  das  Fundament  des  Zahl- 
begriffs die  Anschauungsform  der  Zeit.  Algebra  ist  ihm  „Science  of  Order  in 
Progression"  oder  „Science  of  Pure  Time".  Er  spricht  dies  zuerst  aus  in  der 
in  den  Dubl.  Trans.  17, 11  (1836)  erschienenen  Abhandlung  „Theory  of  Conjugate 
Functions  or  Algebraic  Couples  with  a  Preliminary  and  Elementary  Essay  on 
Algebra  as  the  Science  of  Pure  Time".  Später  wiederholt  er  diese  Ansicht  in 
der  Vorrede  zu  seinem  Werke  „Lectures  on  Quatemions"  (Dublin  1863).  Auf 
demselben  Standpunkt  steht  H.  HelmhoUz  in  seiner  Abhandlung  „Z&hlen  und 
Messen",  in  den  Eduard  Zeller  gewidmeten  philosophischen  Aufsätzen  (Leipzig 
1887);  ebenso  auch  W,  Brix  in  seiner  Abhandlung  „Der  mathematische  Zahl- 
begriff und  seine  Entwickelungsformen"  (Band  V  und  VI  der  von  Wundt  her- 
ausgegebenen Philosophischen  Studien;  auch  als  Dissertation,  Leipzig  1889). 
erschienen).  Dagegen  sagt  J.  F.  Herbart  in  seiner  „Psychologie  als  Wissen- 
schaft" (Königsberg  1824,  Band  II),  dass  die  Zahl  mit  der  Zeit  nicht  mehr  zu 
thun  habe,  als  viele  andere  Vorstellungsarten.  J.  J.  Baumann  und  F.  Ä.  Iximge 
meinen,  dass  die  Zahl  weit  besser  mit  der  jf^aumvorstellung  als  mit  der  Zeitvor- 
stellung in  Einklang  stehe,  und  zwar  J.  J.  Baumann  in  seinem  Werke  „Die  Lehre 
von  Raum,  Zeit  und  Mathematik  in  der  neueren  Philosophie"  (Berlin  1869)  und 
F.  Ä,  Lange  in  seinen  „Logischen  Studien"  von  1877.  Ebenso  bekämpft  E.  O, 
Husserl  die  Bestrebungen,  welche  den  Zahlbegriff  auf  die  Vorstellung  der  Zeit 
gründen,  und  zwar  im  I.  Bande  seines  Werkes  „Philosophie  der  Arithmetik**, 
Halle  1891. 

Häufig  wird  Aristoteles  als  dexjenige  hingestellt,  der  zuerst  die  Zahl  defi- 
niert hat,  und  zwar  aus  dem  Begriff  der  Zeit.  Dies  ist  nicht  richtig.  Aristo- 
teles definiert  umgekehrt  die  Zeit  vermittelst  des  Zahlbegriffs  und  zwar  in  seiner 
„Physica  auscultatio"  (TV.  Buch,  11.  Kapitel,  p.  219 13  oder  deutsche  Übersetzung 
von  Prantl,  Leipzig  1864,  p.  207  u.  f.),  wo  es  heisst:  „Zeit  ist  die  Zahl  der  Be- 
wegung nach  dem  Früher  und  Später"  und  weiterhin:  „Zeit  ist  die  Zahl  der 
Baumbewegung".  Der  oft  wiederholte  Ausspruch  Euclid's  (Elemente,  VU.  Buch) 
„Die  Zahl  ist  eine  Vielheit  von  Einheiten"  kann  kaum  als  Definition  aufgefasst 
werden. 

Analysen  des  Zahlbegriffs  sind  atisser  in  dtn  schon  zitierten  Schriften  na- 
mentlich noch  in  den  folgenden  neueren  Abhandlungen  und  Büchern  zu  finden: 


1.  Zählen  und  Zahl.  3 

heit^)]  jedes  von  den  Dingen ,  die  man  beim  Zahlen  andern  Dingen 
zuordnet^  heisst  Einer^).  Das  Ergebnis  des  Zählens  beisst  ZoM, 
Wegen  der  Gleichartigkeit  der  Einheiten  unter  einander  und  der 
Einer  unter  einander  ist  die  Zahl  unabhängig  yon  der  Reihenfolge, 
in  welcher  den  Einheiten  die  Einer  zugeordnet  werden^. 

Wenn  man  bei  einer  Zahl  durch  einen  hinzugefügten  Sammel- 
begriff daran  erinnert,  inwiefern  die  Einheiten  als  gleichartig  ange- 
sehen wurden,  spricht  man  eine  benannte  Zahl  aus.  Durch  vollstän- 
diges Absehen  yon  der  Natur  der  gezählten  Dinge  gelangt  man  yom 
Begriff  der  benannten  Zahl  zum  Begriff  der  unbenannten  Zahl.  Unter 
Zahl  schlechthin  ist  immer  eine  unbenannte  Zahl  zu  verstehen. 

Um  Zahlen  mitzuteilen^  kann  man  als  Einer  irgend  welche  gleich- 
artigen Dinge  wählen  (Finger,  Rechenkugeln,  Kreidestriche).  Wilde 
Völker^  die  keine  Schrift  haben,  nehmen  Steine  oder  Muscheln  als 
Einer,  wenn  sie  Zahlen  mitteilen  wollen.  Ordnet  man  den  zu  zäh- 
lenden Dingen  gleichartige  Schriftzeichen  zu,  so  erhält  man  die  natür- 
lichen ZaObseichen'^y  So  stellten  in  ältester  Zeit  die  Römer  die  Zahlen 
von  eins  bis  neun  durch  Aneinanderreihung  von  Strichen,  die  Azteken 

W.  Wufidt,  Logik,  Band  I; 

G.  Frege,  Grundlagen  der  Arithmetik,  Breslau  1884; 

It,  Lip9chite,  Grundlagen  der  Analysis,  Bonn  1877  (§  1); 

U.  Dini,  Grundlagen  für  eine  Theorie  der  Functionen  einer  veränderlichen  Grösse, 
übersetzt  von  J,  Lüroih  (Leipzig  1892); 

O.  Peano,  Arithmetices  principia  nova  methodo  exposita,  Torino  1889; 

K.  Th.  Michaelis^  Ober  Kantus  Zahlbegriff,  Progr.  Charlottenburg,  Berlin,  bei 
G&rtner,  1884; 

E,  Knoeh,  Ober  den  Zahlbegriff  und  den  elementaren  Unterricht  in  der  Arith- 
metik, Programm  des  Bealprogymnasiums  in  Jenkau,  1892; 

G,  F,  Lipps^  Untersuchungen  über  die  Grundlagen  der  Mathematik  in  Wundt's 
Philosophischen  Studien  (von  Band  X  an);   das  vierte  Kapitel  (in  Band  XI) 
enthält  die  logische  Entwickelung  des  Zahlbegriffs. 
Von  diesen  Autoren  knüpfen  G.  Peano  und  E.  Knoch  an  Dedekind^s  Abbil- 
dungen in  dessen  schon  zitierter  Schrift  an. 

Auf  den  Zahlbegriff  lassen  sich  die  Gesetze  der  Arithmetik  ohne  irgend  ein 

Asaam  aufbauen,  wie  u.  a.  K,  Weierstrass  in  seinen  Vorlesungen  betonte. 

5)  Die  Unterscheidung  von  Einheiten  und  Einem  in  diesem  Sinne  rührt 
Ton  E.  Schröder  her  (Lehrbuch  der  Arithmetik  und  Algebra,  Leipzig  1873,  p.  6 
oder  Abriss  der  Arithmetik  und  Algebra,  erstes  Heft,  p.  1). 

6)  H.  HdmhoUz  und  L.  Kronecker,  in  den  schon  zitierten  Aufsätzen  zu 
Zeller*s  Jubiläum,  denken  sich  die  Zuordnung  so,  als  wenn  den  zu  zählenden 
Einheiten  die  Zahlen  Eins,  Zwei,  Drei  u.  s.  w.  zugeordnet  werden.  Diese  An- 
sicht bekämpft  E,  G,  JSusserl  im  Anhang  zum  ersten  Teile  seiner  „Philosophie 
der  Arithmetik''  (Halle  1891). 

7)  Ober  Zahl -Mitteilung  und  Zahl -Darstellung  durch  Wort  oder  Schrift 
findet  man  Eingehendes  in  folgenden  Schriften: 


4  I  A  1.    Grundlagen  der  Arithmetik. 

die  Zahlen  von  eins  bis  neunzehn  durch  Zusammenstellung  einzelner 
Kreise  dar.  Die  modernen  Kulturvölker  haben  natürliche  Zahl- 
zeichen nur  noch  auf  den  Würfeln,  den  Dominosteinen  und  den  Spiel- 
karten. Ordnet  man  den  zu  zahlenden  Dingen  gleichartige  Laute 
zu,  so  erhält  man  die  natürlichen  Zahllaute,  wie  sie  z.  B.  die  Schlag- 
werke der  Uhren  ertönen  lassen.  Statt  solcher  natürlicher  Zahlzeichen 
und  Zahllaute  gebraucht  man  gewöhnlich  Zeichen  und  Wörter,  die 
sich  aus  wenigen  elementaren  Zeichen  und  Wortstämmen  methodisch 
zusammensetzen^).  Die  moderne  Ziflferschrift,  welche  auf  dem  Princip 
des  Stellenwertes  und  der  Einführung  eines  Zeichens  fQr  nichts  beruht, 
ist  von  indischen  Brahma- Priestern  erfunden,  gelangte  um  800  zur 
Kenntnis  der  Araber  und  um  1200  nach  dem  christlichen  Europa,  wo 
im  Laufe  der  folgenden  Jahrhunderte  die  neue  Zifferschrift  und  das  neue 
Rechnen  allmählich  das  Rechnen  mit  römischen  Ziffern  verdrängte^). 
Die  Lehre  von  den  Beziehungen  der  Zahlen  zu  einander  heisst 
Arithmetik  {&Qi^^6g^  Zahl).  Bechnen  heisst,  aus  gegebenen  Zahlen 
gesuchte  Zahlen  methodisch  ableiten.  Li  der  Arithmetik  ist  es  üblich, 
eine  beliebige  Zahl  durch  einen  Buchstaben  auszudrücken,  wobei  nur 
zu  beachten  ist,  dass  innerhalb  einer  und  derselben  Betrachtung  der- 


M.  Cantor,  Mathematische  Beiti^^  zum  Kulturleben  der  Völker,  Halle  1863; 

O,  Friedlein,  Die  Zahlzeichen  und  das  elementare  Rechnen  der  Griechen  und 
Römer  und  des  christlichen  Ahendlandes  vom  7.  bis  18.  Jahrhundert,  Er- 
langen 1869;  Gerbert,  Die  Geometrie  des  Boethius  und  die  indischen  Ziffern, 
Erlangen  1861. 

H.  Hankel,  Zur  Geschichte  der  Mathematik  im  Altertum  und  Mittelalter,  Leipzig 
1874; 

M.  Cantor,  Vorlesungen  über  Geschichte  der  Mathematik,  Leipzig  1880,  I.  Band; 

Ä.  F.  Pott,  Die  quinäre  und  yigesimale  Zählmethode  bei  Völkern  aller  Welt- 
teile, Halle  1847 ; 

Ä.  F.  Pott,  Die  Sprach  Verschiedenheit  in  Europa,  an  den  Zahlwörtern  nachge- 
wiesen, Halle  1868; 

K.  Fink,  Kurzer  Abriss  einer  Geschichte  der  Elementar-Mathematik,  Tübingen  1890 ; 

Ä.  von  Humboldt,  Über  die  bei  verschiedenen  Völkern  üblichen  Systeme  von 
Zahlzeichen  und  über  den  Ursprung  des  Stellenwertes  in  den  indischen  Zahlen 
(J.  f.  Math.,  Band  4); 

P.  Treutlein,  Progr.  Gymn.  Karlsruhe  1876. 

M,  Chasles,  Sur  le  passage  du  premier  livre  de  la  g^omdtrie  de  Bo^ce,  Bmx. 
1886;  Aper9u  historique  . . .,  ßrux.  1887;  Par.  C.  R.  4,  1886;  6,  1838;  8,  1839. 

F.  ünger.  Die  Methodik  der  praktischen  Arithmetik  in  historischer  Entwickelung, 
Leipzig  1888; 

H.  G.  Zeuthen,  Geschichte  der  Mathematik  im  Altertum  und  Mittelalter,  Kopen- 
hagen 1896; 

H.  Schubert,  Zählen  und  Zahl,  eine  kulturgeschichtliche  Studie,  in  Virchow- 
Holtzendorff's  Sammlung  gemeinv.  wiss.  Vorti^e,  Hamburg  1887. 
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selbe  Buchstabe  auch   immer   nur  eine   und  dieselbe  Zahl   bedeuten 
darf«). 

Gleich^  heissen  zwei  Zahlen  a  und  &,  wenn  die  Einheiten  von  a 
und  die  von  b  sich  einander  so  zuordnen  lassen^  dass  alle  Einheiten 
Ton  a  und  von  b  an  dieser  Zuordnung  teilnehmen.  Ungleidi^)  heissen 
zwei  Zahlen  a  und  b,  wenn  ein  solches  Zuordnen  nicht  möglich  ist. 
Da  beim  Zählen  die  Einheiten  als  gleichartig  betrachtet  werden^  so 
ist  es  für  die  Entscheidung,  ob  a  und  b  gleich  oder  ungleich  sind^ 
gleichgültig,  welche  Einheiten  von  a  und  von  b  einander  zugeordnet 
werden.  Wenn  zwei  Zahlen  ungleich  sind,  so  nennt  man  die  eine  die 
grössere,  die  andere  die  Meinere^).  a  heisst  grosser  als  b,  wenn  sich 
die  Einheiten  von  a  und  die  von  b  einander  so  zuordnen  lassen,  dass 
zwar  alle  Einheiten  von  b,  aber  nicht  alle  von  a  an  dieser  Zuordnung 
teilnehmen.  Das  urteil,  dass  zwei  Zahlen  gleich,  bezw.  ungleich  sind, 
heisst  eine  Gleichung,  bezw.  Ungleichung.  Für  gleich,  grösser,  kleiner 
benutzt  man  in  der  Arithmetik  bezw.  die  drei  Zeichen  =,  >,  <,^)  die 
man  zwischen  die  verglichenen  Zahlen  setzt.  Wenn  man  aus  mehre- 
ren Vergleichungen  einen  Schluss  zieht,  so  deutet  man  dies  durch 
einen    wagerechten    Strich    an.     Die    fundamentalsten    Schlüsse    der 

Arithmetik  sind: 

a  •^h  ^        a"^  b  ^        a  <^h 

Diese  Schlüsse  beziehen  sich  auf  nur  zwei  verglichene  Zahlen.     Auf 
drei  Zahlen  beziehen  sich  die  folgenden  Schlüsse: 


8)  Die  ersten  Keime  einer  arithmetischen  Buchstabenrechnung  finden  sich 
schon  bei  den  Griechen  (Nikomachos  um  100  n.  Chr.,  Diophantos  um  SOG  n.  Chr.), 
mehr  noch  bei  den  Indem  und  Arabern  (Alchwarizmt  um  800  n.  Chr.,  Alkalsfid! 
um  1450).  Die  eigentliche  Buchstabenrechnung  mit  Verwendung  der  Zeichen  =, 
]>,  <^  und  der  Operationszeichen  ist  jedoch  erst  im  16.  Jahrhundert  ausgebildet 
(Yieta  f  1603),  vor  allem  in  Deutschland  und  Italien.  Das  jetzt  übliche  Gleich- 
heitszeichen findet  sich  zuerst  bei  R.  Recorde  (1556).    Hierüber  Näheres  in: 

X.  Matihiessen,   Grundzüge  der  antiken  und  modernen  Algebra  der  litteralen 

Gleichungen,  1878; 
P.  TreuÜein,  Die  deutsche  Coss,  Zeitschr.  f.  Math.,  Band  24; 
8.  Günther,  Geschichte  des  math.  Unterrichts  im  deutschen  Mittelalter  bis  zum 

Jahre  1525,  Berlin  1887;   Beib^e  zur  Erfindung  der  Eettenbrüche,  Progr., 

Weissenburg   1872;   Vermischte  Untersuchungen   zur  Greschichte   der  math. 

Wissenschaften,  Leipzig  1876. 

Erst   durch  L.  Euler  (von  1707—1788)   hat   die  arithmetische  Zeichensprache 
die  heutige  festere  Gestalt  bekommen. 

9)  Eine  genauere  Analyse  der  Begriffe  gleich,  mehr,  weniger,  grösser  und 
kleiner  findet  man  in  E,  G,  HusserVs  Philosophie  der  Arithmetik,  Band  I,  Kap.  5 
und  6  (Halle  1891),  woselbst  auch  weitere  philosophische  Literatur  zu  finden  ist. 


I  A  1.   Grundlagen  der  Arithmetik. 


a  ^^  m 

a'^  m 

a  <Cn^ 

a>  m 

6  =  m 

6  =  »i 

5  =  m 

in>5 

a  — 6' 

a>6' 

a<5' 

a>6 

2.  Addition  ^^).  Wenn  man  zwei  Gruppen  von  Einheiten  hat,  und 
zwar  SO;  dass  nicht  allein  alle  Einheiten  jeder  Gruppe  gleichartig  sind, 
sondern  dass  auch  jede  Einheit  der  einen  Gruppe  jeder  Einheit  der  andern 
Gruppe  gleichartig  ist,  so  kann  man  zweierlei  ihun:  entweder  man  kann 
jede  Gruppe  einzeln  zählen  und  jedes  der  beiden  Zahl-Ergebnisse  als  Zahl 
auffassen  oder  man  kann  die  Zählung  über  beide  Gruppen  erstrecken  und 
das  Zahl-Ergebnis  als  Zahl  auffassen.  Im  ersteren  Falle  erhält  man  zwei 
Zahlen,  im  letzteren  Falle  nur  eine  Zahl.   Man  sa^  dann  Yon  dieser  im 


10)  Der  hier  im  Text  vollzogene  logisch  genaue  Aufbau  der  vier  fundamen- 
talen Operationen  der  Arithmetik  wurde  am  ausführlichsten  von  E.  Schröder  in 
seinem  Lehrbuch  (Leipzig  1873,  Band  I:  Die  sieben  algebraischen  Ox>erationen) 
durchgeführt.    Ausser  ihm  haben  Verdienste  um  einen  solchen  Aufbau: 

1)  M.  Ohm,  Versuch  eines  yollkommen  konsequenten  Systems  der  Arithmetik 
(2  Bände,  ü.  Auflage,  Berlin  1829); 

2)  W.  B.  Hamilton^  Preface  zu  den  Lectures  on  Quatemions,  Dublin  1863. 

3)  M.  Cantor,  Grundlage  einer  Elementararithmetik,  Heidelberg  1865; 

4)  H.  Grassmann,  Lehrbuch  der  Arithmetik,  Berlin  1861; 

6)  H.  Ha/nkd,  Theorie  der  komplexen  Zahlsysteme,  Leipzig  1867  (Abschnitt  I, 

n,  in); 

6)  J.  Bertrand,  Traitd  d^arithmcStique,  4.  Edition,  Paris  1867; 

7)  B.  Baltzer,  Die  Elemente  der  Mathematik,  L  Band^  letzte  (7.)  Auflage,  Leip- 
zig 1885; 

8)  0.  Stolz,  Vorlesungen  über  allgemeine  Arithmetik,  Leipzig  1885. 

Eine  Verbindung  des  konsequenten  Aufbaues  mit  didaktischen  Bücksichten 
auf  Anfilnger  versuchte  zuerst  E,  Schröder  in  seinem  Abriss  der  Arithmetik  und 
Algebra,  I.  Hefb,  Leipzig  1874,  dann  ausführlicher  H.  Schubert  in  seinen  Lehr- 
büchern (Sammlung  von  arithmetischen  und  algebraischen  Fragen  und  Aufgaben, 
vier  Auflagen,  Potsdam  1883  bis  1896,  System  der  Arithmetik,  Potsdam  1885, 
Arithmetik  und  Algebra  in  Sammlung  Göschen  (Leipzig  1896  und  1898). 

In  früheren  Jahrhunderten  herrschte  sogar  noch  Unklarheit  darüber,  welche 
Operationen  als  arithmetische  Grund-Operationen  zu  betrachten  sind,  so  um  die 
Mitte  des  15.  Jahrhunderts  bei  J.  Begiomontanus,  G.  v.  Peurbach,  Lucius  Pcicioli  und 
im  Bamberger  Bechenbuch.  Peurbach'B  Algorithmus  kennt  z.  B.  acht  Grund-Opera- 
tionen, nämlich  Numeratio,  Additio,  Subtractio,  Mediatio,  Duplatio,  Multiplicatio, 
Divisio,  Progressiv 

Im  Zusammenhang  mit  allgemeineren  Gesichtspunkten  erscheinen  die  Ope- 
rationen und  Gesetze  der  Arithmetik  in  der  formalen  Arithmetik,  im  LogikkaXkul 
und  in  der  Begriffsschrift.  Die  formale  Arithmetik  studiert  die  Beziehungen  von 
Grössen,  ohne  Rücksicht  darauf,  dass  diese  Grössen  Zahlen  sind.  Namentlich 
lese  man  hierzu  einerseits  H.  Grassmann'B  Ausdehnungslehre,  1844  und  1878, 
andrerseits  H.  HankeVs  Theorie  der  komplexen  Zahlsysteme,  Leipzig  1867.  Be- 
züglich des  Logikkalküls  und  der  Begrififsschrifb  vgl.  man  Bd.  VL 


1.  Zählen  und  Zahl.    2.  Addition.  7 

letzteren  Falle  erhaltenen  Zahl^  dass  sie  die  Summe  der  beiden  im  er- 
steren  Falle  erhaltenen  Zahlen  sei^  und  diese  beiden  Zahlen  nennt  man 
die  Summanden  der  Summe.  Der  soeben  geschilderte  Übergang  yon  zwei 
Zahlen  zu  einer  einzigen  heisst  Addition.  Zählen  und  Addieren  unter- 
scheiden sich  also  nur  dadurch,  dass  man  beim  Zählen  mit  einer  ein- 
zigen Gruppe,  beim  Addieren  mit  zwei  Gruppen  von  Einheiten  zu 
thun  hai  Um  anzudeuten,  dass  aus  zwei  Zahlen  a  und  b  eine  dritte 
Zahl  8  durch  Addition  hervorgegangen  ist,  setzt  man  das  Zeichen 
-f-  (plus)  zwischen  die  beiden  Simimanden.  Aus  den  Erklärungen 
des  Grosserseins  und  der  Addition  folgt:  Eine  Summe  ist  grösser  als 
einer  ihrer  Summanden,  nämlich  um  den  andern  Summanden.  Wenn 
a>b  ist,  so  kann  a  Summe  von  zwei  Summanden  sein,  von  denen 
der  eine  b  ist. 

Aus  dem  Begriff  des  Zählens  folgt,  dass  es  immer  nur  eine  Zahl 
geben  kann,  welche  die  Summe  zweier  beliebigen  Zahlen  ist,  und  dass 
es  umgekehrt  auch  nur  eine  Zahl  geben  kann,  die,  mit  einer  gegebe- 
nen Zahl  durch  Addition  verbunden,  zu  einer  grösseren  gegebenen 
Zahl  ab  Summe  fiihrt. 

Da  das  Ergebnis  des  Zählens  unabhängig  von  der  Reihenfolge 
ist,  in  der  man  zählt,  so  muss  sein: 

a  -f-  6  =  &  -f-  a. 

Man  nennt  das  hierin  ausgesprochene  Gesetz  das  CommutxUionsgesetz^^) 
der  Addition.    Trotz  dieses  Gesetzes  kann  man  begrifflich  die  beiden 


11)  Wenn  -j-  das  Zeichen  fär  eine  ganz  allgemein  gedachte  Verknüpfong 
zweier  Grössen  ist,  so  gilt  für  diese  Verknüpfung  das  commutaUve  Gesetz  (Com- 
mutationsgesetz),  wenn  a  -\-  h  ^=^  h  -\-  a  ist,  das  asaocicktive  Gesetz  (Associations- 
gesetz),  wenn  (a  -j-  6)  -f  c  =  a  -|-  (6  -j-  c)  ist.  Wenn  femer  x  das  Zeichen  fär 
eine  zweite  allgemein  gedachte  Verknüpfung  ist,  so  gilt  für  beide  das  distribU' 
Uve  Gesetz  (Distribntionsgesetz),  wenn  (a  +  6)  x  c  =  (a  x  c)  -|-  (^  x  c)  ist,  oder 
wenn  (a  x  6)  -|-  c  ■=  (a  -|-  c)  x  (6  -[-  c)  ist.  Die  Unterscheidung  dieser  drei 
Grandgesetze  und  deren  Namen  findet  man  in  Deutschland  zuerst  bei  H.  Hankd 
(Theorie  der  komplexen  Zahlsjsteme,  Leipzig  1867),  in  England  schon  seit  etwa 
1840,  und  zwar  sind  (nach  Hankel)  die  Ausdrücke  commutativ  und  distributiv 
zuerst  von  Servois  (Gergonne's  Ann.,  Bd.  V,  1814,  p.  93)  gebraucht,  associativ 
wahrscheinlich  zuerst  von  Hamilton.  Auch  in  allgemeineren  Beziehungen  als  den 
arithmetischen  Operationen  spielen  diese  drei  Grundgesetze  eine  fundamentale 
Bolle,  so  in  der  formalen  Mathematik,  dem  Logikkalkül  und  der  Begriffsschrifb. 
(VgL  hier  Bd.  VI.)  Ln  Logikkalkül  bedeutet  a  -f-  5  alles,  was  entweder  a  oder 
6  ist,  ab  alles,  was  zugleich  a  und  b  ist.  Für  jede  dieser  Operationen  gilt 
das  commutative  und  das  associative  Gesetz.  Ausserdem  gilt  das  distributive  Ge- 
setz in  beiderlei  Gestalt,  indem  (a  -^  h) ,  c  ^==  {a  ,  c)  -\-  (h  .  c)  und  ausserdem 
{a '  b)  -}-  c  ^=^  (a  -\-  c) '  (b  -\-  c)  ist.  Hierauf  machte  E.  Schröder  in  seiner  Schrift 
„Operationskreis  des  Logikkalküls**  (Leipzig  1877)  aufmerksam. 


8  I  A  1.   Grandlagen  der  Arithmetik. 

Summanden  unterscheiden  ^  indem  man  bei  der  Operation  des  Addie- 
rens den  einen  als  passiv  ^')^  den  andern  als  aktiv  ^)  auffasst  Den 
passiven  Summanden  konnte  man  Atyend^^  den  aktiven  Äudar^) 
(Increment^^))  nennen.  Diese  begrifflich  mögliche  Unterscheidung  isi 
wegen  des  Gommutationsgesetzes  arithmetisch  unnötig. 
Aus  dem  Begriff  des  Zahlens  folgt  femer: 

(a  +  b)  +  c  =  a  +  (b  +  c). 

Das  durch  diese  Gleichung  ausgesprochene  Gesetz   heisst  das  Asso- 
ciationsgesetz^^)  der  Addition. 

Aus  der  Eindeutigkeit  der  Addition  allein  folgt  das  Gesetz  über 
die  Verbindung  zweier  Gleichungen  durch  Addition^  wonach  aus  a  =  b 
und  c  =  d  folgt:  a  +  c  =  6  +  rf.  Wie  aber  eine  Gleichung  und 
eine  Ungleichung  oder  zwei  Ungleichungen  zu  verbinden  sind^  kann 
nur  durch  Anwendung  des  Associationsgesetzes  erkannt  werden.  Die 
vereinigte  Wirkung  beider  Grundgesetze  der  Addition  ergiebt: 

Wenn  beliebig  viele  Zahlen  in  beliebiger  Reihenfolge  durch  Ad- 
dition so  verbunden  werden^  dass  immer  die  Summe  zweier  Zahlen 
wieder  als  Summand  einer  neuen  Addition  auftritt^  so  ist  die  Zahl, 
die  das  schliessliche  Ergebnis  darstellt,  immer  dieselbe,  gleichviel,  in 
welcher  Reihenfolge  die  vorliegenden  Zahlen  durch  Addition  ver- 
bunden werden. 

Diese  Wahrheit  berechtigt  dazu,  das  letzte  Ergebnis  die  Summe 
dller  gegebenen  Zahlen  zu  nennen,  und  damit  den  Begriff  der  Summe 
dahin  zu  erweitem,  dass  dieselbe  nicht  allein  zwei,  sondern  beliebig 
viele  Summanden  haben  darf. 

3.  Subtraktion^^).  Bei  der  Addition  sind  zwei  Zahlen,  die  beiden 
Summanden  a  und  by  gegeben,  und  aus  ihnen  geht  eine  dritte  Zahl,  die 
Summe  s,  hervor.  Wenn  man  nun  umgekehrt  die  Summe  s  und  den 
einen  Summanden  als  gegeben  betrachtet,  so  geht  der  andere  Summand 
daraus  als  eine  Zahl  hervor,  die  (nach  Nr.  2)  eine  ganz  bestimmte  ist. 
Die  Aufsuchung  dieser  Zahl  aus  der  Summe  s  und  dem  gegebenen 
Summanden  nennt  man  Subtraktion^^).    Die  Zahl  5,  die  früher  Summe 


12)  Die  Unterscheidung  der  beiden  durch  eine  arithmetische  Operation  ver- 
knüpften Zahlen  durch  die  Ausdrücke  passiv  und  aktiv  gab  zuerst  E.  Schröder 
in  seinem  ,,Abriss  der  Arithmetik  und  Algebra"  (Leipzig  1874).  Bei  der  Addi- 
tion nennt  er  die  passive  Zahl  Äugend,  die  aktive  Increment.  H.  Schubert 
unterscheidet  Äugend  und  Auetor,  z.  B.  in  seiner  „Arithmetik  und  Algebra" 
in  „Sammlung  Göschen"  (Leipzig). 

13)  Addition,  Multiplikation  und  Potenzierung  nennt  man  gewöhnlich  direkte 
Operationen  und  ihre  ümkehrungen  indirekte  Operationen.  Bei  H.  Hankd  (Theorie 
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war,  wird  bei  der  soeben  definierten  umgekehrten^^)  Rechnungsart 
Minuend  genannt.  Der  gegebene  Summand  könnte  als  aktive  Zahl 
„Minutor^'  genannt  werden.  Üblich  ist  jedoch  dafiir  der  Name  Suh- 
trollend.  Das  Ergebnis  der  Subtraction  heisst  I}ifferenz.  Das  Zeichen 
der  Subtraktion  ist  ein  wagerechter  Strich  (minus),  vor  den  man  den 
Minuend  und  hinter  den  man  den  Subtrahend  setzt.     Es  ist  also: 

{s  —  a)  +  öt  =  s 

die  Definitionsformel  der  Subtraktion.  Aus  der  Eindeutigkeit  der 
Subtraktion  folgt  hieraus  zweitens: 

(5  +  a)  —  a  =  5. 

Auf  der  Definition  der  Subtraktion  beruht  auch  die  Transpositions- 
regel erster  Stufe,  wonach  ein  Subtrahend  (Summand)  auf  der  einen 
Seite  einer  Gleichung  dort  fortgelassen  werden  darf,  um  auf  der  an- 
dern Seite  als  Summand  (Subtrahend)  zu  erscheinen.  Durch  Trans- 
ponieren kann  ein  unbekannter  Summand  oder  ein  unbekannter  Mi- 
nuend isoliert  werden,  d.  h.  es  kann  dafür  gesorgt  werden,  dass  er 
auf  der  einen  Seite  einer  Gleichung  allein  steht. 

Identisch  heisst  eine  Gleichung,  die  immer  richtig  bleibt,  was  für 
Zahlen  man  auch  für  die  in  ihr  auftretenden  Buchstaben  setzen  mag. 
Formel  heisst  eine  identische  Gleichung,  wenn  sie  dazu  dient,  eine 
Wahrheit  in  arithmetischer  Zeichensprache  auszudrücken.  Bestim- 
mungsgleichung  heisst  eine  Gleichung,  die  nur  richtig  wird,  wenn  die 
darin  auftretenden  Buchstaben  durch  bestimmte  (nicht  durch  alle) 
Zahlen  ersetzt  werden.  Wenn  in  einer  Bestimmungsgleichung  alle 
vorkommenden  Zahlen  bis  auf  eine  bekannt  sind,  so  pflegt  man  die 
noch  unbekannte  Zahl  mit  x^*)  zu  bezeichnen,  und  es  entsteht  dann 
die  Aufgabe,  die  Gleichung  zu  lösen,  d.  h.  die  Zahl  zu  suchen,  die 
man  für  x  setzen  muss,  damit  die  Gleichung  richtig  wird.  Eine  Glei- 
chung, in  der  x  Summand  oder  Minuend  ist,  löst  man  durch  die 
Transpositionsregel  erster  Stufe. 


der  komplexen  Zahlsjsteme,  Leipzig  1867)  gehören  die  direkten  Operationen  der 
Arithmetik  zu  den  thetiscThen,  die  indirekten  zu  den  lytischen  Yerknüpfungsarten. 
Ans  der  thetischen  Verknüpfungsart  a  x  b  '^  c  folgen  die  beiden  lytischen 
e~f  a  =  b  und  c  J_  6  =  a. 

14)  Bei  Diophantos  wird  die  Unbekannte  durch  ein  Schluss-Sigma  als 
den  letzten  Bubstaben  von  &Qi&ii6s  bezeichnet.  Über  die  Entstehung  der  Be- 
seichnung  x  für  eine  unbekannte  Zahl  lese  man:  TreuÜein,  Die  deutsche  Coss, 
Zeitschr.  f.  Math.  Bd.  24  und  die  mehrfach  angezweifelte  Ansicht  von  P.  Ä.  de  La- 
garde^  Woher  stammt  das  x  der  Mathematiker?  (Gott.  Nachr.,  1882). 


10  I  A  1.   Grundlagen  der  Arithmetik. 


4.  Verbindang  von  Addition  und  Snbtaratktion.  Aus  der  De- 
finition der  Subtraktion  folgen  bei  Anwendung  des  Gommutations- 
gesetzes  und  des  Associationsgesetzes  der  Addition  die  rier  Formeln: 

a  +  (i  -  c)  =  (a  +  6)  -  c, 
a  —  (6  -f-  c)  =  (a  —  6)  —  c, 
a  —  (6  —  c)  =  (a  —  6)  +  c, 
a  —  6  =  (a  —  w)  —  (&  —  w). 

Da  bei  jeder  dieser  Formeln  mindestens  auf  einer  der  beiden  Seiten 
eine  Differenz  steht,  so  handelt  es  sich  beim  Beweise  derselben  nur 
darum ;  zu  prüfen,  ob  die  andere  Seite  die  durch  die  Definition  der 
Subtraktion  vorgeschriebene  Eigenschaft  erfttllt,  bei  welcher  Prüfung 
nur  die  beiden  Grundgesetze  der  Addition  oder  eine  Formel  angewandt 
werden  darf,  die  hier  der  zu  beweisenden  yoraussteht  und  deshalb 
schon  als  bewiesen  gelten  kann. 

Da  aus  p  =  q  nach  Nr.  1  q=p  folgt,  so  enthalt  jede  arithme- 
tische Formel  zwei  Wahrheiten,  die  man  erhalt,  je  nachdem  man  die 
Formel  von  links  nach  rechts  oder  von  rechts  nach  links  auf&ksst. 
Wenn  man  das  Associationsgesetz  der  Addition  und  die  ersten  drei 
der  vier  obigen  Formeln  von  links  nach  rechts  liest,  so  ergeben  sie 
Regeln  über  Addieren  und  Subtrahieren  von  Summen  und  Differenzen. 
Wenn  man  sie  von  rechts  nach  links  liest,  so  ergeben  sie  Regeln 
über  Vermehrung  und  Verminderung  von  Summen  und  Differenzen. 
Auch  liefern  diese  Formeln  den  Beweis  dafür,  dass  Summanden  und 
Subtrahenden  in  beliebige  Reihenfolge  gebracht  werden  können,  so- 
wie endlich  die  Regeln,  nach  denen  aus  einer  Gleichung  imd  einer 
Ungleichung  oder  aus  zwei  Ungleichungen  durch  Subtraktion  der 
rechten  und  der  linken  Seiten  eine  neue  Ungleichung  erschlossen 
werden  kann. 

Die  arithmetische  Zeichensprache^)  hat  sich  so  ausgebildet,  dass 
bei  den  Operationen  der  Addition  und  Subtraktion  die  Klammer  ^^)  um 
die  voranstehende  Rechnungsart  fortgelassen  werden  darf,  um  die  nach- 
folgende aber  gesetzt  werden  muss,  so  dass  das  Associationsgesetz 
der  Addition  und  die  drei  ersten  der  obigen  Formeln  auch  so  ge- 
schrieben werden  dürfen: 


16)  Ober  das  Setzen  von  Klammem  in  der  Arithmetik  spricht  zuerst  E.  Schrö- 
der in  seinem  Lehrbuch  die  folgende  allgemeine  Regel  aus:  Ein  Ausdruck,  der 
Teil  eines  neuen  Ausdrucks  ist,  wird  in  eine  Klammer  eingeschlossen.  Allmäh- 
lich ist  es  gebräuchlich  geworden,  diese  Klammer  in  zwei  Fällen  fortzulassen, 
erstens  wenn  von  zwei  gleichstufigen  Operationen  die  voranstehende  zuerst  aus- 
geführt werden  soll,  zweitens,  wenn  von  zwei  ungleichstufigen  Operationen  die 
höherer  Stufe  zuerst  ausgeführt  werden  soll. 


A.  Yerbindoiig  yon  Addition  und  Subtraktion.    5.  Null.  H 

a  +  (i!>  +  c)  =  a-f-6  +  ^;     a  +  (6  —  c)  =  a  -{-b  —  c; 
a  —  (6  +  c)  =  a  —  &  —  c;      a  —  (6  —  c)  =  a  —  b  -{'  c, 

5.  Ntdl*^.  Da  nach  der  Definition  der  Subtraktion  der  Minuend 
eine  Summe  ist,  deren  einer  Summand  der  Subtrahend  ist^  so  hat  die 
Verknüpfung  zweier  gleicher  Zahlen  durch  das  Minuszeichen  keinen 
Sinn.  Eine  solche  Verknüpfung  hat  zwar  die  Form  einer  Diflferenz,  stellt 
aber  keine  Zahl  im  Sinne  von  Nr.  1  dar.  Nun  befolgt  aber  die  Arith- 
metik ein  Princip,  das  man  das  Princip  der  Permanenz^'')  oder  der 
Ausnahmslosigkeit  nennt  und  das  in  viererlei  besteht: 

erstens  darin,  jeder  Zeichen-Verknüpfungy  die  Jceine  der  bis  dahin 
definierten  Zahlen  darstellt,  einen  soldien  Sinn  m  erteilen,  dass  die  Ver- 
knüpfung nach  denselben  Begdn  beJiandeU  werden  darf,  als  stellte  sie 
eine  der  bis  daJiin  definierten  Zahlen  dar; 

zweitens  darin,  eine  solche  Verinüpfung  als  Zahl  im  erweiterten 
Sinne  des  Wortes  zu  definieren  und  dadurch  den  Begriff  der  Zahl  zu 
erweitern; 

drittens  darin,  zu  beweisen^  dass  für  die  Zahlen  im  erweiterten 
Sinne  dieselben  Sätze  gelten,  wie  für  die  ZcMen  im  noch  nicht  erwei- 
terten Sinne; 

viertens  darin,  zu  definieren,  was  im  erweiterten  Zahlengebiet  gleich, 
grösser  und  Jdeiner  heisst^^), 

Demgemäss  wird  die  Zeichen -Verknüpfung  a  —  a  den  beiden 
Grundgesetzen  der  Addition  und  der  Definitionsformel  der  Subtraktion 
unterworfen,  wodurch  erzielt  wird,  dass  die  Formeln  von  Nr.  4  auch 
für  die  Zeichen -Verknüpfung  a  —  a  gelten  müssen.    Durch  Anwen- 


16)  Als  gemeinsames  Zeichen  fcir  alle  Differenzformen,  in  denen  Minuendus 
and  Subtrahendus  gleich  sind,  tritt  die  Null  erst  seit  dem  17.  Jahrhundert  auf. 
Ursprünglich  war  die  Null  nur  ein  Vacat-Zekhen  fOr  eine  fehlende  Stufenzahl 
in  der  von  den  Indem  erfundenen  Stellenwert -Zifferschrifb.  (Man  vgl.  die  in 
Anmerkung  7  angegebene  Litteratur.)  Sie  heisst  im  Rechenbuch  des  im  14.  Jahr- 
hundert lebenden  Mönchs  Maximus  Planudes  (deutsch  von  H.  Waeschke,  Halle  1878) 
„tziphra",  woraus  das  englische  cypher  und  das  französische  zero  färNuU  entstanden 
sind.  Das  auch  von  tziphra  herkommende  deutsche  Wort  Ziffer  hat  im  Deutschen 
eine  allgemeinere  Bedeutung  gewonnen.  Andere  Zifferschrifben,  wie  die  additive 
der  Römer  oder  die  multiplikative  der  Chinesen,  haben  kein  Zeichen  fOr  Null. 

17)  Das  Princip  der  PermanenZy  dem  hier  im  Text  die  f&r  die  Erweiterung 
des  Zahlbegriffs  geeignete  Gestalt  gegeben  ist,  ist  in  allgemeinster  Form  zuerst 
Yon  H.  Hankel  (§  3  der  Theorie  der  komplexen  Zahlsysteme,  Leipzig  1867)  aus- 
gesprochen, nachdem  schon  O.  Peacock  die  Notwendigkeit  einer  rein  formalen 
Mathematik  und  im  Zusammenhang  damit  ein  Princip  betont  hatte,  aus  dem 
durch  Erweiterung  das  der  Permanenz  henrorgeht  {G.  Peticock  in  Brit.  Ass.  lU, 
London  1834,  Symbolical  Algebra,  Cambridge  1846). 


12  I  A  1.   Gnmdlagen  der  Arithmetik. 

dung  der  Formel  a  —  h  =  (a  —  n)  —  (b  —  »)  auf  a  —  a  erkennt 
man  dann^  dass  alle  Differenzformen,  bei  denen  der  Minuendus  gleich 
dem  Subtrahendus  ist,  einander  gleichzusetzen  sind.  Dies  berechtigt 
dazu,  für  alle  diese  einander  gleichen  Zeichen -Verknüpfungen  ein  ge- 
meinsames festes  Zeichen  einzufQhren.  Es  ist  dies  das  Zeichen  0 
(nuU)^®).  Man  nennt  femer  das,  was  dieses  Zeichen  aussagt,  eine 
„Zähl",  die  man  auch  Null  nennt.  Da  aber  Null  kein  Ergebnis  des 
Zählens  (Nr.  1)  ist,  so  hat  der  Begriff  der  Zahl  durch  die  Aufnahme 
der  Null  in  die  Sprache  der  Arithmetik  eine  Erweiterung  erfahren. 
Aus  der  Definition  a  —  a  =  0  ergiebt  sich,  wie  man  mit  Null  bei 
der  Addition  und  Subtraktion  zu  verfahren  hat,  nämlich:  p  -\'  0  =  p, 
0+p=py  p  — 0  =  1)5    0  +  0  =  0,    0  —  0  =  0. 

6.  Negative  Zahlen*®).  Wenn  in  a  —  6  der  Minuend  a  kleiner  als 
der  Subtrahend  h  ist,  so  stellt  a  —  b  keine  Zahl  im  Sinne  von  Nr.  1 
dar.  Nach  dem  in  Nr.  6  eingeführten  Princip  der  Permanenz*^)  muss 
dann  die  Differenzform  a  —  b  der  Definitionsformel  der  Subtraktion 
a  —  b-\-b  =  a  unterworfen  werden,  woraus  hervorgeht,  dass  dann  die 
in  Nr.  4  behandelten  Formeln  auf  a  —  b  auch  in  dem  Fall  anwendbar 
werden,  wo  a<6  ist.  Hierdurch  erkennt  man,  dass  alle  Differenzformen 
einander  gleich*^)  gesetzt  werden  können,  bei  denen  der  Subtrahend  um 
gleichviel  grösser  ist  als  der  Minuend.  Es  hegt  daher  nahe,  alle  Diffe- 
renzformen a  —  6,  bei  denen  b  um  p  grösser  als  a  ist,  durch  p  aus- 
zudrücken.   Indem  man  endlich  solche  Differenzformen  auch  „Zahlen^^ 


18)  Obwohl  bei  einem  logischen  Aufbau  der  Arithmetik  die  Einführung 
der  negativen  Zahlen  der  Einführung  der  gebrochenen  Zahlen  vorangehen  muss, 
so  sind  doch  historisch  die  negativen  Zahlen  viel  später  in  Gebrauch  gekommen, 
als  die  gebrochenen  Zahlen.  Die  griechischen  Arithmetiker  rechneten  nur  mit 
Differenzen,  in  denen  der  Minuend  grösser  als  der  Subtrahend  war.  Die  ersten 
Spuren  eines  Rechnens  mit  negativen  Zahlen  finden  sich  bei  dem  indischen  Ma- 
thematiker Bhdskara  (geb.  1114),  der  den  negativen  und  den  positiven  Wert 
einer  Quadratwurzel  unterscheidet.  Auch  die  Araber  erkannten  negative  Wur- 
zeln von  Gleichungen.  L.  Pacioli  am  Ende  des  16.  Jahrhunderts  und  Cardano^ 
dessen  Ars  magna  1550  erschien,  wissen  zwar  etwas  von  negativen  Zahlen,  legen 
ihnen  aber  keine  selbstständige  Bedeutung  bei.  G.  Cardano  nennt  sie  aestimationes 
falsae  oder  fictae,  Michael  Stifel  (in  seiner  1544  erschienenen  Arithmetica  integra) 
nennt  sie  numeri  absurdi.  Erst  Th.  Harriot  (um  1600)  betrachtet  negative  Zahlen 
für  sich  und  lässt  sie  die  eine  Seite  einer  Gleichung  bilden.  Das  eigentliche 
Rechnen  mit  negativen  Zahlen  beginnt  jedoch  erst  mit  B.  Descartes  (f  1650),  der 
einem  und  demselben  Buchstaben  bald  einen  positiven,  bald  einen  negativen 
Zahlenwert  beilegte. 

19)  Dass  die  durch  eine  Erweiterung  des  Zahlbegriffs  hervorgerufene  Er- 
weiterung der  Begriffe  gleich,  grösser  und  kleiner  einer  näheren  Erörterung 
bedarf,  wird  in  neueren  guten  Lehrbüchern  hervorgehoben. 
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nennt^  erweitert  man  den  Zalilbegriff  und  gelangt  zur  Einführung  der 
negoHvm  Zahlen.  Demgemäss  lautet  die  Deiinitionsformel  der  nega- 
tiven Zahl  — p  (minus  p): 

—  p-==h  —  (b+p). 

Im  Gegensatz  zu  den  negativen  Zahlen  heissen  die  in  Nr.  1  defi- 
nierten Ergebnisse  des  Zählens  positive  Zahlen.  Aus  der  Definitions- 
formel der  negativen  Zahl  — p  folgt  für  &  =  0,  dass  — ^  =  0  — p,  und 
da  auch  ^  =  0  +  JP  ist,  so  liegt  es  nahe,  -{-  p  für  p  zu  setzen.  Die 
vor  eine  Zahl  (im  Sinne  von  Nr.  1)  gesetzten  Plus-  und  Minuszeichen 
heissen  Vorzeidien.  Negative  Zahlen  haben  also  das  Vorzeichen  minus, 
positive  das  Vorzeichen  plus.  Von  den  beiden  Vorzeichen  heisst  das 
eine  das  umgekehrte  des  andern.  Mit  Vorzeichen  versehene  Zahlen 
heissen  relativ.  Lässt  man  bei  einer  relativen  Zahl  das  Vorzeichen 
fort,  so  entsteht  eine  Zahl  im  Sinne  von  Nr.  1,  die  man  den  absoluten 
Betragt)  der  relativen  Zahl  nennt.  Aus  diesen  Definitionen  folgt,  wie 
relative  Zahlen  durch  Addition  und  durch  Subtraktion  zu  verknüpfen 
sind.     Als  Ergebnis  erscheint  immer  eine  relative  Zahl  oder  Null. 

Die  Einführung  der  relativen  Zahlen  ermöglicht  es,  eine  beliebige 
klammerlose  Aufeinanderfolge  von  Additionen  und  Subtraktionen  als 
eine  „Summet'  von  lauter  relativen  Zahlen  aufzufassen.  Man  nennt 
eine  so  aufgefasste  Summe  eine  algebraische  und  die  relativen  Zahlen, 
die  sie  zusammensetzen,  ihre  Glieder.  Steht  eine  algebraische  Summe 
in  einer  Klammer,  vor  der  ein  Pluszeichen  bezw.  Minuszeichen  steht, 
so  darf  dieselbe  fortgelassen  werden,  wenn  man  die  Vorzeichen  der 
in  ihr  enthaltenen  Glieder  sämtlich  beibehält  bezw.  sämtlich  umkehrt. 

Durch  die  Einführung  der  Zahl  Null  (Nr.  6)  und  der  negativen 
Zahlen  erhalten  die  in  Nr.  2  und  Nr.  4  angedeuteten  Vergleichungs- 
schlüsse einen  ausgedehnteren  Sinn,  wenn  man  auch  auf  die  neu  ein- 
geführten Zahlen  die  Ausdrücke  grösser  und  kleiner  anwendet.  Man 
nennt  nämlich  immer,  gleichviel  ob  a  und  b  nuU,  positiv  oder  negativ 
sind,  a>6,  wenn  a  —  h  positiv  ist,  a<6,  wenn  a  —  h  negativ  ist^^). 

Endlich  machen  die  neu  eingeführten  Zahlen  auch  solche  Glei- 
chungen losbar,  die  nach  dem  ursprünglichen  Zahlbegriff  als  unlösbar 
gelten  mussten.  So  ist  die  Gleichung  a;  +  5  =  5  ^^^^  Nr-  1  unlösbar, 
nach  Nr.  6  aber  lösbar.  So  ist  femer  die  Gleichung  a:  -f-  5  =  3  nach 
Nr.  1  unlösbar,  nach  dieser  Nummer  aber  lösbar  *''). 

7«  Multiplikation^^).  Da  wegen  der  Grundgesetze  der  Addition  die 
Reihenfolge,  in  welcher  Additionen  ausgeführt  werden,  das  Ergebnis 

20)  Der  AuBdmck  „absoluter  Betrag'*  für  den  Modul  jeder  komplexen  Zahl 
ist  durch  K.  Weierstrass'  Vorlesungen  gebi^uchlich  geworden. 
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unverändert  lässt^  so  konnte  am  Schluss  von  Nr.  2  das  Ergebnis  beliebig 
vieler  aufeinanderfolgender  Additionen  als  eine  Summe  von  vielen  Sum- 
manden aufgefasst  werden.  Stellen  die  letzteren  nun  sämtlich  eine  und 
dieselbe  Zabl  a  dw-,  so  Hegt  es  nahe,  diese  Zahl  nur  einmal  zu  setzen 
und  ein  Zeichen  hinzuzusetzen,  welches  angiebt,  wieviel  Summanden  a 
die  Summe  enthalten  soll.  Man  gelangt  dadurch  zu  einer  neuen  Ver- 
knüpfung zweier  Zahlen,  nämlich  der  Zahl  a,  welche  als  Summand 
gedacht  ist  und  der  Zahl  p^  welche  zahlt,  wie  oft  dieser  Summand 
gedacht  ist.  Man  nennt  diese  neue  Verknüpfung  Multiplikation  imd 
bezeichnet  sie  als  Rechnungsart  zweiter  Stufe ,  während  man  die  Ad- 
dition und  ihre  ümkehrung,  die  Subtraktion,  Rechnungsarten  erster 
Stufe  nennt.  Eine  Zahl  a  (passiv)  mit  einer  Zahl  p  (aktiv)  multi- 
plizieren heisst  also,  eine  Summe  von  p  Summanden  berechnen,  von 
denen  jeder  a  heisst.  Die  Zahl  a,  welclie  als  Summand  dabei  auftritt, 
heisst  MultipHkandy  die  Zahl  p,  welche  zählt,  wie  oft  der  Summand 
gedacht  ist,  heisst  Multiplikator.  Das  Ergebnis  heisst  Produkt. 
Wegen  Nr.  6  und  Nr.  6  kann  der  Multiplikand  positiv,  null  oder  negativ 
sein.  Der  Multiplikator  aber,  der  angiebt,  wieviel  Summanden  ge- 
meint sind,  kann  nur  ein  Ergebnis  des  Zahlens,  also  nur  eine  Zahl 
im  Sinne  von  Nr.  1  sein.  Indem  eine  Zahl  a  auch  als  Summe  von 
einem  einzigen  Summanden  aufgefasst  wird,  darf  der  Multiplikator 
auch  die  Zahl  1  sein.  Das  Zeichen  der  Multiplikation  ist  ein  zwi- 
schen dem  Multiplikand  a  und  dem  Multiplikator  p  gesetzter  Punkt 
Die  Definitionsformel  der  Multiplikation  lautet  hiemach: 

1)     2)      3)  p) 

a-|)  =  a  +  öt+^  +  *'*  +  ^> 
wo  die  jedem  Summanden  übergesetzte  Zahl  angiebt,  der  wievielte 
Summand  er  ist.  Früher  setzte  man  statt  des  Punktes  das  Zeichen  X. 
Aus  der  Eindeutigkeit  der  Addition  folgt  die  Eindeutigkeit  der 
Multiplikation,  und  daraus  folgt,  dass  Gleiches  mit  Gleichem  multipli- 
ziert. Gleiches  ergiebi  Aus  der  Definitionsformel  der  Multiplikation  er- 
geben sich  durch  die  Formeln  von  Nr.  3  und  Nr.  4  die  vier  Distributions- 
gesetsse^^): 

I.     a  j?  +  öt-2  =  a(l>  +  ?); 

Ha.  ap  —  a •  g  =  a •  (p  —  g),  wenn  p>q  ist; 

üb.  ap  —  a  •  g  =  0,  wenn  p  =  q  ist; 

IIc.  a-p  —  aq^^  —  [«•(?— !>)]>   ^6ßn  q>p   ist; 

in.    a-p  -\'h'p=^{a'\-  h)'P\ 

IV.    a-p  —  b'p  =  (a  —  i)'P' 
[Über   das  Fortlassen   der  Klammem   auf  den   linken   Seiten    dieser 
Formeln  lese  man  Anmerkung  15.] 
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Die  Formeln  I  und  H  zeigen,  vorwärts  gelesen,  wie  ein  gemein- 
samer Multiplikand  abgesondert  wird,  rückwärts  gelesen,  wie  mit 
einer  Summe  bezw.  Differenz  multipliziert  wird.  Die  Formeln  III 
und  IV  zeigen,  vorwärts  gelesen,  wie  ein  gemeinsamer  Multiplikator 
abgesondert  wird,  rückwärts  gelesen,  wie  eine  Summe  bezw.  Differenz 
multipliziert  wird.  Aus  den  Distributionsgesetzen  ergiebt  sich,  wie 
eine  Gleichung  und  eine  Ungleichung  oder  zwei  Ungleichungen  durch 
Multiplikation  zu  verbinden  sind,  falls  die  vier  verglichenen  Zahlen 
positiv  sind. 

Wie  ein  Produkt  zu  behandeln  ist,  dessen  Multiplikand  null  oder 
negativ  ist,  geht  aus  Nr.  6  und  Nr.  6  hervor.  Wenn  aber  bei  einem  Pro- 
dukte der  Midtiplikator  nuU  oder  negativ  ist,  so  stellt  dies  zimächst 
eine  sinnlose  Zeichen -Verknüpfiing  dar.  Nach  dem  Princip  der  Per- 
manenz^^) ist  derselben  nun  ein  Sinn  zu  erteilen,  der  es  gestattet,  dass 
man  damit  nach  denselben  Regeln  rechnen  kann,  als  wenn  der  Multi- 
plikator eine  Differenz  ist,  die  eine  Zahl  im  Sinne  von  Nr.  1  darstellt. 
Deshalb  ist  bei  der  Formel  11  die  Beschränkung  p>  q  aufzuheben, 
um  aus  ihr  zu  entnehmen,  wie  mü  Null  und  negativen  Zahlen  multi- 
pliziert wird.  So  ergiebt  sich,  dass  a  •  0  =  0  und  a  •  ( —  w)  =  —  (a-w) 
ist  Hieraus  ergiebt  sich  dann  auch,  wie  relative  Zahlen  durch  Mul- 
tiplikation zu  verknüpfen  sind. 

Aus  den  Distributionsgesetzen  folgt  auch,  dass  für  die  Multi- 
plikation das  Commutationsgesetjs^^)  und  das  AssociaHonsgesetz^^) 
richtig  sind. 

Das  CSommutationsgesetz  der  Multiplikation  hebt  die  Notwendig- 
keit der  Unterscheidung  von  Multiplikand  und  Multiplikator  für  die 
reine  Arithmetik  auf  Man  bezeichnet  deshalb  beide  mit  dem  gemein- 
samen Namen  Faktor  und  schreibt  sie  in  beliebiger  Reihenfolge.  Das 
Produkt  nennt  man  ein  Vielfaches  von  jedem  seiner  Faktoren  und 
jeden  Faktor  einen  Teiler  des  Produktes.  Femer  nennt  man  bei  einem 
Produkte  jeden  Faktor  den  Koefßcienten  des  andern. 

Bei  benannten  Zahlen  tritt  die  Unterscheidung  von  Multiplikand 
und  Multiplikator  dadurch  hervor,  dass  der  erstere  zwar  benannt  sein 
kann,  der  letztere  aber  unbenannt  sein  muss.  Deshalb  ist  bei  be- 
nanntem Multiplikand  das  Commutationsgesetz  sinnlos. 

Für  die  Arithmetik  der  unbenannten  Zahlen  folgt  aus  der  ver- 
einigten Wirkung  des  Commutationsgesetzes  und  des  Associations- 
gesetzes,  dass  die  Reihenfolge,  in  welcher  Multiplikationen  auf  einander 
folgen,  bezüglich  des  schliesslichen  Ergebnisses  gleichgültig  ist.  Dies 
berechtigt  dazu,  den  Begriff  des  Produktes  dahin  zu  erweitem,  dass 
dasselbe  nicht  bloss  zwei,  sondern  beliebig  viele  Faktoren  haben  darf. 
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Dadurch^  dass  diese  Faktoren  alle  dieselbe  Zahl  darstellen  können,  ist 
die  Möglichkeit  der  Definition  einer  direkten  Operation  dritter  Stoft^ 
der  Potenzierung  *^),  gegeben. 

Eine  algebraische  Summe ,  deren  Glieder  auch  Produkte  sem 
können^  heisst  Polynom,  Zwei  Polynome  multipliziert  man,  indem 
man  jedes  Glied  des  einen  mit  jedem  Gliede  des  andern  multipliziert 
und  die  erhaltenen  Produkte  wieder  zu  einer  algebraischen  Summe 
zusammenfasst.  Dabei  wird  jedes  Glied  positiv  oder  negativ,  je  nach- 
dem es  aus  Gliedern  mit  gleichen  oder  mit  ungleichen  YonEeichen 
durch  Multiplikation  entsteht.  Der  Beweis  dieser  Regel  folgt  aus 
den  Formeln  I  bis  IV. 

Aus  den  bisher  entwickelten  Definitionen  und  Resultaten  iSsst 
sich  schliessen,  dass,  wenn  beliebig  viele  Zahlen,  die  null  oder  relatiT 
sind,  in  beliebiger  Weise  durch  Addition,  Subtraktion  und  MuItipU- 
kation  verbunden  werden,  das  schliessliche  Ergebniss  immer  null  oder 
relativ,  also  eine  der  bisher  definierten  Zahlen,  sein  muss. 

8.  Division^®).  Die  Division  geht  aus  der  Multiplikation  durch 
ümkehrung^')  hervor,  nämlich  dadurch,  dass  das  Produkt  und  der  eine 
Faktor  als  gegeben,  der  andere  Faktor  als  gesucht  betrachtet  wird.  Dabei 
erhält  die  Zahl,  die  vorher  Produkt  war,  den  Namen  Dividend^  der 
gegebene  Faktor  den  Namen  Divisor,  der  gesuchte  Faktor  den  Namen 
Qfwtient.  Das  Zeichen  der  Division  ist  ein  Doppelpunkt  (gelesen  : 
durch),  vor  den  man  den  Dividend  und  hinter  den  man  den  Divisor 
setzt.    Demgemäss  lautet  die  Definitionsfortnel  der  Division: 

(p:a)'a  =  p. 

Statt  p:a  schreibt  man  auch  — ,  seltener  p/a.  Wie  die  Sub- 
traktion hat  auch  die  Division  begrifflich  zwei  Umkehrungen,  da 
sowohl  der  passive  Faktor,  der  Multiplikand,  als  auch  der  aktive 
Faktor,  der  Multiplikator,  gesucht  werden  kann.  Ist  der  Divi- 
dend eine  benannte  Zahl,  so  heisst  die  Aufsuchung  des  Multipli- 
kand Teilung,  die  des  Multiplikators  Messung.  Wegen  des  Commu- 
tationsgesetzes  ist  es  jedoch  bei  unbenannten  Zahlen  unnötig,  die 
beiden  ümkehrungen  der  Multiplikation  zu  unterscheiden.  Damit 
p :  a  Sinn  habe,  muss  p  ein  Produkt  sein  können,  dessen  einer  Faktor  a 
ist,  d.  h.  p  muss  ein  Vielfaches  von  a,  oder,  was  dasselbe  ist,  a  ein 
Teiler  von  p  sein. 

Daraus,  dass  0-w  =  0  ist,  folgt  zweierlei: 


21)  Vgl.  hier  Nr.  11. 
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1)  Null  dividiert  durch  Null  ist  jeder  beliebigen  Zahl  gleich  zu 
setzen.    Daher  nennt  man  die  Zeichen -Verknüpfung  0:0  vieldeutig. 

2)  Null  dividiert  durch  jede  beliebige  Zahl  ergiebt  immer  die 
Zahl  NuU. 

Wenn  aber  der  Divisor  null  ist  imd  der  Dividend  nicht  null^ 
sondern  eine  beliebige  relative  Zahl  p  ist,  so  entsteht  die  Frage, 
welche  Zahl,  mit  Null  multipliziert,  zur  relativen  Zahl  p  fuhrt.  Da 
keine  der  bisher  definierten  Zahlen  die  verlangte  Eigenschaft  hat,  so 
ist  das  Princip  der  Permanenz  ^^  anzuwenden.  Die  Untersuchung 
aber,  welcher  Sinn  dann  p:0  beizulegen  ist,  wenn  p  nicht  null  ist, 
gehört  in  ein  anderes  Kapitel  der  Mathematik  (vgl.  I  A  3). 

Da  die  Division  nur  dann  eindeutig  zu  einer  der  schon  definier- 
ten Zahlen  fuhrt,  wenn  der  Divisor  nicht  Null  ist,  so  darf  man  aus 
zwei  Gleichungen  nur  dann  durch  Division  eine  dritte  erschliessen, 
ißenn  die  Divisoren  von  NuU  versckieden  sind.  Auf  der  Ausseracht- 
lassung  dieser  Einschränkung  beruhen  viele  Trugschlüsse  der  elemen- 
taren Arithmetik  wie  auch  der  höheren  Analysis. 

Wie  relative  Zahlen  dividiert  werden,  folgt  aus  den  entsprechen- 
den Regeln  fUr  die  Multiplikation  relativer  Zahlen. 

Aus  der  Definitionsformel  der  Division  folgt  auch: 

(p  •  a) :  a  =  |>,    falls  a  nicht  Null  ist 

Diese  Formel  ergiebt  im  Verein  mit  der  Definition  der  Division  die 
B^el,  dass  Multiplikation  und  Division  mit  derselben  2iahl  sich  auf- 
heben^ falls  diese  Zahl  nickt  NuU  ist. 

Daraus,  dass  die  beiden  Gleichungen  x-b  ==^p  und  x  =p:h  sich 
g^enseitig  bedingen,  falls  h  nicht  Null  ist,  ergiebt  sich  die  Trans* 
posüionsregel  zweiter  Stufe.  Durch  zweitstufiges  Transponieren  kann 
man  entweder  einen  unbekannten  Faktor  oder  einen  unbekannten 
Divisor  isolieren  und  dadurch  die  Lösung  von  Bestimmungsgleichungen 
bewerkstelligen. 

9,  Verbindung  der  Division  mit  der  Addition,  Subtraktion 
und  Multiplikation.  Mit  Hilfe  der  Definitionsformel  der  Division 
(Nr.  8)  kann  man  die  Richtigkeit  folgender  Formeln  erkennen: 

L  (o  -|-  6) : m  =  a : m  -|-  ft :  m, 

n.  (a  —  b):m'==  a:m  —  b:m, 

m.  a-  (b:c)  =  a-biCy 

IV.  a:(b'C)  =  a:b:c, 

V.  a  :  (6 :  c)  =  a  :  ft  •  c, 

VL  a :  ft  =  (a  •  m)  :  (6  •  m), 

Vn.  a  :  6  =  (a  :  w)  :  (6  :  n). 

Bneyklop.  d.  Math.  Wiffentch.    I.  2 
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[Über  das  Fortlassen  der  Elammern  auf  den  rechten  Seiten  von 
F.  I  bis  V  lese  man  Anm.  15.] 

Hierbei  sind  die  auftretenden  Divisoren  natürlich  als  Teiler  des 
zugehörigen  Dividend  aufzufassen.  Insbesondere  darf  auch  keiner  der 
Divisoren  null  sein.  Die  Formeln  HI,  IV,  V,  VII  entsprechen  in  der 
zweiten  Stufe  genau  den  vier  in  Nr.  4  für  die  erste  Stufe  aufge- 
stellten Formeln. 

Die  beiden  Distributionsformeln  IQ  und  IV  in  Nr.  7,  sowie  die 
hier  mit  I  und  11  bezeichneten  Formeln  lehren,  in  der  einen  Richtung 
gelesen,  wie  eine  Summe  oder  DiflFerenz  multipliziert  oder  dividiert 
wird,  in  der  andern  Richtung  gelesen,  wie  Produkte  mit  gleichem 
Faktor  oder  Quotienten  mit  gleichem  Divisor  addiert  oder  sub- 
trahiert werden.  Im  ersten  Falle  werden  Klammem  gelost,  im  zweiten 
gesetzt. 

Aus  den  Formeln  I  und  11  folgt  auch,  wie  eine  algebraische 
Summe  durch  eine  Zahl  dividiert  wird,  und  wie  umgekehrt  eine  be- 
liebige algebraische  Summe  von  Quotienten  mit  gemeinsamem  Divisor 
in  einen  Quotienten  verwandelt  werden  kann,  dessen  Divisor  der  ge- 
meinsame Divisor  aller  Glieder  ist.  Wenn  bei  einer  algebraischen 
Summe  von  Quotienten  die  Divisoren  verschieden  sind,  so  kann  man 
diese  Quotienten  durch  Formel  VI  in  andere  Quotienten  verwandeln, 
die  alle  denselben  Divisor  (General-Divisor)  haben,  und  dann  die  so- 
eben genannte  Regel  anwenden. 

Das  Associationsgesetz  der  Multiplikation  und  die  obigen  For- 
meln III,  IV,  V  lehren,  je  nachdem  man  sie  in  der  einen  oder  in  der 
andern  Richtung  liest,  sowohl,  wie  mit  Produkten  oder  Quotienten 
multipliziert  oder  dividiert  wird,  als  auch,  wie  Produkte  oder  Quo- 
tienten multipliziert  oder  dividiert  werden.  Im  ersten  Falle  werden 
Klammem  gelost,  im  zweiten  gesetzt.  Femer  zeigen  diese  Formen, 
dass  Faktoren  und  Divisoren  in  beliebige  Reihenfolge  gebracht  werden 
können,  ohne  dass  das  schliessliche  Ergebnis  sich  dadurch  ändert. 

Wenn  zwei  Quotienten  gleichen  positiven  Divisor  haben,  so  stellt 
derjenige  die  grössere  Zahl  dar,  der  den  grösseren  Dividend  hat 
Wenn  aber  zwei  Quotienten,  deren  Dividend  und  Divisor  positiv 
sind,  gleichen  Dividend  haben,  so  stellt  derjenige,  der  den  grösseren 
Divisor  hat,  die  Icleinere  Zahl  dar.  Diese  Regeln  folgen  aus  den  auf- 
gestellten Formeln  und  ergeben,  wie  eine  Ungleichung  und  eine 
Gleichung  oder  zwei  Ungleichungen  durch  Division  zu  verbinden 
sind,  wenn  die  Divisoren  positiv  und  Teiler  der  zugehörigen  Dividen- 
den sind. 
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10.  Gebrochene  Zahlen  ^^).  In  §  5  und  §  6  schuf  das  Princip 
der  Permanenz  ^^  aus  o  —  6,  wo  a  nicht  grösser  als  b  ist,  die  Null 
und  die  negativen  Zahlen.  In  derselben  Weise  entstehen  aus  a:b,  wo 
a  kein  Vielfaches  von  b  iai,  die  gebrochenen  Zahlen,  und  zwar  dadurch^ 
dass  man  die  Definitionsformel  der  Division 

(a  :  6)  .  ft  =  a 
auf  a :  b  übertragt^  falls  a  kein  Vielfaches  von  b  ist.  So  erreicht  man 
auch  die  Übertragung  aller  bisher  aufgestellten  Definitionen  und  For- 
meln auf  die  Quotientenform  a :  b  und  die  Aufhebung  der  in  Nr.  8 
und  Nr.  9  ausgesprochenen  Beschränkung^  ^/alls  der  Divisor  ein  Teiler 
des  Dividend  ist'^  Insbesondere  erscheint  nun  die  Gleichung  &  •  o;  =  a 
auch  dann  lösbar^  wenn  b  kein  Teiler  von  a  ist. 

Indem  man  die  Quotientenform  aib,  wo  b  kein  Teiler  von  a  ist, 
eine  „Z<M^  nennt^  erweitert  man  von  neuem  den  Begri£f  der  Zahl, 
vergrossert  man  das  Untersuchungsfeld  der  Arithmetik  und  vervoU- 
komnmet  man  die  Mittel  ^)y  mit  denen  sie  arbeitet.  Im  Gegensatz 
zu  den  so  entstehenden  gebrochenen  Zahlen  heissen  alle  bisher  definier- 
ten Zahlen  (Nrn.  1,  6,  6)  ganze  Zahlen.  Den  Dividend  a  eines  Bruches 
a\b  nennt  man  seinen  Zäliler,  den  Divisor  b  seinen  Nenner.  Man  be- 
zeichnet einen  Bruch  durch  einen  wagerechten  Strich*^),  eine  darüber 
gesetzte  ganze  Zahl,  die  sein  Zähler  ist,  und  eine  darunter  gesetzte 
ganze  Zahl,  die  sein  Nenner  ist. 

21)  Mit  Brüchen  wurde  schon  im  Altertum  gerechnet.  Ja,  das  älteste  ma- 
thematische Handbuch,  der  Papyrus  Bhind  im  Britischen  Museum,  enthält  schon 
eine  eigenartige  Bruchrechnung  (Näheres  in  M,  Cantor's  Geschichte  der  Mathe- 
matik, Band  I),  in  der  jeder  Bruch  als  Summe  verschiedener  Stammbrüehe  ge- 
schrieben wird.  Die  Griechen  unterschieden  in  ihrer  Buchstaben -Zifferschrift 
Zähler  und  Nenner  durch  verschiedene  Strichelung  der  Buchstaben,  bevorzugten 
aber  Stammbrüche.  Die  Bömer  suchten  die  Brflche  als  Vielfache  von  i^,  -^ 
u.  s.  w.  bis  Y^  darzustellen,  im  Zusammenhang  mit  ihrer  Münz-Einteilung.  Die 
Inäer  und  Araber  kannten  Stammbrüche  und  abgeleitete  Brüche,  bevorzugten 
aber,  ebenso  wie  die  aiten  hahylonischen  und,  ihnen  folgend,  die  griechischen 
Astranofnen,  SexagesinudbrUche  (vgl.  Anmerkung  24).  Der  Bruchstrich  und  die 
heutige  Schreibweise  der  Brüche  rührt  von  Leonardo  von  Pisa  (genannt  Fibo- 
naeei)  her,  dessen  liber  abaci  (um  1220)  die  Quelle  ftlr  die  Rechenbücher  der 
nächsten  Jahrhunderte  wurde. 

22)  Dass  die  Einfährung  der  negativen  und  der  gebrochenen  Zahlen  von 
der  Algebra  entbehrt  werden  kann,  und  dass  jene  Zahlen  nur  Symbole  sind,  die 
das  Bechnen  erleichtem,  führte  L.  Kronecker  in  seiner  Abhandlung  „Über  den 
Zahlbegriff*'  (J.  f.  Math.  101,  1887)  aus.  Nach  Kronecker  dienen  also  die  Er- 
weiterungen des  Zahlbegriffs  nur  zu  dem,  was  E.  Mach  „Oekonomie  der  Wissen- 
schaft*' nennt.  (Vgl,  E.  Mach,  Mechanik,  Leipzig  1883;  Populärwissenschaftliche 
Vorlesungen,  Leipzig  1896;  Die  Principien  der  Wärmelehre,  Leipzig  1896, 
p.  391  u.  f.) 

2* 
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um  Brüche  zu  vergleiclien^  bringt  man  sie  durch  Anwendui^ 
der  Formel  VI  in  Nr.  9  auf  gleichen  Nenner  und  nennt  einen  Brach 
gleich  einem  andern^  grösser  oder  kleiner  ^^),  als  der  andere,  wenn  sein 
Zahler  gleich  dem  Zähler  des  andern  Bruches  ist^  grösser  oder  kleiner 

als  dessen  Zähler  ist.    Einen  Bruch  t-  nennt  man  grösser  oder  kleiner 

als  die  ganze  Zahl  c,  je  nachdem  a  >  &  *  c  oder  a  <  &  •  c  ist.  Ein 
Bruch,  der  kleiner  als  1  ist,  heisst  ecJit,  ein  Bruch,  der  grösser  als  1 
ist,  unecht  Durch  Anwendung  der  Betrachtungen  in  Nr.  5  und  Nr.  6 
auf  Brüche  gelangt  man  zu  den  Begriffen  des  negativen  Bruches,  des 
positiven  Bruches,  des  relativen  Bruches  und  des  absoluten  Betrages^) 
eines  relativen  Bruches.  Jede  der  bisher  definierten  Siahlen  ist  also 
Null  oder  positiv-ganz  oder  negativ-ganz  oder  positiv-gebrochen  oder 
negativ-gebrochen.  Man  fasst  alle  Zahlen,  die  eins  dieser  Merkmale 
haben,  also  alle  bisher  definierten  Zahlen,  durch  das  Wort  „raffonoZ"*') 
zusammen,  im  Gegensatz  zu  den  später  definierten  irrationalen  Zahlen 
(vgl.  I  A  3).  Die  Regeln,  wie  rationale  Zahlen  durch  Addition,  Sub- 
traktion, Multiplikation  und  Division  zu  verknüpfen  sind,  gehen  aus 
den  in  den  früheren  Paragraphen  aufgestellten  Formeln  hervor. 

Nach  Formel  VII  in  Nr.  9  kann  ein  Bruch,  dessen  Zähler  und 
Nenner  einen  gemeinsamen  ganzzahligen  Teiler  haben,  gleich  dem- 
jenigen Bruche  gesetzt  werden,  der  entsteht,  wenn  man  Zähler  und 
Nenner  durch  diesen  Teiler  dividiert.  Dieses  Verfahren  heisst  R^)en 
oder  Beduzieren  des  Bruches.  Das  erststufige  Analogon  zum  Heben 
der  Brüche  ist  die  Verminderung  des  Minuend  und  Subtrahend  einer 
Differenz  um  eine  und  dieselbe  ganze  Zahl.  Während  aber  bei 
diesem  Verfahren  jede  beliebige  ganze  Zahl  als  Minuend  und  als 
Subtrahend  aus  jeder  beliebigen  Differenz  ganzer  Zahlen  erzielt 
werden  kann,  kann  durch  Heben  eines  beliebigen  Bruches  nicht  jede 
beliebige   ganze  Zahl   als  Zähler  oder  Nenner  erzielt  werden.     Man 


28)  Die  Unterscheidung  von  rationalen  und  irrationalen  Grössen  tritt  bei 
den  Griechen  in  geometrischem  Gewände  schon  vor  Euclid  (um  800  v.  Chr.)  auf, 
zuerst  wohl  bei  Fythagoras  (um  500),  der  erkannte,  dass  die  Hypotenuse  eines 
gleichschei^klig- rechtwinkligen  Dreiecks  unsagbar  (&i(riTog)  sei,  wenn  die  Ka- 
theten sagbar  sind.  PkUo  (429 — 848)  erkannte  die  Irrationalität  bei  der  Dia- 
gonale des  Quadrats  über  Fünf  (Plato's  Staat,  VULi  646).  Ausführlicher  noch 
behandelte  Ettclid  das  Irrationale  (äloyop)  im  10.  Buche  seiner  „Elemente**,  und 
zwar  in  geometrischer  Gestalt,  indem  unterschieden  wird,  ob  zwei  Strecken 
kommensurabel  oder  inkommensurabel  (&6vii(istqoi)  sind.  Archimedes  (287 — 812) 
schloss  bei  seiner  Berechnung  der  Zahl  n  die  Quadratwurzel  aus  Drei  und  aus 
anderen  Zahlen  in  sehr  nahe  rationale  Grenzen  ein.  Über  das  Irrationale  in 
neuerer  Zeit  vgl.  hier  I  A  3. 
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muss  sich  damit  begnügen^  soweit  zu  heben^  dass  Zahler  und  Nenner 
keinen  gemeinsamen  Teiler  mehr  haben.  Ist  der  Zähler  eines  Bruches 
ein  Teiler  des  Nenners,  so  lässt  sich  durch  Heben  ein  Bruch  erzielen, 
dessen  Zähler  1  ist.  Solche  Brüche  mit  dem  Zähler  1  heissen  Stamm- 
brüche^^).  Jeder  beliebige  Bruch  kann  als  Produkt  seines  Zählers  mit 
seinem  Stammbruch  aufgefasst  werden,  d.  h.  mit  demjenigen  Bruch, 
der  denselben  Nenner  hat.  Wenn  a  >  &  ist  und  a  und  b  ganzzahlig 
sind,  so  kann  a  =  m  •  6  +  ^  gesetzt  werden,  wo  m  eine  ganz  be- 
stimmte ganze  Zahl  und  v  <,b  ist,  woraus  folgt,  dass  jeder  Bruch 
um  einen  echten  Bruch  grosser  als  eine  ganze  Zahl  ist,  oder  dass 
jede  rationale  Zahl  in  zwei  Grenzen  eingeschlossen^^)  werden  kann, 
die  ganze  Zahlen  sind,  sich  um  1  unterscheiden,  und  von  denen  die 
eine  grösser,  die  andere  kleiner  ist^^),  als  die  rationale  Zahl. 

Durch  Fortsetzung  des  Stellenwert-Princips,  auf  dem  imsere  Ziflfer- 
schrifk  beruht,  nach  rechts  gelangt  man  zu  den  Dezimalbrüchen^^ 
d.  h.  Brüchen,  von  denen  nur  der  Zähler  geschrieben  zu  werden 
braucht,  weil  der  Nenner  zehn  oder  hundert  oder  tausend  u.  s.  w.  ist. 
Welche  von  diesen  Zahlen  als  Nenner  gemeint  ist,  deutet  man  durch 
die  Stellung  eines  Komma's**)  an.   (Vgl.  Numerisches  Rechnen  in  IF.) 

Die  Einführung  der  relativen  Zahlen  verwandelt  jede  Subtraktion 
in  eine  Addition,  und  zwar  durch  ümkehrung  eines  Vorzeichens. 
Ebenso  verwandelt  die  Einführung  der  gebrochenen  Zahlen  jede  Di- 
vision in  eine  Multiplikation.  Versteht  man  nämlich  unter  reziprokem 
Wert  eines  Bruches  den  Bruch,  dessen  Zähler  und  Nenner  Nenner 
und  Zähler  des  ursprünglichen  Bruches  sind,  so  erkennt  man,  dass 
das  Ergebnis  der  Division  durch  einen  Bruch  übereinstimmt  mit  dem 
Ergebnis  der  Multiplikation  mit  seinem  reziproken  Werte. 

Die  Arithmetik,  welche  nur  die  Operationen  erster  und  zweiter 
Stufe  umfasst,  schliesst,  wie  aus  dem  Obigen  hervorgeht,  mit  den 
beiden  folgenden  Endergebnissen  ab: 


24)  Die  Dezimalbrüche  entstanden  im  Laufe  des  16.  Jahrhunderts.  Johann 
Keppier  (1571 — 1630)  führte  das  Dezimalkomma  ein.  Das  Princip,  das  der  Dezi- 
malbrach-Schreibweise  zu  gründe  liegt,  war  schon  im  Altertum  bei  den  Sexage- 
simaJbrüchen  verwendet.  Bei  denselben  lässt  man  auf  die  Ganzen  Vielfache  von 
^  und  dann  von  y^^  folgen.  Dass  dieselben  babylonischen  Ursprungs  sind, 
ist  durch  die  Entdeckung  einer  von  babylonischen  Astronomen  angewandten 
sexagesimalen  Stellenwert-Zifferschrift  (mit  59  verschiedenen  Ziffern,  aber  ohne 
ein  Zeichen  für  nichts)  unzweifelhaft  geworden.  Auch  die  griechischen  Astro- 
nomen (Ptolemaeus,  um  150  n.  Chr.)  rechneten  mit  Sexagesimalbrüchen.  Z.  B. 
setzte  Ptolemaeus  3t  =  3  . .  8  . .  80  =  3  -f  ^\  -f  ^j^.  Unsere  Sechzig -Teilung 
der  Stunde  und  des  Grades,  sowie  die  Ausdrücke  Minute  (pars  mintUa  prima) 
und  Secwnde  (pars  minuta  secunda)  sind  Reste  der  alten  Sexagesimalbrüche. 
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1)  Wenn  allgemeine  Zahlzeichen  (Buchstaben)  in  beliebiger  Weise 
durch  die  Operationen  erster  und  zweiter  Stufe  verbunden  werden,  so 
lasst  sich  das  Ergebnis  immer  als  Quotient  darstellen,  dessen  Divi- 
dend und  Divisor  eine  algebraische  Summe  von  Produkten  ist; 

2)  Wenn  beliebig  viele  rationale  Zahlen  in  irgend  welcher  Weise 
durch  die  Operationen  erster  und  zweiter  Stufe  verbunden  werden,  so 
ist  das  Ergebnis  immer  eine  rationale  Zahl,  falls  eine  Division  durch 
Null  nicht  vorkommt. 

Neue  Erweiterungen  des  Zahlengebietes  werden  erst  notwendig, 
wenn  man  die  bisher  definierten  Zahlen  durch  die  Operationen  dritter 
Stufe  miteinander  verknüpft    (Vgl  Nr.  11   sowie  I  A  3  und  I  A  4.) 

11.  Die  drei  Operationen  dritter  Stufe.  In  Nr.  7  ist  die  De- 
finition des  Produktes  dahin  erweitert,  dass  es  beliebig  viele  Fak- 
toren enthalten  darf.  Der  Fall,  dass  diese  alle  gleich  sind,  fährt 
zur  direkten  Operation  dritter  Stufe,  der  Potenjsierung^^).  Eine  Zahl 
a  (passiv)  mit  einer  Zahl  p  (activ)  potenzieren,  heisst  also,  em 
Produkt  von  p  Faktoren  bilden,  von  denen  jeder  a  heisst.  Die 
Zahl  a,  welche  ab  Faktor  eines  Productes  gesetzt  wird,  heisst  Basis, 
die  Zahl  j),  welche  angiebt,  ivie  oft  die  andere  Zahl  a  als  Faktor 
eines  Produktes  gesetzt  werden  soll,  heisst  Exponent^^).  Das  Resultat 
der  Potenzierung,  das  man  a^  schreibt  und  „a  hoch  p^^  liest,  heisst 
Potenz.  Insofern  man  a  als  Produkt  von  einem  Faktor  auffasst,  setzt 
man   ä^  =  a.    Durch   die  Definition   der  Potenzierung   ergeben   sich 


25)  Potenzen  mit  den  Exponenten  1  bis  6  bezeichnete  schon  Diophant 
in  abgekürzter  Weise.  Er  nennt  die  zweite  Potenz  dvvociugy  ein  Wort,  auf 
das  durch  die  lateinische  Übersetzung  potentia  das  Wort  „Potenz**  zurückzu- 
fahren ist.  Im  14.  bis  16.  Jahrhundert  finden  sich  schon  Spuren  eines  Rech- 
nens mit  Potenzen  und  Wurzeln,  so  bei  Oresme  (f  1382),  Adam  Biese  (f  1569), 
Christoff  Eudolf  (um  1530)  und  namentlich  bei  Michael  Stifel  in  dessen  Arith- 
metica  integra  (Nürnberg  1544).  Näheres  hierüber  in  M.  Cantor's  Geschichte 
der  Mathematik.  Aber  erst  die  Erfindung  der  Logarithmen  am  Anfange  des 
17.  Jahrhunderts  verschaffte  den  Operationen  dritter  Stufe  ein  volles  Bürger- 
recht in  der  Arithmetik.  Die  tiefere  Erkenntnis  ihres  Zusammenhanges  gehOrt 
jedoch  einer  noch  späteren  Zeit  an.  Die  Erfinder  der  Logarithmen  sind  Jast 
Bvi/rgi  (f  1632)  und  John  Napier  (f  1617).  Um  die  Verbreitung  der  Kenntnis 
der  Logarithmen  hat  auch  Keppler  (f  1680)  grosse  Verdienste.  Henry  Briggs 
(t  1630)  führte  die  Basis  zehn  ein  und  gab  eine  Sammlung  von  Logarithmen 
dieser  Basis  heraus.  (Vgl.  Numerisches  Rechnen,  I  F.)  Das  Wort  Logarith- 
mus (X6yov  &Qid'ii6g  =  Nummer  eines  Verhältnisses)  erklärt  sich  dadurch, 
dass  man  zwei  Verhältnisse  dadurch  in  Beziehung  zu  setzen  suchte,  dass  man 
das  eine  potenzierte,  um  das  andere  zu  erhalten.  So  nannte  man  8  zu  27  das 
dritte  Verhältnis  von  2  zu  3.  Auch  kommt  für  Logarithmus  der  Ausdruck  „nu- 
merus rationem  exponens"  vor,  von  dem  vielleicht  das  Wort  „Exponent"  herrührt. 
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(Distributions- 
formeln bei 
gleicher  Basis.) 


aus  den  Gesetzen  der  Multiplikation  die  folgenden  Gesetze  der  Poten- 
zierung: 

I.  a^.aß  =^  aP+«; 

IIa.  a^'ia«  =  a*»-«,   falls  p>q   ist; 

IIb.  a^:a^  =  lj   falls  p  =  q  ist; 

IIc.  a^:a«  =  l:a»~P,   falls  p<q   ist; 

HL  a«  •  6«  =  (a-6)«;    \   (Distributionsformeln  bei  gleichem 

IV.  a^ih'i  =  (a :  i)« ;    J  Exponenten.) 

V.  (apy  =  a^-«  =  (a^y]    (Associationsformel.) 

Nach  der  Definition  der  Potenzierung  kann  die  Basis  jede  be- 
liebige Zahl  sein;  der  Exponent  muss  jedoch  ein  Ergebnis  des  Zäh- 
lens^  also  eine  positive  ganze  Zahl  sein.  Für  ^^positiv-ganz''  sagt  man 
auch  y^natürlich^'^  demnach  heisst  eine  Potenz  mit  einem  derartigen 
Exponenten  eine  „natürlichem^. 

Wegen  einer  geometrischen  Anwendung  heissen  Potenzen  mit 
dem  Exponenten  2  auch  Quadrate^  mit  dem  Exponenten  3  auch  Euben. 

Ist  die  Basis  eine  Summe^  eine  Differenz^  ein  Produkt^  ein  Quo- 
tient oder  eine  Potenz^  so  ist  dieselbe  in  eine  Klammer  einzuschliessen. 
Dagegen  macht  die  höhere  Stellung  des  Exponenten  eine  Klammer 
um  denselben  überflüssig. 

Nach  der  Definition  der  Potenzierung  sind  a9  und  a""",  wo  — n 
eine  negative  ganze  Zahl  ist^  zunächst  sinnlose  Zeichen.  Auch  Produkte^ 
deren  Multiplikator  null  oder  negativ  ist,  waren^  nach  der  ursprüng- 
lichen Definition  der  Multiplikation^  sinnlose  Zeichen.  Doch  erhielten 
solche  Zeichen^  gemäss  dem  Princip  der  Permanenz^  dadurch  Sinn^ 
dass  man  wünschte,  mit  solchen  Differenzen  ebenso  multiplizieren  zu 
können y  wie  mit  Differenzen,  die  eine  positive  Zahl  darstellen.  In 
derselben  Weise  verfährt  man  mit  den  Potenzformen 

a®    und     a~*. 

Man  setzt  also  a®  =  af'^'P,  hebt  die  Beschränkung  p'>  q  in  Formel 
IIa  auf,  und  wendet  dieselbe,  umgekehrt  gelesen,  an.     Dann  kommt: 

aP  =  aP-P  =  aP'.aP  =  1. 

Ebenso  setzt  man  a"""  =  aP"*<''+"),  hebt  die  Beschränkung  p>q 
in  Formel  IIa  auf,  findet  dadurch  a^ia^'^^y  wendet  nun  Formel  IIc 
an  und  erhält    1 :  a". 

Die  Ausdehnung  des  Begriffs  der  Potenzierung  auf  den  Fall,  dass 
der  Exponent  eine  gebrochene  Zahl  ist,  lässt  sich  erst  bewerkstelligen, 
nachdem  die  Gesetze  der  Radizierung,  der  einen  der  beiden  ümkeh- 
rungen  der  Potenzierung,  festgestellt  sind. 
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Da  bei  der  Potenzierung  das  Eommutaidonsgesetz  nicht  gilt,  weil 
im  allgemeinen  b^  nicht  gleich  n^  ist^  so  müssen  die  beiden  ümkeh- 
rungen  der  Potenzierung  nicht  bloss  logisch^  sondern  auch  arithmeUsdi 
wUersckieden  werden.  Die  Operation,  welche  bei  b*  i=  a  die  Basis, 
also  die  passive  Zahl,  als  gesucht,  a  und  n  aber  als  gegeben  be- 
trachtet, heisst  Madieierung^^)^  die  Operation,  welche  bei  6"  =  a  den 
Exponenten,  also  die  aktive  Zahl,  als  gesucht,  b  und  a  aber  als  ge- 
geben betrachtet^  heisst  Logarithmierung^^), 

„n**  Wured  aus  a",  geschrieben:  j/a,**)  ist  also  die  Zahl,  welche 

mit  n  potenziert,  a  ergiebi  Denmach  ist  (>^)  =  a  die  Definitions- 
formel der  Radizierung.  Die  Zahl,  welche  ursprünglich  Potenz  war, 
heisst  bei  der  Radizierung  Badikand,  die  Zahl,  welche  Potenz -Ex- 
ponent war,  heisst  WuraelrExponent  und  die  Zahl,  welche  Basis  war, 
heisst  Wi^jscl,  Durch  die  Definition  der  Radizierung  ergeben  sich 
aus  den  Gesetzen  der  Potenzierung  die  folgenden  Gesetze  der  Radi- 
zierung: 


(Distributive  Formeln.) 


(Associative  Formeln.) 


I.     |/a.  y^  =  y^a-6; 
IL      yä'.yb^'  YaTb ; 

IV.     i/'fä=Ta  =  fVa'/. 
V.     "f^  =  fo« . 

Durch  die  Radizierung  lassen  sich  Potenzen  mit  gebrochenen  Ex- 
ponenten definieren.    Da  —*q^=p  die  Definitionsformel  der  gebroche- 

nen  Zahl  —  ist,  und  da  a«  gleich  ^a^/  ist,  so  ist  unter  a«  eine 
Zahl  zu  verstehen,  die,  mit  q  potenziert,  a^  ergiebt,  und  dies  ist  y^^- 

Ebenso  erkennt  man,  dass  a    « =  1 :  ya^  ist.    Femer  ergiebt  Formel 

V,  wie  )/a,  wo  n  eine  positive  oder  negative  gebrochene  Zahl  ist, 
als  Potenz  dargestellt  werden  kann,  deren  Basis  a  ist  und  deren  Ex- 
ponent rational  ist.  Jede  Wurzel  lässt  sich  also  als  Potenz  darstellen, 
deren  Basis  der  Radikand  der  Wurzel  ist,  gerade  so  wie  jeder  Quo- 
tient sich  als  Produkt  darstellen  lässt,  dessen  Multiplikand  der  Divi- 
dend des  Quotienten  ist. 

Wenn  a  eine  beliebige  rationale  Zahl  und  n  eine  ganze  Zahl  ist, 
so  stellt  a"  eine  rationale  Zahl  dar.  Wenn  aber  bei  rationalem  a  die 
Zahl  n  zwar  rational,  aber  nicht  ganzzahlig  ist,  so  giebt  es  nur  dann 
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eine  rationale  Zahl^  die  gleich  a"  gesetzt  werden  darf^  wenn  a  die  q^^ 
Potenz  einer  rationalen  Zahl  ist^  wo  q  der  Nenner  der  Zahl  n  ist. 
In  allen  anderen  Fallen  stellt  a",  wo  n  nicht  ganzzahlig  ist^  eine 
Zeichen -Verknüpfung  dar,  der  erst  noch  Sinn  zu  erteilen  ist.  (Vgl. 
I  A  3  und  I  A  4.) 

b 

„LogarithmtiS  von  a  ewr  Basis  6"**),  geschrieben:  log  a,  ist  der 
Exponent,  mit  welchem  h  potenziert  werden  muss,  damit  sich  a  er- 
giebt.    Demnach  ist: 

6 

die  Definitionsformel  der  LogarUhmierung.  Die  Zahl,  welche  ursprüng- 
lich Potenz  war,  heisst  bei  der  Logarithmierung  Logarähmand,  die 
Zahl,  welche  Basis  war,  heisst  Logarithmen -Basis,  und  die  Zahl, 
welche  Exponent  war,  heisst  Logarithmus.  Durch  die  Definition  der 
Logarithmierung  ergeben  sich  aus  den  Gesetzen  der  Potenzierung  die 
folgenden  Gesetze  der  Logarithmierung: 

b  b  b 

I.     log  (i>-3)  =  logp  +  log  «; 

b  b  b 

n.     log  ip:q)  =  logp  —  log  3 ; 

b  b 

III.  log  (jp^)  =  m  '  logjp; 

IV.  log«  =  ?if. 

logb 

b 

Wenn  b  eine  beliebige  rationale  Zahl  ist,  so  stellt  log  a  nur 
dann  eine  rationale  Zahl  dar,  wenn  a  gleich  einer  Potenz  ist,  deren 
Basis  b  ist,  und  deren  Exponent  eine  rationale  Zahl  ist.     [Dies  ist 

z.  B.  der  FaU,  wenn  6  =  f  und  a  =  ^  ist    Denn  (f)~*  =  (i)+* 

f 
=  (Vi)  =  (i)  =  A-    Daher  ist  log  -^j  gleich  der  rationalen  Zahl 

b 

—  4-]  ^  ^^^  sonstigen  Fallen  stellt  loga  eine  Zeichen -Verknüpfung 
dar,  der  erst  noch  Sinn  zu  erteilen  ist.    (Vgl.  I  A  3  und  I  A  4.) 


In  der  folgenden  Tabelle  der  arithmetischen  Operationen  ist  immer 
16  als  passive,  2  als  aktive  Zahl  betrachtet. 
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Tabelle  der  7  Operationen. 


Name  der  Ope- 
ration : 

Beispiel: 

Die  passive 

Zahl,  hier  16, 

heisst : 

Die  aktive 

Zahl,  hier  2, 

heisst : 

Das  Resultat 
heisst: 

Addition 

16  +  2  —  18 

Äugend 
(Summand) 

Auetor 
(Summand) 

Summe 

Subtraktion 

16  —  2  —  14 

Minuend 

Subtrahend 

Differenz 

Multiplikation 

16  .  2  —  32 

Multiplikand 
(Faktor) 

Multiplikator 
(Faktor) 

Produkt 

Division 

16:2  —  8 

Dividend 

Divisor 

Quotient 

Potenzierung 

16«  —  256 

Basis 

Exponent 

Potenz 

Radizierung 

}/l6  =  4 

Radikand 

Wurzel- 
Exponent 

Wurzel 

Logarithmierung 

log  16  =  4 

Logarith- 
mand 

Logarithmen- 
Basis 

Logarithmus 

Wie  hierbei  aus  jeder  der  drei  direkten  Operationen  Addition^ 
Multiplikation,  Potenzierung  ihre  beiden  ümkehrungen  folgen,  zeigt 
folgende  Tabelle: 


Stufe: 

Direkte  Operation: 

Lidirekte  Operation: 

Gesucht  wird: 

L 

Addition : 
6  +  3  =  8 

Subtraktion:   8  —  8  =  6 

Äugend 

Subtraktion:    8  —  6  —  3 

Auetor 

IL 

Multiplikation: 
6  .  3  =  16 

Division :    16  :  3  =  6 

Multiplikand 

Division:    16  :  6  =  3 

Multiplikator 

ni. 

Potenzierung: 
6«  —  125 

Radizierung:   yi25  =  5 

Basis 

5 

Logarithm.:   log  126  =  3 

Exponent 

In  derselben  Weise,  wie  die  Multiplikation  aus  der  Addition,  die 
Potenzierung  aus  der  Multiplikation  hervorgeht,  so  könnte  man  auch 
aus  der  Potenzierung  als  der  direkten  Operation  dritter  Stufe  eine 
direkte  Operation  vierter  Stufe^^),  aus  dieser  eine  fünfter  Stufe  u.  s.  w. 


26)  Von  Abhandlungen,  die  sich  auf  Operationen  vierter  oder  höherer 
Stufe  beziehen,  seien  hier  erwähnt:  die  von  H.  Gerlach  in  der  Zeitschr.  f.  math. 
nat.  ünterr.  Jahrg.  13,  Heft  6,  von  F.  Wöpcke  in  J.  f.  Mat.  42,  von  E.  Schutze 
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ableiten.  Doch  ist  schon  die  Definition  einer  direkten  Operation 
vierter  Stufe  zwar  logisch  berechtigt,  aber  unwichtig,  weil  bereits  bei 
der  dritten  Stufe  das  Eommutationsgesetz  seine  Gültigkeit  verliert. 
Um  zu  einer  direkten  Operation  vierter  Stufe  zu  gelangen,  hat  man 
o^  als  Exponenten  von  a  zu  betrachten,  die  so  entstandene  Potenz 
wieder  als  Exponenten  von  a  zu  betrachten  und  so  fortzufahren,  bis 
a  brnsl  gesetzt  ist  Nennt  man  das  Ergebnis  dann  (a;  b),  so  stellt 
(a;  b)  das  Resultat  der  direkten  Operation  vierter  Stufe  dar.  Für 
dieselbe  gilt  z.  B.:  (a;  &y«i^)  =  (a]C+  l)(«i*-i). 


in  Arch.  f.  Math.  (2)  UI  (1886).    G,  Eisenstein  untersuchte  durch  Reihen -Ent- 

1 

Wickelungen  die  Funktion  x  =  y^  als  Umkehrung  Fon  t/:=(a;;cx>)  in  J.  f.  Math. 
Bd.  28.  Die  Lehrbücher  von  Hcmkel,  Grassmann^  H.  Scheffler,  E.  Schröder, 
O.  SMaemUch,  Schubert  erwähnen  die  direkte  Operation  vierter  Stufe,  ohne  näher 
darauf  einzugehen. 
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1.  Kombinatorik;  historisohe  Würdigimg.  Die  KonibinatanJc 
hat  sich  weder  in  ihren  elementaren  noch  in  ihren  höheren  analy- 
tischen Gebieten  so  entwickelt,  wie  dies  zu  Beginn  des  Jahrhunderts 
in  überschwänglicher  Weise  von  den  Vertretern  der  ^^kombinatorischen 
Schule*^  erhoflFt  wurde.  Anfange  der  Kombinatorik  lassen  sich  weit 
zurück  verfolgen;  als  Zweig  der  Wissenschaft  darf  sie  erst  von  BL 
Pascal  ^),  G.  TT.  Leibnitz  %  J.  WaMs '),  besonders  aber  von  Joe,  Bemoulli  I. 
und  A,  de  Moivre*-)  an  gelten.  Die  Grundzüge  der  elementaren  Teile 
sind  in  jedes  Lehrbuch  übergegangen;  die  analytischen  Anwendungen 
treten  sehr  zurück.  So  stammen  die  umfassenderen  Monographien 
samÜich  aus  früherer  Zeit^),  und  tiefer  eindringende  Abhandlungen 
sind  nur  in  geringer  Zahl  vorhanden«). 

2.  KombinatoriBohe  Operationen.  Definitionen.  Von  den  un- 
endlich vielen  mögUchen  kombinatorischen  Operationen  haben  drei  als 
gleichberechtigt  (trotz  logischer  Bedenken)  hauptsächliche  Geltung 
erlangt,  die  Permutationen  (P.),  die  Kombinationen')  (K.)  und  die 
Variationen  (V.).  Jede  Anordnung  von  n  Elementen  nennen  wir 
eine  Komplexion  (Kp.)  derselben.  —  P.  von  n  Elementen  heifsen  die 
Ep.,  welche  alle  gegebenen  Elemente  in  allen  möglichen  Aufeinander- 
folgen liefern.  Sind  die  Elemente  von  einander  verschieden,  dann 
giebt  es  n!,  konmien  unter  ihnen  a  gleiche  einer  Art,  b  gleiche  einer 
andern  Art  u.  s.  w.  vor,  dann  giebt  es  n! :  (a!  6! . . .). 

K.  von  n  Elementen  zur  k^^  Klasse  sind  alle  Kp.  von  je  Je  jener 
n  Elemente  ohne  Berücksichtigung  der  Anordnung;  darf  jedes  Element 
nur  einmal  aufgenommen  werden,  dann  sind  es  K.  ohne  Wiederholung 
(o.  W.),  sonst  mit  Wiederholung  (m.  W.).    Es  giebt  in  k^^  Klasse 

K  o.  W.  nr^o       K.  m.  W.  y^^^- 

Ä;I(n  — *)!'  Ä;!(n— 1)! 


1)  Trait^  du  triangle  arithm^tique.  Paris  1665,  geschrieb.  1664  (Op.  posth.). 

2)  Dissertatio  de  arte  Combinatoria.   Lipsiae  1668.   Opp.  n,  T.  I,  p.  339. 

3)  Treatise  of  algebra.   Lond.  1673  und  1685. 

4)  Bemouüi,  Ars  coigectandi.  Basil.  1718  (Op.  posth.).  —  Moivre,  Proba- 
bilities.    Lond.  1718. 

5)  K.  F.  Hindenburg,  Nov.  Syst.  Permutationum  etc.  Lips.  1781.  —  J.  Wein- 
gärtner, Lehrb.  d.  combinator.  Analysis.  Leipz.  1800.  —  Knr,  Stahl,  QrundriTs 
d.  Eombin.-Lehre.  Jena  1800.  —  Bernh,  Thibaui,  Grundr.  d.  allgem.  Arithm.  od. 
Analysis.  Götting.  1809.  —  Chr.  Kramp,  £lem.  d' Arithm.  Cologne  1808.  —  Fr,W. 
Spehr,  Lehrbegr.  d.  rein.  Eombin.-Lehre.  Braunschw.  1824.  —  A.  v.  Ettmgshatisen, 
D.  kombinat.  Analysis.  Wien  1826.  —  L.  öttinger,  Lehre  y.  d.  Kombinat.  Frei- 
barg 1887. 

6)  Hessel,  Arch.  f.  Math.7  (1845),  p.  895.  —  Öttinger,  ib.  15  (1850),  p.  241. 

7)  HindefUmrg  schreibt  auch  „Eomplexionen*^;  diese  zerfallen  in  eigent- 
liche Kombinationen,  in  Eontemationen,  Eonquatemationen  u.  s.  w. 
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y.  entstehen^  wenn  man  in  den  K  die  Elemente  permutiert  Es  giebt 
in  Ä;*«'  Klasse 

V.  0.  W.  r-^,        V.  m.  W.  n*. 

(n  —  kyy 

3.  Inversion;  Transposition.  Da  die  Elemente  nur  insofern 
gelten y  als  sie  identisch  oder  verschieden  sind^  so  kann  ihre  Be* 
Zeichnung  beliebig  z.  B.  durch  Zififem  1^  2,  3^  . . .  oder  durch  Buch- 
staben a,1)y  Cy  ..,  bewirkt  werden.  Dadurch  kommt  ein  neues  Agens 
in  die  Betrachtung,  welches  nun  nach  verschiedenen  Richtungen  hin 
benützt  werden  kann.  Eine  Ep.  heisst  gut  geordnet^  wenn  stets  die 
höhere  Ziffer  (der  alphabetisch  spätere  Buchstabe)  hinter  der  niede- 
ren (dem  früheren)  steht.  Jede  Abweichung  davon  heifst  Inversion^. 
Für  die  Abzahlung  der  Inversionenzahl  bei  umfangreichen  £p.  giebt 
P.  Gordan  eine  RegeP).  Eine  Kp.  verschiedener  Elemente  gehört  zur 
ersten  oder  zweiten  Klasse  (ist  gerade  oder  tmgerade)^  je  nachdem  sie 
eine  gerade  oder  ungerade  Anzahl  von  Inversionen  enthalt  ^^).  Durch 
eine  TransposiUon^  d.  h.  Umstellung  zweier  Elemente,  wird  die  Klasse 
geändert  ^^). 

4.  Fermutationen  mit  besohränkter  StellenbesetBung.     P.  mit 

beschränkter  SteUenbesetzung  sind  solche,  bei  denen  entweder  eine  vor- 
geschriebene Anzahl  von  Elementen  ihre  Platze  beibehält,  oder  bei 
denen  gewisse  Stellen  nur  von  gewissen  Elementen  eingenonmien 
werden  dürfen. 

L.  Etder^^  fahrt  eine  Funktion  f(n)  ein,  welche  die  Zahl  der 
P.  giebt,  bei  denen  jedes  Element  den  ursprünglichen  Platz  ändert. 
Hiermit  in  Verbindung  steht  ein  F(n,  w),  welches  angiebt,  bei  wie- 
vielen  P.  von  n  Elementen  genau  m  ihren  Platz  behalten^*).     Es  ist 


8)  G.  Gramer,  Introduct.  k  T Analyse  des  lignes  courbes  (1760);  Qen^ye. 
Appendice  p.  668.  —  T.  P.  Kirkman,  Cambr.  a.  Dubl.  J.  2  (1847),  p.  191. 

9)  Vorlas,  üb.  Invarianten -Theor.,  herausgeg.  v.  G.  Kerschensteiner  (1886), 
Leipz.  I,  p.  2. 

10)  E.  Bizout,  M^m.  Paris  (1764),  p.  292.  —  Ä.  L.  Caudiy,  J.  d,  Ffic. 
pol.  cah.  10  (1816),  p.  41.  —  K.  G.  Jacobi,  Werke  3,  p.  869  =-  J.  f.  M.  22  (1841), 
p.  286. 

11)  P.  S.  Laplace,  Mäm.    Paris  (1772),  p.  294. 

12)  Möm.  P^tersb.  3  (1809),  p.  67.  —  Öttinger,  Lehre  v.  d.  Kombin.  Prei- 
burg  1837.  —  M.  Cantor,  Z.  f.  Math.  2  (1867),  p.  66.  —  B.  BaUzer,  Leipz.  Ber. 
(1873),  p.  684.  —  S.  Kantor,  Z.  f.  Math.  16  (1870),  p.  361.  —  A.  Cayky,  Edinb. 
Proceed.  9  (1878),  p.  338  u.  388. 

13)  M.  Cantor,  Z.  f.  Math.  2  (1867),  p.  410.  —  J.  J.  Weyrauch,  J.  f.  Math. 
74  (1872),  p.  273. 


Verwandte  Permntationen.    Sequenzen.  31 

/•(n)  =  n/-(n-l)  +  (-l)"  =  (n-l)[/-(n-l)  +  /-(n-2)]; 

/•(0)  =  1,  /•(i)  =  o. 

JF(w,  m)  =  Q  /-(m  -  m). 

Eine  andere  Beschränkung  der  Stellenbesetzung  ist  die^  dass  ge- 
wisse Stellen  nur  von  gewissen  Elementen  eingenommen  werden 
dürfen^*),  z.B.  die  geraden  Stellen  nur  von  geraden  Zahlen *'^);  oder, 
falls  gleiche  Elemente  vorkommen,  dass  nicht  zwei  solche  aufeinander 
folgen  ^•). 

Auch  darin  liegen  Beschränkungen  der  Stellenbesetzung,  dass 
die  P.  selbst  in  verschiedene  Anordnungen  treten,  z.  B.  so  dass  n  P. 
von  n  Elementen  so  untereinander  gesetzt  werden  sollen,  dass  in 
keiner  Spalte  gleiche  Elemente  vorkommen  ^^   (lateinisches  Quadrat). 

5.  Verwandte  Fermutationen.  Verwandte  PermtUationen  sind 
nach  H,  A.  Rothe^^)  zwei  P.  dann,  wenn  die  Stellenordnung  und  das 
Stellenelement  (als  Zahl)  der  einen  gegen  die  der  anderen  vertauscht 
sind;  es  wird  zu  bestimmen  sein,  wie  viele  P.  sich  selbst  verwandt 
sind^^.     P.  A.  MaC'Mahon  giebt  Erweiterungen  dieser  Begriffe  ^^). 

6«  Sequenzen.  2).  Andre  hat  den  Begriff  der  Sequenz  bei  P.  ein- 
geführt und  in  einer  ganzen  Reihe  von  Abhandlungen  durchforscht*^). 
Aufeinanderfolgende  Zahlenelemente  einer  P.  bilden  eine  Sequenz, 
wenn  jedes  folgende  gröCser  (kleiner)  als  das  vorhergehende  ist. 
Jede  P.  zerfällt  in  Sequenzen.  Die  Anzahl  der  vorkommenden  Se- 
quenzen bestimmt  die  „Art'*  der  P.  Es  wird  untersucht,  wieviele  P. 
einer  bestimmten  Art  angehören.  Es  zeigt  sich,  dass  die  Anzahl  der 
F.  mit  gerader  Sequenzenzahl  gleich  derjenigen  der  P.  mit  un- 
gerader Sequenzenzahl  ist.  Es  werden  geometrische  Repräsentationen 
gegeben,  u.  s.  w. 


14)  C,  W.  Bawr,  Z.  f.  Math.  2  (1867),  p.  267. 
16)  A,  Laiaant,  C.  R.  112  (1891),  p.  1047. 

16)  0.  Terquetn,  J.  d.  Math.  4  (1839),  p.  177.  —  Weitere  Einschränkungen 
in  der  Stellenbesetznng  untersucht  Th.  Muir,  Edinb.  Proceed.  10  (1881),  p.  187. 
A  HöUee,  Arch.  f.  Math.  (2),  11  (1892),  p.  284. 

17)  A.  Cayley,  Messenger  (2),  19  (1890),  p.  186.  M,  Frol&o,  J.  m.  sp^c.  (.S), 
4  (1890),  p.  8  u.  26.  J,  B(mrget,  J.  de  Math.  (3),  8  (1882),  p.  413.  P.  Seelhof, 
Arch.  f.  Math.  (2),  1  (1884),  p.  97. 

18)  Hindenb.  Arch.  f.  M.  (1796). 

19)  P.  A,  Mac  Mahon,  Messeng.  (2),  24  (1894),  p.  69. 

20)  C.  R.  97  (1883),  p.  1366;  116  (1892),  p.  872;  118  (1894),  p.  575. 
[G.  Darboux  Rapport;  C.  R.  118  (1894),  p.  1026].  See.  m.  d.  Fr.  21  (1893), 
p.  181;  Ann.  £c.  Norm.  (3),  1  (1884),  p.  121. 
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7.  Anwendung  auf  Fragen  der  Arithmetik.  Im  Zusammenhange 
mit  den  P.- Theoremen  stehen  die  Fragen,  anf  wie  viele  Arten  man 
Summen  oder  Produkte  gegebener  Elemente ,  die  verschieden  oder 
zum  Teil  einander  auch  gleich  sind,  mit  oder  ohne  Umstellung  dieser 
Elemente,  rechnerisch  durchf&hren  könne '^). 

8.  Kombinationen  su  bestimmter  Sonmie  oder  bestimmtem  Pro- 
dukte. Auch  bei  den  E.  und  V.  können  die  einzelnen  Ep.  Be- 
schrankungen unterworfen  werden.  Die  bekannteste  und  wichtigste 
besteht  darin,  dals  die  £.  und  Y.  der  natürlichen  Zahlen  betrachtet 
werden,  deren  Elemente  m.  W.  oder  o.  W.  eine  bestimmte  Summe 
haben,  welche  das  Gewicht  der  Ep.  genannt  wird.  Ihre  Bedeutung  tritt 
in  der  Invarianteniheorie  zu  Tage.  L.  Euler  war  der  Erste,  welcher 
diese  Frage  behandelte  (Introd.  in  AnaL  Lausanne  1748,  §  299 ff.; 
Comm.  Acad.  Petr.  3  [1753],  p.  159),  der  för  die  Anzahl  dieser  E. 
Entwickelungscoefficienten  gewisser  Produkte  gab  und  dadurch  zu 
Beziehungen  zwischen  E.  m.  W.  und  E.  o.  W.  gelangte.  Diese  Fragen 
wurden  später  vielfach  weiter  verfolgt**),  und  ihre  Beantwortung 
besonders  von  Cayley^^  und  J.  J.  Sylvester^)  durch  Aufstellung  von 
Tabellen  und  geometrische  Representationen  gefordert.  Mac-Mähon 
hat  diese  Untersuchungen  weitergeführt,  die  dann  auch  auf  die  Zer- 
legung von  Zahlenpaaren  ausgedehnt  wurden.  Wir  müssen  uns  mit 
diesen  Bemerkungen  begnügen,  da  die  weiteren  Anwendungen  auf 
symmetrische  Funktionen  und  die  Invarianteniheorie  nicht  mehr  kom- 
binatorischer Natur  sind. 

In  ähnlicher  Weise  hat  MÖbius  die  E.  behandelt,  bei  denen  die 
Elemente  der  Ep.  ein  bestimmtes  Produkt  besitzen*^).  Sie  werden 
nach  ihren  Erlassen  geordnet,  und  die  Anzahlen  der  zugehörigen  E. 
mit  einandw  in  Verbindung  gebracht.  Derartige  Relationen  treten 
auch  für  den  Fall  auf,  dafs  den  Ep.  noch  Bedingungen  auferlegt 
werden,  z.  B.  dafs  bei  dem  vorgeschriebenen  Produkte  a^b^  in  jeder 
Ep.  jedes  Element  mindestens  einen  Faktor  b  hat. 

Eüingshausen  ist  ferner  darauf  eingegangen,  jede  Ep.  als  Produkt 

21)  E.  Ch.  Catalan,  J.  d.  Math.  6  (1874),  p.  74.  E,  Schröder,  Z.  f.  Math. 
16  (1870),  p.  861. 

22)  M.  Stern,  J.  f.  M.  21  (1840),  p.  91  u.  p.  177,  ibid.  96  (1883),  p.  102. 
C.  Wamund,  Arch.  f.  Math.  21  (1868),  p.  228,  ibid.  34  (1860),  p.  440. 

23)  Lond.  Transact.  146  (1866),  p.  127,  ibid.  148  (1868),  p.  47.  Amer.  J. 
6  (1883),  p.  63. 

24)  Quart.  J.  1  (1866—67),  p.  81  u.  p.  141.  Amer.  J.  6  (1882),  p.  261.  C.  ß. 
96  (1883).  Vgl.  auch  Mac  Mahon^  Lond.  Trans.  184  (1894),  p.  836,  sowie  den 
Bericht  über  Combin.  Analysis:  Lond.  M.  S.  Pr.  28  (1897),  p.  6. 

26)  J.  f.  M.  9  (1832);  106. 
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aufinifassen,  und  alle  solche  zu  einer  K.-Elasse  gehörigen  Produkte 
zu  summieren*^).  Weiter  werden  die  Klassen  nach  bestimmten  Moduln 
eingeteilt  und  Zahlenbeziehungen  zwischen  ihnen  ermittelt*^). 

und  nicht  nur  auf  die  E.  selbst  beziehen  sich  solche  Unter- 
suchungen, sondern  auch  aiif  Ep.,  die  in  verschiedenartiger  Weise  aus 
den  gewöhnlichen  E.  abgeleitet  sind.  Es  wird  z.  B.  zum  ersten  Ele- 
mente jeder  Ep.  0  addiert,  zum  zweiten  1,  ...  zum  n*^  (» — 1).  So 
entstehen  Produkte,  zwischen  deren  Summen  wieder  merkwürdige 
Beziehungen  sich  angeben  lassen^).  Vgl.  auch  Th.  B.  Sprague,  Edinb. 
Proc.  37  (1893),  p.  399. 

9«  Kombinationen  mit  besohränkter  Stellenbeaetiung.  Der 
Weg  der  Untersuchung,  welcher  sich  auf  beschränkte  SteUenbesetimng 
bezieht,  gliedert  sich  hier.  Zunächst  werden,  ähnlich  wie  bei  den  P., 
Forderungen  gestellt,  dass  gewisse  Elemente  in  einer  vorgeschriebenen 
Anzahl  von  Malen  vorkommen  ^^),  oder  dass  eine  Maximalzahl  für 
ihr  Auftreten  gegeben  ist^). 

10.  Tripelsysteme.  Eine  andere  Richtung  aber  hat  sich  ftlr  die 
Geometrie,  die  Wahrscheinlichkeitsrechnung,  fttr  die  Algebra  als  be- 
sonders wichtig  herausgestellt.  Unabhängig  von  einander  stellten  T.  P. 
Kvrknum^^)  und  J".  Steiner ^^)  fast  identische  Aufgaben;  der  Erste  sein 
„Schulmädchen-Problem^':  Fünfzehn  Mädchen  werden  35mal  ausgeführt 
in  Reihen  zu  je  3,  so  dass  nicht  2  zweimal  zusammen  gehen;  der 
Letzte  das  folgende:  Aus  N  Elementen  sollen  E.  der  3^°  Elasse 
(Temen)  so  ausgewählt  werden,  dass  jede  Ambe  ein-  und  nur  einmal 
vorkommt;  femer  E.  der  4^°  Elasse  (Quatemen)  so,  dass  in  ihnen 
jede  Teme,  die  unter  den  vorigen  nicht  auftrat,  ein-  und  nur  einmal 
vorkommt  u.  s.  w.  Cayley^  und  R.  B,  Anstice^)  behandelten  einzelne 
Falle  der  „Tripelsysteme^^.  Eine  allgemeine  Regel  ftlr  die  Bildung 
solcher  Systeme,  welche  -N'=6»+l,  6n  +  3  fordern,  gab  M, Beiss^). 

86)  Die  kombinatorische  Analysis.   Wien  (1826). 

27)  A.  A.  C(mmot,  Bull.  sei.  m.  (1829).  Ch.  Bamus,  J.  f.  M.  11  (1884),  p.  S6S. 

28)  H.  F.  Scherk,  J.  f.  M.  8  (1828),  p.  96;  J.  f.  M.  4  (1829),  p.  226. 

29)  Ad.  Weiss,  J.  f.  M.  34  (1847),  p.  265. 

80)  ÖtHnger,  Arcli.  f.  M.  16  (1860),  p.  241.  Baur,  Z.  f.  M.  2  (1867),  p.  267. 
Sdierk,  Math.  Abhandl.  Berlin  (1826),  p.  67.  Andri,  Ann.  £c.  nomt  (2),  6  (1876), 
p.  155. 

81)  Cambr.  a.  Dubl.  m.  J.  7  (1852),  p.  527  n.  8  (1853),  p.  38;  vgl.  T.  Clausen, 
Aich.  f.  M.  21  (1863),  p.  93. 

82)  J.  f.  M.  45  (1868),  p.  181  =  Werke  11,  p.  436. 

83)  Phil.  Mag.  (8),  37  (1850),  p.  60.  —  Ibid.  (4),  26  (1862),  p.  69. 

34)  Cambr.  a.  Dubl.  m.  J.  7  (1862),  p.  279  u.  8  (1863),  p.  149. 

35)  J.  f.  M.  56  (1859),  p.  326. 
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In  neuerer  Zeit  wurden  analytische  Darstellungen  f&r  Primzahlen 
6n  -f-  1  hergeleitet,  femer  fclr  Zahlen  6n  -f-  3,  falls  dies  das  Drei- 
fache einer  Primzahl  von  der  Form  6Ä;  -f-  ^  ^y  ^  ^-  ^-  Endlich 
wurden  analytische  Bildungsregeln  gegeben,  aus  denen  die  Konstruktion 
ftlr  jedes  mögliche  N  folgt '^.  Für  ^=13  sind  zwei  Tripelsysteme 
bekannt'^).  Die  weiteren  Teile  der  iS^ner'schen  Aufgabe  sind  noch 
nicht  in  Angriff  genommen.  —  Auf  ähnliche  Aufgaben  macht  Cayley 
aufinerksam»«).    Vgl  IA6  Nr.  18  Anm.  67. 

11.  Ansdehnimg  des  Begriflls  der  Variation.  Der  Begriff  der 
y.  ist  nach  der  Richtung  hin  erweitert  worden,  dass  m  Reihen  von 
je  n  Elementen  gegeben  sind,  und  als  Y.  m^  Klasse  werden  dann 
die  Kp.  bezeichnet,  welche  je  ein  Element  aus  jeder  der  m  Reihen 
enthalten.  Darf  derselbe  Stellenzeiger  der  Elemente  nur  einmal  auf- 
treten, so  sind  es  V.  o.  W.,  sonst  V.  m.  W. 

12.  Formeln.  Zwischen  den  yerschiedenen  bisher  besprochenen 
Anzahlen  bei  P.,  K.  und  Y.  giebt  es  eine  ausserordentlich  grosse 
Menge  verknüpfender  Formeln.  Hier  muss  es  ausreichen,  auf  die 
hauptsächlichsten  Schriftsteller  hinzuweisen,  welche  sich  mit  der  Ab- 
leitung oder  Zusammenstellung  beschäftigt  haben '^). 

13.  Binomialkoeffioienten.  Wir  haben  schon  erwähnt,  dass  die 
Beweise  des  binomischen  und  des  polynomischen  Satzes  ftlr  ganze  po- 
sitive Exponenten  n 

(«1  +  «8  H h  «?  =  w) 

Anwendungen  kombinatorischer  Formeln  sind.  Die  binomische  Formel 
findet  sich  zuerst  bei  H,  Briggs^),  dann  bei  J".  Newton^^)]  die  Koefifi- 

36)  E.  Netto,  Substii-Theorie  §  192  ff.  Leipz.  (1882).  Math.  Ann.  42  (1892), 
p.  143.  E.  H,  Moore,  Math.  Ann.  43  (1893),  p.  271 ;  N.  Y.  Bull.  (2),  4  (1897), 
p.  11.  L.  Heffter,  Math.  Ann.  49  (1897),  p.  101.  J.  de  Vries,  Rend.  Palermo  8 
(1894). 

37)  K  Zulauf,  Dissert.  Giessen  (1897). 

38)  Phil.  Mag.  30  (1866),  p.  370. 

39)  Hindenburg,  Nov.  Syst.  Permntationom,  Combin.  etc.  primae  lineae. 
LipB.  (1781).  —  D.  polynom.  Lahrs.,  d.  wichtigste  Theorem  d.  ganzen  Analjsis, 
neu  bearb.  v.  J.  N.  Tetens,  G.  S.  Klügel,  A,  Krauss,  J.  F.  Ffaff  u.  Hindenburg, 
herausgeg.  v.  Hindenburg.  Leipz.  1796.  Hindenburg,  Infinitonomii  dignitatum 
historia,  leges  etc.  Vgl.  auch  J,  Ä.  Orunert^  Arch.  f.  M.  1  (1841),  p.  67;  Brian- 
chon,  J.  d.  FEc.  Polyt.  t.  16  (1887),  p.  169. 

40)  Arithmetica  Logarithmica.   London  (1620). 

41)  Briefe  an  Oldenburg  (1676)  18.  Juni  u.  24.  Oktober. 
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cienten   der  binomischen  £ntwickelung  (n  «=  2);    die  BinomiaXkoeffi- 
eienten  in  ihrer  Anordnung  etc.  als  ^^arithmetisches  Dreieck'' 

1 

1         1 

1         2         1 

13        3         1 


kommen  schon  bei  Bl.  PasccH  vor**). 

Als  Erweiterungen  des  binomischen  Satzes  ist  zu  erwähnen, 
erstens  die  Entwickelung  von  a  (a  +  6)  (a  -f-  26)  •  •  •  (a  +  n6)  nach 
Potenzen  von  a;*^  femer  die  Entwickelung 

{x  +  aY  =  x-  +  c^{x  +  hy-^+(^(x  +  t,  +  t,Y-^  +  ..., 

wobei  die  ta  willkürliche  Grössen  sind**). 

Als  Erweiterung   der  Binomialkoefficienten   sind  Ausdrücke  der 

Form 

[n(n  +  Ä)  (n  +  2Ä;)  ...  (n  +  (p  —  1)*)]  rp! 

eingeführt  worden*^),  deren  Zahler  als  FakuMten  eingehend  unter- 
sucht sind*^).     Die  analytische  Behandlung  gehört  nicht  hierher. 

Zwischen  den  Binomialkoefficienten  giebt  es  eine  unübersehbare 
Zahl  von  Relationen ,  deren  Elassificierung  von  J,  G.  Hagen  ange- 
bahnt ist*^.    Vgl.  auch  die  ,^gurierten  Zahlen«  der  Alten. 

14.  Anwendungen.  Wie  schon  in  Nr.  1  erwähnt  wurde^  bieten  die 
meisten  Anwendungen  analytischer  Natur  der  Kombinatorik  nur  noch 
historisches  Interesse  dar.  Wir  beschränken  uns  darauf^  die  wich- 
tigsten Zweige  anzugeben^  welche  die  Kombinatorik  zu  stützen  unter- 
nommen hatte.  An  erster  Stelle  gehört  hierher  die  Wahrscheinlich- 
keitsrechnung ^  in  deren  elementaren  Teilen  ja  ununterbrochen  kom- 
binatorische Fragen  auftreten^  und  von  der  aus  umgekehrt  die 
Kombinatorik  manche  Anregung  erhalten  hat.     Sie  knüpft  femer  an 

42)  Trait^  du  triangle  arithm^t.   Paris  (1665)  posth.;  u.  schon  früher  bei 
M,  SUfel,  Arithm.  integra.    Norimb.  (1544),  p.  44. 
48)  Pascal  „productum  continuonim". 

44)  N,  H.  Abel,  J.  f.  M.  1  (1826),  p.  159  giebt  einen  Spezialfall;  allgemein 
Ä,  V.  Burg,  J.  f.  M.  1  (1826),  p.  867.  —  Cayley,  Phil.  Mag.  6  (1858),  p.  185 
—  Werke  n,  102. 

45)  Bl.  PascaJ,  siehe  oben. 

46)  X.  Euler,  Galc.  diff.  11.  c.  16  u.  17.  Berl.  (1755).  ÖUinger,  J.  f.  M.  SS 
(1846),  p.  1,  117,  226,  829;  femer  85  (1847),  p.  18  n.  88  (1849),  p.  162,  216; 
endlich  44  (1852),  p.  26  u.  147,  wo  auch  Historisches  aufgeführt  ist. 

47)  Synopsis.  Berlin  (1891),  p.  64  ff.  Vgl.  auch  G.  Eisenstein,  Brief  an  M.  Ä, 
^em,  Z.  f.  Math.  40  (1895),  p.  198  der  bist.  Abtl. 

8* 
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die  Theorie  der  Reihen  an,  bestimmt  formal  die  Produkte,  Potenzen, 
Quotienten  von  Reihen;  das  Resultat  der  Substitution  einer  Reihe 
für  die  Variable  g  in  eine  Reihe,  die  nach  Potenzen  von  z  fortschrei- 
tet; die  formale  Umkehrung  von  Reihen;  die  Rationalisierung  solcher, 
in  welche  Irrationalitäten  eingehen;  die  allgemeinen  Glieder  wieder- 
kehrender Reihen;  die  Logarithmen  von  Reihen  und  Reihen  von 
Logarithmen  u.  s.  w.  Ebenso  giebt  sie  die  Form  für  die  höheren 
Differentiale  von  komplicierteren  Funktionen  u.  s.  w.  Für  ihre  Zwecke 
hatte  sie  ein  vollständiges  Bezeichnungssystem  ersonnen,  welches  jetzt 
freilich  durchaus  veraltet  ist*®). 

Die  gesamte  Theorie  der  endlichen  discreten  Gruppen  (I A  6) 
kann  unmittelbar  an  die  Kombinatorik  angeschlossen  werden. 

Noch  eine  zweite  Anwendung,  die  auf  die  Lösung  linearer  Glei- 
chungen gerichtete,  hat  sich  in  überraschender  Weise  entwickelt  Sie 
ist  zur  Lehre  von  den  Determinanten  geworden. 

16.  Determinanten.  Erklärung  des  Begrifb.  Es  seien  n^  Grössen 
»»(*,  Ä=  1,  2,  ...  n)  gegeben;  man  bilde  alle  n!  Produkte  a^,, 
(hi^y  . ..  o,ni^  in  denen  tj,  i^;  •••  *»  ^^^®  P-  ^^^  1,  2,  ...  n  bedeutet 
und  gebe  jedem  das  Zeichen  -(-  oder  — ,  je  nachdem  diese  P.  zur  ersten 
oder  zweiten  Klasse  gehört.  Die  Summe  dieser  n\  Summanden  ist 
diiQ Determinante  n^^  Grades*^.  Ä.L.Cauchy^)  definiert  sie  auch  so,  dass 

er  das  alternierende  Produkt  JI{ai — a*),  (i  =  1,2,. ..n;  Ä;=«i+l,...n), 
entwickelt  und  die  Exponenten  als  zweite  untere  Indices  schreibt 
E,  Schering^^)  giebt  eine  geometrische  und  eine  analytische  Erklärung, 
Kronecker  legte  in  seinen  Vorlesungen  eine  funktionentheoretische 
zu  Grunde. 

An  Bezeichnungen  sind  die  üblichsten^') 


an  an  ...  öl « 

önl  üni'  .  .  Ann 


=  ^it  ^11  (hi     "  <^nn  =   I  «AI  ÖA2  .  .  •  «A«   I   =   I  (^hk 


(A,  Ä;  =  1,  2,  . . .  n). 


48)  Vgl.  Hindenburg,  Nov.  Syst.  etc.   Leipz.  (1781). 

49)  Jacobi,  J.  f.  M.  22  (1841),  p.  286  =  Werke  HI,  p.  856. 

60)  Analyse  alg^rique.   Paris  (1821). 

61)  Gott.  Abh.  22  (1879),  p.  102. 

62)  Die  dritte  Bezeichnung  ist  von  L.  Kronecker  vielfach  verwendet;  die  letzte 
zuerst  von  St.  Smith  ^  Brit.  Ass.  Rep.  (1862)  p.  604.  Als  neu  eingefahrt  hat  sie 
dann  L.  Kronecker,  J.  f.  M.  68  (1868),  p.  273.  Über  weitere  Bezeichnungen  vgl. 
Cayley,  Phil.  Mag.  21  (1861),  p.  180.  Nanson,  Lond.  phil.  Mag.  (6)  44  (1897), 
p.  896.     W.  Schröder,  Determinanten.    Halle  1887. 
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Historisch  zu  bemerken  ist^  dass  die  Determinanten  von  Leibnitz^) 
und  später  unabhängig  von  Gramer^)  erfunden  und  zunächst  zur  Auf- 
lösung eines  Systems  linearer  Gleichungen  benutzt  worden  sind.  Die 
ersten  ausführlichen  theoretischen  Darlegungen  stammen  von  J,  Bind 
und  Cauchy;  allgemein  eingeführt  wurde  die  Lehre  über  die  D.  durch 
Jacobi^).  Ausführliche  Litteraturangaben  findet  man  bei  Muvr^) 
Yon  Beginn  der  Theorie  bis  zum  Jahre  1885  fortgesetzt;  Historisches 
auch  bei  S.  Günther ,  Determinanten theorie.  Erlangen  (1875),  bei  Bdltzery 
Determinanten,  Leipzig  (1881)  und  bei  G.  ScUmon,  Modem  higher 
algebra,  Note  I  im  Anschluss  an  Baltzer. 

16.  Definitionen.  Die  Grössen  a^  heissen  die  Elemente  (El.) 
der  D.;  der  erste  (zweite)  Lidex  giebt  die  Ordnungszahl  der  Zeile 
(Spalte).  Die  Grössen  au  bilden  die  H(MJi^tdiagonale\  die  a,;n+i— » 
bilden  die  Nebendiagonale.  Das  Glied  a^a^^^ . . .  ann  der  D.  heisst 
ihr  Hauptglied.  Wählt  man  m  Werte  des  ersten  und  m  des  zweiten 
Index  aus  1,  2,  ...  n  aus,  so  bilden  die  zugehörigen  El.  eine  Sub- 
determinante  (Subd.)  m*®*"  Grades*^).  Sind  die  El.  ihrer  Hauptdiago- 
nale zugleich  El.  derjenigen  der  D.,  dann  heisst  die  Subd.  eine  Haupt- 
subdeterminante.  Ist  das  Produkt  der  Hauptglieder  zweier  Subd.  ein  Glied 
der  D.,  so  heissen  die  Subd.  adjungiert,  oder  auch  komplementäre  Subd. 

Ist  a,t  =  a*,-,  so  heisst  die  D.  eine  symmetriscJie  D. 

Ist  a/*  =  a,.ft— 2,  so  heisst  die  D.  eine  rekurrierende  (einseitige, 
orihosymmetrische).     Sie  ist  symmetrisch  **). 

Ist  a,i  =  ai4.i,i-|_i,  wobei  die  Indices  mod.  n  reduciert  werden, 
80  heisst  die  D.  eine  Cirkulcmte^^),  (auch  negcUiv-orihosymmetrische  D), 

Ist  a,t  +  aA<  =  0,  a,-,==0,  so  heisst  die  D.  eine  hdibsymmetrische, 
Ist  a,t  +  öt*f  =  0  für  t=4=*;  ^^rxn  heisst  die  D.  eine  schiefe^). 


58)  Lettres  ä  l'Hospital  (1698).  —  Acta  Erudit.   Leipz.  (1700),   p.  206. 
64)  Introd.  k  Tanal.  des  courbes  alg^br.  (1750).  Gen^ve.  Appendice  p.  656. 

55)  J.  de  rfic.  Polytechn.  Cah.  16  (1812),  p.  280  u.  Cah.  17  (1812),  p.  29.  — 
Jacohi,  J.  f.  M.  22  (1841),  p.  285  =  Werke  m,  p.  855. 

56)  Quart.  J.  18  (1882),  p.  110;  ibid.  21  (1886),  p.  299.  —  Edinb.  Proc.  13 
(1886),  p.  547.  —  Im  Phil.  Mag.  (5),  18  (1884),  p.  416  macht  Muir  auf  Ferd. 
Schweins  als  einen  vergessenen  Entdecker  aufmerksam,  „Theorie  der  Differenzen 
u.  Differentiale"  (1825).   Heidelberg.    Cap.  IV,  p.  817. 

57)  Auch  Unter  determinante,  Partialdeterminante,  Minor. 

58)  H,  Hankel,  Dissert.  Leipz.  (1861)  Göttingen.  —  „Recurrierend"  nach 
G.  Frohenius;  Berl.  Ber.  (1894),  p.  258. 

69)  Th.  Muir,  Quart.  J.  (1882),  p.  166.    Hankel  l.  c. 

60)  Jacobi,  J.  f.  M.  2  (1857),  854;  ibid.  29  (1845),  p.  286.  Cayley,  J.  f.  M. 
38  (1849),  p.  93;  ibid.  82  (1846),  p.  119;  ibid.  50  (1855),  p.  299.  Cayley  be- 
zeichnet die  halbsymmetrischen  D.  als  „schiefsymmetrische". 
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Ist  aik  =  On+i-i^n+t—kf  so  heisst  die  D.  eine  centrasjfmme- 
irische, 

17.  Anzahl-Probleme  hinBiohtlioh  der  Glieder.  Die  Anzahl  der 
Glieder  einer  D.  n^^  Grades  ist  n!.  Es  knüpfen  sich  hieran  weitere 
Fragen:  wie  viele  der  Glieder  enthalten  eine  Torgeschriebene  Anzahl 
von  El.  der  Hauptdiagonale®*)?  Wie  viele  Glieder  hat  eine  D.,  deren 
Hauptdiagonale  Tc  El.  0  enthält®*)?  Wie  viele  verschiedene  Glieder 
giebt  es  in  symmetrischen,  wie  viele  in  halbsymmetrischen  D.«^? 

18.  Elementare  Eigenzohaften.  Die  folgenden  Eigenschaften 
elementarer  Natur  zeigen  sich  sofort:  man  kann,  ohne  den  Wert  der 
D.  zu  ändern,  jede  «**  Z.  zur  a**"  Sp.  machen®*).  Bei  Transposition 
zweier  Parallelreihen  ändert  sich  das  Vorzeichen  der  D.;  folglich  ist 
eine  D.  mit  zwei  identischen  ParaUelreihen  gleich  Null®^.  Die  D. 
kann  als  lineare,  homogene  Funktion  der  El.  jeder  Reihe  dargestellt 
werden®®).  Daraus  folgt,  dass  man  einen  gemeinsamen  Faktor  aller 
EI.  einer  Reihe  vor  die  D.  ziehen  kann.  Der  Grad  einer  D.  lasst 
sich  durch  passende  Bänderungy  d.  h.  Anfügung  neuer  Z.  und  Sp. 
vermehren.  Stimmen  zwei  D.  in  (n  —  1)  Reihen  überein,  so  können 
sie  zu  einer  D.  mit  denselben  (n — 1)  Reihen  summiert  werden.  Ist 
aik'=hn'\-Ciis  (Ä;=l, ...»),  so  zerfällt  umgekehrt  die  D.  in  einzelne 
Summanden.  Die  lineare,  homogene  Darstellung  liefert  die  partielle 
Ableitung  der  D.  nach  aa-     Bezeichnen   wir   sie   mit   a^y   so   folgt 

^dixO'Xk  =  SikDy  (d.  h.  =  2),  wenn  i  =  Ä,  sonst  =  0)®^.    Wie  die 

a ,  so  können  auch  die  höheren  Subd.  als  partielle  Ableitungen  höherer 
Ordnung  dargesteUt  werden®«). 

Die  D.  ändert  ihren  Wert  nicht,  wenn  zu  einer  Reihe  eine  Par- 
alleh-eihe  addiert  oder  von  ihr  subtrahiert  wird®»). 

61)  BaUzer,  Determin.  4.  Aufl.  Leipz.  1875,  p.  39.  Leipz.  Ber.  (1873),  p.  634. 
C.  J.  Monro,  Mesaeng.  (2),  2  (1872),  p.  38. 

62)  N.  V.  Szütz,  Math.  Ann.  33  (1889),  p.  477. 

63)  J.  J.  Weyrauch,  J.  f.  M.  74  (1872),  p.  273.  Cayley,  Monthly  Not.  of 
Astron.  Soc.  34  (1873—74),  p.  303  u.  p.  335.  G.  Salmon,  Modem  Algebra.  Dublin 
(1885),  p.  45. 

64)  J.  C.  Becker,  Z.  f.  M.  16  (1871),  p.  326.  Gordan,  Vorlas,  üb.  Invar.-Th. 
(1885),  p.  21.  —  Die  D.  wird  „gestürzt". 

65)  Ch.  A.  Vandermonde,  Par.  Acad.  (1772),  2«  part.,  p.  518,  522. 

66)  Oramer,  1.  c.    J.  L.  Lagrange,  Berl.  Mem.  (1773),  p.  149,  153. 

67)  s^j^  von  Kroneck^  eingeführt,  J.  f.  Math.  68  (1868),  p.  273.  Setzt  man 
a^^:2)  =  a^j^,  so  nennt  Kronecker  die  Systeme  a,.^,  cr^.^  reciproke  Systeme. 

68)  Jacobiy  J.  f.  Math.  22  (1841),  p.  285,  §  10  =  Werke  m,  p.  366. 

69)  Jacobi,  J.  f.  Math.  22  (1841),  p.  371  =  Werke  HI,  p.  452. 
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Mit  Hülfe  der  angegebenen  Sätze  kann  die  Berechnung  von  D. 
mit  Zahlen-EL  häufig  abgekürzt  werden,  ebenso  wie  die  von  D.,  deren 
El.  analytischen  Gesetzen  folgen.  Es  besteht  eine  fast  unübersehbare 
Zahl  von  Einzelresultaten;  die  Heraushebung  auch  nur  der  wichtigsten 
würde  den  Rahmen  dieser  Darstellung  sprengen  ^^). 

19.  Laplaoe*8ohe  und  andere  ZerlegungssätEe.    Von  P.  8,  La- 

place''^)  rührt  ein  wichtiger  Satz  her  über  die  Entwickelung  von  D. 
nach  Produkten  adjungierter  Subd.  Aus  den  m  ersten  Z.  (Sp.)  werden 
alle  möglichen  Subd.  m^°  Grades,  aus  den  folgenden  Z.  (Sp.)  alle  adjun- 
gierten  (n  —  m)*^  Grades  gebildet.  Dem  Produkte  zweier  adjungierten 
wird  ein  solches  Vorzeichen  gegeben,  dass  das  Produkt  ihrer  Haupt- 
glieder ein  Glied  der  D.  ist.  Die  Sunmie  dieser  Produkte  ist  gleich 
der  D.  Nimmt  man  beliebige  m  und  (n  —  m)  Z.  (Sp.),  so  ist  die 
Summe  =  0,  wenn  auch  nur  eine  gemeinsame  Reihe  vorkommt"). 
Jacobi  zieht  hieraus  eine  Reihe  von  Schlüssen  über  D.  mit  Null- 
Elementen '*). 

Sehr  naheliegend  ist  die  Erweiterung  des  Satzes  nach  der  Rich- 
tung, dass  die  Produkte  aus  mehr  als  zwei  Faktoren  bestehen^*). 

Eine  andere  Erweiterung  benutzt  die  Ränderung  der  D.  und  giebt 
an,  wie  aus  jedem  durch  die  Laplace^sche  Formel  gelieferten  Resultate 
ein  neues  über  geränderte  D.  sich  ableiten  lässt^^).  Dieser  Erweite- 
rung stellt  sich  eine  andere  die  adj.  Subd.  betreffend  zur  Seite  ^®). 

20.  Entwiokelongen.  Von  weitem  Entwickelungen  wäre  noch 
zu  erwähnen  die  einer  D.,  bei  welcher  die  Diagonalglieder  an  =  bn  +  0 
heissen;  die  Entwickelung  geschieht  nach  Potenzen  von  jer.'')  Femer 
ist  die  Entwickelung  einer  einreihig  geränderten  D.  (n  + 1)**°  Grades 
nach  den  El.  des  Randes  von  Wichtigkeit^^).     Von  0.  Hesse  stanmit 


70)  Vgl.  die  Beiapiele  in  Balteer,  S.  Günther,  B.  F.  Scott,  Salman  u.  b.  w. 

71)  Recherches  sor  le  calcul  integral  et  sur  le  Systeme  da  monde.  Paris 
Ac.  d.  Sc.  (1772)  2«  part.,  p.  267.  —  Cauchy,  1.  c.  p.  100.  —  Jacobi^  1.  c.  Nr.  6. 

72)  Cauchy,  1.  c. 

73)  Jacobi,  1.  c.  Nr.  5. 

74)  Vandermonde,  1.  c.  p.  624.  —  Laplace,  1.  c.  p.  294.  —  Jacobi,  1.  c.  Nr.  8. 
76)  Netto,  J.  f.  Math.  114  (1895),  p.  345. 

76)  E,  Pascal,  Bend.  Acc.  d.  Line.  (5)  5,  (1896),  p.  188.  Das  dort  angestellte 
Theorem  folgt  übrigens  aus  dem  vorigen  vermittels  eines  allgemeinen  Satzes 
TOB  Th,  Muir,  Edinb.  Transact.  30  (1882),  p.  1,  durch  den  man  von  einer  Formel 
fiber  Subd.  zu  einer  andern  über  adjungierte  Subd.  übergehen  kann. 

77)  Laplace,  M^can.  Celeste,  1,  liv.  2,  Nr.  66.  Paris  (1799).  —  Jacobi,  J.  t. 
Math.  12  (1834),  p.  16  ==  Werke  Xu,  p.  208. 

78)  CatKihy,  I.  c.  p.  69. 
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ein  Satz  über  Zerfällung  der  gelinderten  D.,  falls  die  ungeränderte 
verschwindet^*). 

21.  Komposition  nnd  Frodukt.  Das  Produkt  einer  D.  m^  in 
eine  D.  n^  Grades  lasst  sich  durch  Aneinanderschieben  in  Diagonal- 
richtung (Laplace^scher  Satz)  leicht  als  D.  (i»  +  ^)**°  Grades  dar- 
stellen. J.  Ph.  M.  Binet  und  A,  L,  Cauchy  haben  das  Produkt 
zweier  D.  n**°  Grades  wieder  als  D.  n**°  Grades  dargestellt*).  Gleich- 
zeitig haben  sie  folgende  Erweiterung  gegeben:  Aus  zwei  Systemen 
(^iky  hk  wird  ein  drittes  dk  gebildet^  komponiert, 

an    (i  =  1, . . .  m;  Ä;  s=  1, . . .  w);    6,*    (i  =  1, . . .  n;  Ä  =  1, . . .  fw) 
dk  =  Sanbik     (t  =  1, ...  m;  i  =  1, ...  m;  A  =  1, ...  n); 

dann  ist  |  c^^  |  =  0  für  w  >  n ;  femer  |  Cf*  |  =  [  a,*  1 1 6,*  |  für  m  =  n] 

und  endlich  jcal  =^|öf<|  |6«<|  für  m<»,   wobei  t  alle  möglichen 

t 

Kombinationen  m^'  Klasse  aus  1^  2,  . . .  n  durchläuft.  Der  mittlere 
Fall  giebt  die  MultiplikationsregeP^);  die  verschiedene  Anordnung  der 
El.  in  Z.  und  Sp.  liefert  vier  verschiedene  Formen  für  das  Produkt®*). 
An  diese  Darstellung  knüpfen  sich  analytisch  und  zahlentheoretisch 
wichtige  Formeln®*). 

22.  Andere  Art  von  Komposition.  Auf  eine  andere  Art  von 
Komposition  hsi  Kronecker^)  aufmerksam  gemacht:  On  (iyh  =  l,...m) 
und  bgk  (gr,  Ä  =  1, . . .  n)  werden  zu  Cpq  =  (kkigk  (p  =  (*  —  1)^  +  ff'^ 
g  =  (Ä  —  1)»  +  A;  i,  Ä;  =  1, ...  m;  jf, Ä  =  1, ... n)  komponiert    Dann  ist 


Cpq\  ==  |aar-|6j^A!*^. 
23.  Znsammengefletzte  Determinanten.  Eingehendes  Interesse 
hat  sich  der  Frage  nach  den  ztisammengeseteten  D.  (compound  det.) 
zugewendet^  d.  h.  nach  solchen ,  deren  Elemente  selbst  wieder  nach 
gewissen  Gesetzen  gebildete  D.  sind.  Am  nächstliegenden  ist  die 
Untersuchung  der  aus  den  El.  an,  d.  h.  den  Adjunkten  der  Oik  ge- 
bildeten D.     Caiichy^)  hat  für  |  oJt  |  (i,  Ä  =  1, . . .  n)  den  Wert  ange- 

79)  J.  f.  Math.  69  (1868),  p.  319. 

80)  J.  de  Vtc.  polyt.  Cah.  16  (1812),  p.  280;  Cah.  17  (1812),  p.  29. 

81)  Weitere  Beweise  u.  a.:  J.  König,  Math.  Ann.  14  (1879),  p.  507.  M.  FaOc, 
Brit.  Ass.  Rep.  (1878),  p.  473.    A,  V.  Jamet,  Nouv.  Corresp.  M.  8  (1877),  p.  247. 

82)  Cauchy,  1.  c.  p.  83. 

83)  Ch.  Hermüe,  J.  f.  Math.  40  (1850),  p.  297.  K.  F.  Gauss  Werke  3,  p.  384. 
BälUer,  Leipz.  Ber.  (1873),  p.  362.    S.  Gundelfinger,  Z.  f.  Math.  18  (1873),  p.  312. 

84)  Vorlesungen.  K.  Hensel,  Acta  mat.  14  (1890—91),  p.  317.  Netto,  Acta 
mat.  17  (1894),  p.  200.  B.  Igel,  Monatsh.  f.  Math.  3  (1892),  p.  55.  G.  v.  Escherich, 
ib.  3  (1892),  p.  68. 

85)  1.  c.  p.  82. 
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geben;  Jacobi^  allgemeiner  für  |  aa  \  (t,  Ä  =  1,  2, . . .  m;  m  <  n).  Im 
ersten  Falle  tritt  eine  Potenz  von  D.  auf^  im  zweiten  eine  solche^ 
multipliciert  mit  einer  Subd.  \aik\- 

Diese  Sätze  sind  von  Franke^'^)  erweitert  worden;  statt  der  oj* 
werden  die  Subd.  m^^  Grades  pik  (i,  Ä  =  1,  2, ... /*)  betrachtet,  wo 

ft  =  (     J  ist,  und  die  Numerierung  auf  alle  fi  Subd.  w*®°  Grades  von 

D.  sich  erstreckt.  Femer  soll  pa  zu  pa  adjungiert  sein,  d.  h.  put  ist 
eine  Subd.  (n  —  m)*^  Grades  von  |aa|,  und  das  Produkt  der  Haupt- 
glieder von  Pik  und  pa  ist  ein  Glied  von  |a,ft|.    Es  ergiebt  sich  dann 

und  auch  hier  kann  man  die  Subd.  von  \pik\  in  ähnlicher  Weise  dar- 
stellen, wie  bei  Jtuxibi  die  Subd.  von  |aii|.®®) 

Allgemeiner  noch  ist  der  SyZve^fer'sche  Satz®^),  den  wir  kurz 
dahin  charakterisieren  können,  dass  er  sich  auf  Ränderung  der  D. 
\pik\  bezieht. 

Andere  Arbeiten  beschäftigen  sich  damit,  D.  aus  Reihen  zweier 
gegebenen  D.  zusammenzusetzen,  und  diese  neuen  D.  als  Elemente 
einer  D.  aufzufassen  •^). 

24.  Bang  der  Determinante.  Nach  Kronecker  bezeichnet  man 
als  Ba/ng  r  einer  D.  die  grösste  Zahl  von  der  Beschaffenheit,  dass 
nicht  alle  Subd.  r*~  Grades  verschwinden'^).  Durch  Yertauschung 
und  durch  lineare  Kombinationen  der  Reihen  wird  r  nicht  geändert. 
Ist  D  vom  Range  r,  so  können  seine  EL  aus  zwei  Systemen 

öi»  (i  =  1, . . .  n;  Ä  =  1, . . .  r)      und      6,*  (i  =  1, . . .  r;  Ä  =  1, . . .  n) 

komponiert  werden**).  Von  Wichtigkeit  ist  dieser  Begriff  für  viele 
Fragen  der  Algebra,  besonders  Auflösung  Unearer  Gleichungen  (IBlb). 

86)  1.  c.  §  11.  —  C.  W.  Borchardt,  Brief  an  Baltzer  (1868). 

87)  J.  f  Math.  61  (1863),  p.  850. 

88)  C.  W.  Borchardt,  J.  f.  Math.  61  (1868),  p.  353, 355,  macht  darauf  aufmerk- 
dass  der  Satz  ein  Spezialfall  des  früher  yon  Sylvester  gegebenen  ist;  Kronecker, 
Berl.  Ber.  (1882),  p.  822  weist  seine  Identität  mit  dem  obigen  von  Jacobi  nach. 
—  Vgl.  Picquet,  C.  R.  86  (1878),  p.  310;  J.  de  Vtc.  Pol.  cah.  45  (1878),  p.  201. 

89)  Phil.  Mag.  (4),  1  (1861),  p.  415.  Vgl.  Frohenius,  J.  f.  Math.  86  (1879), 
p.  54);  Berl.  Ber.  (1894),  p.  242.  —  Netto,  Acta  mat.  17  (1894),  p.  201;  J.  f.  Math. 
114  (1895),  p.  345.  B.  F.  ScoU,  Lond.  Proceed.  14  (1883),  p.  91.  C,  Ä.  v.  Velzer, 
Amer.  J.  6  (1883),  p.  164.  j^m.  Barbier,  C.  R.  96  (1883),  p.  1846;  ib.  97  (1883), 
p.  82.    K  J.  Nanson,  Lond.  phil.  Mag.  (5)  44  (1897),  p.  396. 

90)  Piequet,  1.  c.     G.  Zehfuss,  Z.  f.  Math.  7  (1862),  p.  496. 

91)  BerL  Ber.  (1884),  p.  1071. 

92)  Kronecker,  J.  f.  Math.  72  (1870),  p.  152.  Baltzer,  Determinanten,  4.  Aufl. 
Leipz.  (1875),  p.  53. 
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25.  Hier  mag  noch  ein  auf  allgemeine  D.  bezüglicher  Satz  Yon 
Mao-MaJum  erwähnt  werden  (Phil.  Trans.  185  (1894),  p.  146).  Zwi- 
schen einer  D.  und  all  den  Subd.,  deren  Hauptdii^onalen  in  die  Haupt- 
diagonale der  D.  fallen,  bestehen  2"  —  w*  +  ^  —  2  Relationen.  VgL 
auch  JfmV,  Phü.  Mag.  (1894),  p.  537;  Edinb.  Proceed.  20  (1895), 
p.  300.    Cayley,  ibid.  p.  306.    Nanson,  ibid.  (1897),  p.  362. 

26.  Syxnmetrisohe  Determinanten.  Bei  symmetrisdien,  d.  h.  sol- 
chen D.,  deren  EL  in  Beziehung  auf  die  Hauptdiagonale  symmetrisch 
sind,  bilden  auch  die  au  eine  symmetrische  D.  —  Jede  Potenz 
einer  symmetrischen  D.,  und  jede  gerade  Potenz  einer  beliebigen  D. 
ist  symmetrisch^*).  Das  Produkt  aus  einer  symmetrischen  D.  in  das 
Quadrat  einer  beliebigen  D.  ist  als  symmetrische  D.  darstellbar**). 
Ist  r  der  Rang  einer  symm.  D.,  so  hat  sie  eine  nicht  verschwindende 
Hauptsubd.  vom  Grade  r.**)  H.  G.  Grassmatm  hatte  zuerst  ange- 
geben*^), dass  zwischen  den  Subd.  symmetrischer  D.  lineare  Relatio- 
nen bestehen;  denselben  Satz  hat  später  Kronecker  wieder  gefunden*^, 
und  C,  Bunge  hat  gezeigt*^),  dass  die  von  ihm  gegebenen  Relationen 
die  einzigen  vorhandenen  sind.     Diese  haben  folgenden  Charakter: 

j       I -^1       ,      (gr=  l,...m;  Ä  =  w  + l,...2in5 1=  1,...  w  —  l,r; 

\agk\-^\aik\  Jk  =  m+l,...r-l,f»,r+l,...2w). 

Rändert  man  eine  symmetrische,  verschwindende  D.  in  symmetrischer 
Weise,  so  ist  die  entstehende  D.  als  Function  der  Randerungs-Elemente 
aufgefasst  ein  Quadrat**),  wie  sich  aus  Nr.  19  leicht  ergiebt.  Tragt  man 
Oa-^-z  statt  der  an  ein  und  setzt  die  entstehende  symmetrische  D. 
gleich  Null,  dann  hat  diese  Gleichung  in  z  nur  reelle  Wurzeln.  Die 
entstehende  Gleichung  heisst  die  „Säculargleichung^'^^).  (Vgl.  Nr.  81.) 

93)  H.  Seeliger,  Z.  f.  Math.  20  (1876),  p.  468  bestimmt  die  El.  einer  belie- 
bigen Potenz  einer  sym.  D. 

94)  0.  Hesse,  J.  f.  Math.  49  (1863),  p.  246.  —  Vgl.  über  eine  Erweiterung 
Muir,  Amer.  J.  4  (1881),  p.  361. 

96)  S.  Gtmdelfinger,  J.  f.  Math.  91  (1881),  p.  236;  vgl.  Hesse,  analyt.  Geom. 
d.  Raumes,  3.  Aufl.  Leipz.  (1881),  p.  460.     Frobenius,  Berl.  Ber.  (1894),  p.  246. 

96)  Ausdehnungslehre,  Berlin  (1862),  p.  131.  Vgl.  Mehmke,  Math.  Ann. 
26  (1886),  p.  209.  Die  Art  wie  Grassmann  statt  der  D.  gewisse  „kombinatorische 
Produktbildungen"  benutzt,  erkennt  man  am  einfachsten  aus  der  „Übersicht" 
(Arch.  f.  Math.  6  [1845],  p.  337).    Genaueres  findet  sich  in  der  „Ausdehnimgs- 

lehre"  §  37,  §  61  ff.,  §  63  ff.  Die  D.  tritt  dabei  als  ein  Produkt  /T(a,.^Ci  +  «,-,^i  H ) 

„extensiver  Grössen"  auf,  bei  dem  c^*  =  0,  c^C;^  =  — e^e^  ist. 

97)  Berl.  Ber.  (1882),  p.  821.   Vgl.  Darbaux,  J.  d.  Mat.  (2)  19  (1874),  p.  347. 

98)  J.  f.  Math.  93  (1882),  p.  319. 

99)  Cauchy,  1.  c,  p.  69. 

100)  J.  L.  Lagrange,  Mäm.  de  Berlin  (1773),  p.  108  für  n  =  3;  allgemein 
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27.  Bekurrierende  Determinanten.  Oirknlanten.  Die  Symme» 
trie  tritt  bei  reJcurrierenden  D.  aijt  =  ai^jt^2  in  noch  verstärktem  Masse 
auf.  Hankd  (L  c.)^  der  sie  als  orthosymmetrisch  bezeichnet^  stellt 
sie  als  \^k\  dar^  wo  die  Ji  die  Anfangsglieder  der  Differenzenreihen 
der  ttij^k  sind.  Diese  D.  treten  vielfach  in  der  Algebra  auf  ^®^);  ihr 
Rang  wird  dabei  von  Bedeutung. 

Einen  Specialfall  hiervon  bilden  diejenigen  rekurrierenden  D.  n"^ 
Grades^  bei  denen  On-^-i^^cti  ist^^');  und  mit  diesen  hängen  eng  die 
Cirkulanten  (vgl.  Nr.  16)  zusammen  (af,jt  =  a,.f  i^t^-i),  die  in  Beziehung 
auf  die  Nebendiagonale  symmetrisch  sind^  welche  sich  durch  Yer- 
tauschung  der  Z.  in  jene  umwandeln  lassen.  Eine  Girkulante  ist  in  das 
Produkt  aus  den  n  Faktoren 

^1  +  ®"ö^  +  ßJ*"«»  + h  ß)^"""^^"«»,      (a=  1,2,  ...n) 

auflösbar,  wobei  m  eine  primitive  n^  Wurzel  der  Einheit  bedeutet; 
daraus  folgt  sofort,  dass  eine  Girkulante  21»^*^  Grades  als  solche  n^°^ 
Grades  darstellbar  ist^*^).  Eine  Girkulante  2n*®"  Grades  kann  femer 
als  Produkt  einer  solchen  n^^  Grades  und  einer  ähnlich  gebildeten 
ausgedrückt  werden  ^^). 

28.  Halbsymmetrisohe  Determinanten.  Für  hdibsymmeirische 
D.  (ait  =  —  ati]   aii  =  0)^^)  gelten  die  Sätze:   »;*  =  »*»;  xr"  =  ^5 

•4      O   T\ 

2)  =  0  für  ungerades  n;  dagegen  0!*=  —  ai<=  ^-^ — ;  ai-,==0;   und 

D  ist  ein  Quadrat  für  gerades  w.  Jedes  Glied  von  YD  ist  ein  Produkt  von 
\n  El.  an,  deren  Indices  alle  unter  einander  verschieden  sind,  wie  z.  B. 

das  in  YD  aufbretende  Glied  a^^  «34  ...  ««—i,»  zeigt.  YD  wird  von 
Cayley  (L  c.)  =  +  (1,  2,  ..,n)  gesetzt  und  als  „Pfaffianf*  bezeichnet 

Cmtdhff,  Ezerc.  d.  Math.  4  (1829),  p.  140.  Vgl.  E.  Kummer,  J.  f.  Math.  26  (1843), 
p.  268.  G.  Bauer,  J.  f.  Math.  71  (1870),  p.  46.  Sylvester,  Phil.  Mag.  2  (1862), 
p.  138.    Barchardt,  J.  de  Math.  12  (1847),  p.  60;  J.  f.  Math.  30  (1846),  p.  38. 

101)  Jacobi,  J.  f  Math.  16  (1836),  p.  101.  Kronecker,  Berl.  Ber.  (1881),  Juni; 
J.  f.  Math.  99  (1886),  p.  346.    Frohenius,  Berl.  Ber.  (1894),  p.  241. 

102)  „persymmetrische  D."  nach  Muir,  Quart.  J.  18  (1882),  p.  264. 

103)  /.  W.  L.  Glaisher,  Quart.  J.  16  (1878),  p.  347;  ibid.  16  (1878),  p.  31. 
Vgl.  auch  I A  6,  Nr.  28,  24. 

104)  B.  F,  ScoU,  Quart.  J.  17  (1880),  p.  129. 

105)  Lagrange  u.  S.  D.  Poissan  sind  wohl,  Jacobi  zufolge,  zuerst  auf  solche 
D.  gestossen.  Vgl.  Jacobi,  J.  f  Math.  2  (1827),  p.  854.  —  Cayley,  J.  f.  Math.  88 
(1849),  p.  93,  nennt  sie  „schief- 8Jnunetrisch*^  Er  beweist  zuerst,  dass  2>  ein 
Quadrat  ist  bei  geradem  n.  J.  f  Math.  32  (1846),  p.  119;  ibid.  60  (1855), 
p.  299. 

106)  Brioscki,  J.  f.  Math.  52  (1856),  p.  133.  Cayley,  1.  c.  Vgl.  eine  Erwei- 
terung von  Muir,  Phil.  Mag.  (5)  12  (1881),  p.  391. 
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Das  Quadrat  jeder  D.  geraden  Grades  kann  in  eine  lialbsymmetrisclie 
D.  umgeformt  werden^;  so  dass  die  D.  selbst  aLs  PCiKGßan  anftriti 
Cayley  hat  femer  gezeigt  (L  c.)^  dass  wenn  man  eine  lialbsymmetrische 
D.  ungeraden  Grades  beliebig  durch  üak,  cnß  rändert^  die  entstehende 
D.  in  ein  Produkt  +  (^7  ^y  •  **)  *  (A  2, . . .  n)  zweier  Pfcififians  zerfallt 
Für  a  ^  /5  =  1  geht  daraus  der  vorige  Satz  hervor. 

29.  Schiefe  Determinanten.  Lasst  man  die  Bedingung  Ofi^O 
fallen,  so  gelangt  man  zu  den  schiefen  D.,  deren  Behandlung  gleich- 
falls  auf  Cayley  zurückzuführen  ist  (1.  c).  Die  Entwickelung  der 
schiefen  D.  nach  den  Gliedern  der  Hauptdiagonale  (Nr.  20)  liefert 
^ggi'^gc^te  ^^^  halbsymm.  D.  Ist  also  jedes  au  ^=0,  ao  treten  bei  der 
Entwickelung  von  D.  nach  Potenzen  von  0  nur  die  Glieder  mit  den 
Exponenten  n,  n  —  2,  n  —  4,  ...  auf 

30.  Oentrosymmetrische  und  andere  Determinanten.  Endlich 
seien  noch  die  centrosymmetrischen  D.  («,•»  =  a«-f-i_f,»-f-i_i)  kurz  er- 
wähnt. Jede  derartige  von  geradem  Grade  2  m  kann  als  Produkt  zweier 
D.  m^  Grades  dargestellt  werden.  Da  nun  Girkulanten  (Nr.  27)  durch 
Umstellung  der  Zeilen  zu  centrosjmmetrischen  D.  gemacht  werden 
können^  so  folgt  der  (Nr.  27)  erwähnte  Satz  leicht  aus  diesem. 

31.  Weitere  Determinantenbildnngen.  Ausser  den  angefahrten 
besonderen  Bildungen  sind  noch  viele  andere  untersucht  worden;  so 
knüpfen  sich  z.  B.  an  die  letztbesprochenen  die  centroschiefen  D.  an; 
femer  sind  die  Vandermonde^schen  oder  Poten0deierminanten  zu  er- 
wähnen^ bei  denen  a{t  =  a^^  ist^  wobei  die  vjt  beliebige  Zahlen  be- 
deuten. Die  Kettenbruch  -  Determinanten  ^^^,  die  Continuanten  (ßyJr 
vester)y  liefern  die  Darstellung  der  Zähler  und  Nenner  der  Näherungs- 
werte eines  Kettenbruches  ^^).  Hermite  betrachtet  Par.  C.  R.  41  (1855), 
p.  181,  J.  f.  Math.  52  (1856),  p.  40  Det.,  in  denen  an  und  an  konju- 
giert complex  sind.    Erweiterung  der  Säkulargleichung. 

An  die  Funktionentheorie  knüpfen  Bildungen  an  wie:  1)  die 
WronsMsche  D.;  2)  die  JacoMsche  (Funktional)-D.;  3)  die  Hesse'sche  D. 

Bei  1)  sind  die  an  Funktionen  von  X]  die  ax,-  ihre  (x  —  1)*™ 
Ableitungen  ^®^). 

107)  Painvin,  J.  d.  Math.  (2)  3  (1868),  p.  41.  J.  Sylvester,  Am.  J.  1  (1878), 
p.  344. 

108)  Sylvester,  Phil.  Mag.  6  (1869),  p.  468;  6  (1863),  p.  297.  W.  Spottis- 
woode,  J.  f.  Math.  61  (1866),  p.  209.  E.  Heine,  ibid.  57  (1860),  p.  231.  S,  Gün- 
ther, Erlangen  (1873)  u.  Math.  Ann.  7  (1874),  p.  267.  —  Vgl.  11 A  3. 

109)  C.  J.  Malmsten,  J.  f.  Math.  39  (1860),  p.  91.  Hesse,  ibid.  64  (1867), 
p.  249.  E.  B.  Christoffel,  ibid.  66  (1868),  p.  281.  Frobenius,  ibid.  76  (1878), 
p.  236.     M.  Pasch,  ibid.  80  (1876),  p.  177. 
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Bei  2)  sind  a«-  Funktionen  Ton  n  Variablen  x^, ...  Xn,  und  a^ti  ist 

düj 

_£  iio\ 

""  dx^      > 

Bei  3)  ist  a  eine  Punktion  von  rr^, ... rr„,  und  a^i  ist  =  YäTdx  '  "0 

An  die  Algebra  knüpfen  Bildungen  an  wie  Mesultanten  und  Dis- 
kriminanien.    Wir  verweisen  hierüber  auf  I  B  1  a  und  b. 

32.  Determinanten  höheren  Banges.  Determinanten  höheren 
(v*^)  Ranges  werden  aus  n*  Grössen  a^j,...*^  derart  gebildet,  dass  man 
die  Indices  gleicher  Stelle  unter  sich  vertauscht;  dann  werden  Produkte 
von  je  n  dieser  Grössen  gebildet^  bei  denen  nie  zwei  Paktoren  an 
gleicher  Stelle  gleichen  Index  haben,  und  endlich  der  frühem  Zeichen- 
regel entsprechend  das  +  Zeichen  vorgesetzt.  Alle  diese  Aggregate 
bilden  die  D.  Von  ihnen  gelten  eine  Reihe  von  Eigenschaften  der 
gewöhnlichen  Det.;  andere  sind  zu  modifizieren;  Dei  geradm  und 
solche  ungeraden  Ranges  verhalten  sich  in  manchen  Hinsichten  ver- 
schieden ^^^).  Auch  hier  ist  eine  Behandlung  im  Sinne  Grassmann' ^ 
möglich  {ß.  t?.  Escherich  1.  c),  vgl.  Anm.  96. 

33.  Unendliche  Determinanten.  Betrachtet  man  aik(i,k=lf2,.,.oo\ 
so  kann  man  Dn  =  \aik\  (iy1c^=  1^2, ... n)  als  Punktion  von  n  auffassen. 
Wächst  n,  so  gelangt  man  zum  Begriffe  tmencUicher  Det.  Vor  allem 
ist  hier  die  Existenzfrage  aufzuwerfen  ^^').  Diese  Bildungen  sind  für 
Differenzialgleichungen  von  Wichtigkeit.    Vgl  IA3  Nr.  58,  59. 

34.  ICatrisen.  Ein  System  von  m-n  Grössen  an  (i=^ly2,,..in] 
k^  1,2,  ...n)  heisst  eine  Matrix.  An  diese  Gebilde  schliesst  sich 
eine  Reihe  fundamentaler  Fragen,  deren  Behandlung  in  I A  4  (bilineare 

110)  Jaeohi,  J.  f  Math.  12  (1884),  p.  88  «=  Werke  m,  p.  238;  J.  f.  Math. 
22  (1841),  p.  319  «  Werke  HI,  p.  393.  Sylvester,  Phil.  Trans.  (1864),  p.  72. 
Cayley,  J.  f  Math.  52  (1866),  p.  276.  CUhsch,  ibid.  69  (1868),  p.  866.  Kronecker, 
ibid.  72  (1870),  p.  166  u.  s.  w. 

111)  Hesse,  J.  f.  Math.  28  (1844),  p.  88;  ibid.  42  (1861),  p.  117;  ibid.  56 
(1869),  p.  268.    Sylvester,  Cambr.  a.  Dubl  V.  J.  6  (1861),  p.  186. 

112)  Zuerst  behandelt  wurden  kubische  D.  von  Ä.  de  Gasparis  (1861).  Es 
folgten:  Dahkmder,  Oefvers.  of  E.  Akad.  Stockh.  (1868).  G.  Ärmenante,  Giom. 
di  Battagl.  6  (1868),  p.  175.  E.  Padova,  ibid.  p.  182.  G.  Zehfuss,  Frankf.  (1868). 
G.  Garbieri,  Giom.  d.  Batt.  16  (1877),  p.  89.  H.  W.  L.  Tanner,  Proceed,  Lond. 
M.  S.  10  (1879),  p.  167.  E.  F.  Scott,  ib.  11  (1880),  p.  17.  G.  v.  Escherich,  Wien. 
DenkBchr.  43  (1882),  p.  1.  L.  Gegenbauer,  ib.  43  (1882),  p.  17;  46  (1883),  p.  291; 
60  (1886),  p.  146;  66  (1889),  p.  39.    Wien.  Ber.  101  (1892),  p.  426. 

118)  G.W.  Hill,  Acta  Math.  8  (1886),  p.  1,  im Wes.  Abdruck  einer  Monogr. 
Cambridge  ü.  S.A.  (1877).    H  Poincari,  Bull.  Soc.  d.  Fr.  13  (1884—86),  p.  19; 
ti  l\  (1886— 86),  p.  77.   Helge  von  Koch,  Acta  math.  16  (1891),  p.  63;  ibid.  16  (1892 
'  bis  1898),  p.  217. 
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Formen)  gegeben  wird  Der  B^riff  des  Banges  sowie  der  Kompo- 
sition Ton  Matrizen  ist  festzustellen.  Ans  einer  Matrix  können  aaf 
verschiedene  Weise  Det  gebildet  werden.  Ihr  Zusammenhang,  sowie 
ihre  invarianten  Eigenschaften  sind  zu  untersuchen.  Hierher  gehört 
der  Fall  der  korrespondierenden  Mairissen:  On  (t  =  l,...m;  k=l,..,a) 
und  bji  0  =*  1  •••  ß'j^^h 2; ... I»),  wobei  a-\- ß  =  m  ist,  und  die  a •  ^ 
Itelationen  bestehen   Sa^tbig  =  Ck4  =  Oy  bei  denen  Proportionalitat 

(9) 

korrespondierender  Determinanten  eintritt  ^^). 

85«  IConographien.  An  Lehrbüchern  über  Determinanten  führen 
wir,  unter  Obergehung  yon  nur  für  den  Schulgebnuicli  bestimmten, 
als  hauptsachlichste  an: 

BrioBchi,  La  teoria  dei  deienninanti.    Pavia  (1864).    Deutsch,  Berlin  (1856). 
8potU»tooode,  Elementary  Theorems  relating  to  Determinante,  J.  f.  Math.  61  (1856), 

p.  209—271  u.  828—881. 
BaUur,  Theorie  u.  Anwendung  der  Determinanten.   Leipzig  (1857).  Fünfte  Aufl. 

(1881). 
Salmon,  Leifoni   introduetory  to  the  modern  higher  algebra.    Dublin  (1869). 

DeutMh  Leipz.  (1877)  v.  Fiedler. 
Hesse,  Die  Determinanten,  elementar  behandelt    Leipz.  (1872). 
OUniher,  Lehrbach  der  Determinantentheorie.     Erlangen  (1876).    Zweite  Anfl. 

(1877). 
Scott,  A  treatise  on  the  theory  of  determinants.    Cambridge  (1880). 
P.  Maneian,  ^l^ments  de  la  th^orie  des  determinants.    Paris  4®  ^d.  (1883). 
L.  LehouUeux,  Trait^  ^l^mentaire  des  determinants.    Gtenöve  (1884). 
A.  Siekenberger,  Die  Determinanten  in  genetischer  Behandlung.   München  (1885). 
Oordan,  Vorlesungen  über  Inyariantentheorie.    L  Determinanten.    Leipz.  (1885). 
Pcucal,  I  determinanti.    Milano  (1897). 

114)  Der  Begriff  der  Matrix  ist  von  Ä.  Cayley  eingeführt,  J.  f.  Math.  50 
(1866),  p.  282.  Cayley  will  die  Theorie  der  Matrizen  von  deijenigen  der  Deter- 
minanten getrennt  halten. 
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Erster  Teil.    Irrationalzahlen  nnd  Grenzbegriff. 

I.  Irrationalzalilen. 

1.  Euklid's  Verhältnisse  und  inoommensurable  Grössen.  Die 
IrrationdbaMeny  deren  principielle  Einführung  eine  der  wesentlichsten 
Grandlagen  der  allgemeinen  ArifhmeUk  bildet^  sind  nichtsdestoweniger 
zunächst  aus  geometrischen  Bedürfhissen  erwachsen:  sie  erscheinen  ur- 
sprünglich als  Ausdruck  für  das  VerhaUnis  incommensurabler  (d.  h. 
durch  kein  gemeinschaftliches  Mass  messbarer)  Streckenpaare  (z.  B. 
der  Diagonale  und  Seite  eines  Quadrats^).  In  diesem  Sinne  kann 
das  5.  Buch  des  Euklid,  welches  die  allgemeine  Theorie  der  y^Ver- 
häUnissef*  entwickelt^  sowie  das  Ton  den  incommensurablen  Grössen 
handelnde  10.  Buch  als  litterarischer  Ausgangspunkt  für  die  Lehre 
Yon  den  Irrationalzahlen  angesehen  werden.  Immerhin  behandelt 
Euklid  naturgemäss  nur  ganz  bestimmte  mit  Zirkel  und  Lineal  hm- 
siruierbare  (also^  arithmetisch  gesprochen^  durch  Quadratwurzeln  dar- 

1)  Die  sehr  umfangreichen  Abschnitte  über  Reihen  in  S.  F.  Lacroia:^  grossem 
Traitä  de  calc.  diff.  et  int^.  (8  Yols.,  2<i«  äd.,  Paris  1810—1819)  enthalten  über 
die  dementare  Beihenlehre  wenig  brauchbares. 

2)  Dass  die  Diagonale  und  Seite  eines  Quadrats  incommensurabel  seien, 
8oll  schon  Pythagoras  erkannt  haben;  s.  M.  Cantor,  Gesch.  der  Math.  1  (Lpz. 
1880),  p.  ISO.  164. 

Snejklop.  d.  mfttb.  Wiuenicb.    I.  4 
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stellbare)  LraUanalüäten  in  ihrer  Eigenscliaft  als  imcommmsunMe 
Strecken*)]  die  Anschauung,  dass  das  Verhältnis  zweier  solcher  qpC' 
gieUer  oder  gar  zweier  ganz  bdiebig  zu  denkender  incommensnrabler 
Strecken  eine  bestimnUe  (irrationale)  ZaJü  definiere,  ist  ihm,  wie  Ober- 
haupt den  Mathematikern  des  Altertums,  fremd  geblieben^). 

2.  Michael  Stifers  Arühmetioa  integra.  Aber  auch  für  die 
Arithmetiker  und  Algebraisten  des  Mittelalters  und  der  Renaissance 
sind  die  aus  der  Geometrie  übernommenen  IrraUcnalitäkn  noch  keine 
„wirklichen'' y  sondern  allenfalls  uneigenÜidte  oder  fingierte  Z(Men% 
die  lediglich  wie  ein  notwendiges  Übel  geduldet  werden.  Den  ersten 
entscheidenden  Schritt  fär  eine  richtigere  Schätzung  der  Irrational- 
zahlen verdankt  man  wohl  Michad  Stifd,  der  im  2.  Buche  seiner 
Arithmetica  integra^)  im  Anschlüsse  an  das  10.  Buch  des  Euklid  aus- 
ftlhrlich  von  den  „Numeris  irraHonalümsf*'')  handelt  Wenn  er  sich 
auch  zunächst  noch  der  aus  dem  Euklid  abstrahierten  Ansicht  an- 
schliesst,  dass  die  irrationalen  Zahlen  keine  „wirklichen^  Zahlen  seien  ^), 


8)  Näheres  darüber  (ausser  a.  a.  0.  bei  Euklid):  Klügd,  Math.  W.-B.  8, 
p.  949.  M.  Cantar  a.  a.  0.  p.  280.  ScMömiU^,  Ztschr.  f.  M.  34  (1889),  Hisi- 
lit.  Abth.  p.  201. 

4)  Euklid  sagt  (Eiern.  X,  7)  ganz  ausdrücklich:  Inkommensurable  Grössen 
verhalten  sich  nicht  wie  Zahlen  zu  einander.  —  Jean  Marie  Consiant  Duhamel 
(Des  m^thodes  dans  les  sciences  de  raisonnement,  Paris  1865 — 70)  hat  versucht 
(a.  a.0. 2,  p.  72—76),  die  Eaklidische  Yerhältnislehre  für  die  Fundierung  des  allge- 
meinen Irrationalzahlbegriffs  nutzbar  zu  machen.  Doch  verdirbt  er  schliesslich 
seine  anfänglich  richtige  Methode  durch  unnötige  Heranziehung  eines  unklaren 
geometrischen  Grenzbegriffs.  —  Dagegen  giebt  0.  Stoh  (AUg.  AriÜun.  1,  p.  85ff.X 
neben  einer  der  heutigen  Darstellungsweise  angepassten  Reproduktion  der  Eukli- 
dischen Yerhältnislehre,  die  nötigen  Andeutungen,  wie  die  letztere  zu  einer 
einwandfreien  Theorie  der  reellen  Zahlen  (insbesondere  also  auch  der  irratio- 
nalen) ausgestaltet  werden  könne.  —  Vgl.  auch:  0.  Stolz,  Grössen  und  Zahlen 
(Bektoratsrede  vom  2.  März  1891,  Lpz.  1891),  p.  16;  femer:  Nr.  18,  Fussn.  84. 

6)  „Numeri  ficti",  gewöhnlich  als  „Numeri  surdi**  bezeichnet:  diese  dem 
Leonardo  von  Pisa  (Liber  abaci,  1202)  zugeschriebene  Benennung  hat  sich  bip 
ins  18.  Jahrhundert,  in  England  (^,Swrd9f*)  bis  auf  die  Gegenwart  erhalten. 

6)  Nürnberg  1644.    Fol.  108—228. 

7)  Die  Bezeichnung  „radices  swrdaef*  gebraucht  Siifel  in  einem  engeren 
Sinne  a.  a.  0.  Fol.  184. 

8)  Die  entgegengesetzte  Angabe  bei  C.  J.  Gerhardt  (Gesch.  der  Math,  in 
Deutschi.,  München  1877,  p.  69)  scheint  mir  inkorrekt.  Die  betreffende  Stelle 
bei  Stifel  (a.  a.  0.  Fol.  108*)  lautet  ganz  unzweideutig:  „Non  autem  potest  dici 
numerus  verus,  qui  talis  est,  ut  praecisione  careat  et  ad  numeros  veros  nullam 
cognitam  habet  proportionem.  Sicut  igitur  infinitus  numerus  non  est  numerus: 
9fc  irrationalis  numerus  non  est  verus  numerus  atque  lateat  sub  quadam  infini- 
tatis  nebula." 
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80  liegt  hierin^  wie  der  betreffende  Zusammenhang  lehrt^  doch  schliess* 
lieh  nur  eine  von  der  heutigen  verschiedene  Ausdrucksweise  y  welche 
im  Orunde  nichts  anderes  besagt^  als  dass  die  irraMonalen  Zahlen 
eben  Iceme  rcUionalen  sind.  Dagegen  dokumentiert  Stifd  seine  mit 
den  modernen  Anschauungen  scLchlich  im  wesentlichen  übereinstim- 
mende Auffassung  durch  den  Ausspruch^  dass  jeder  irraMonalen  Zahl 
gerade  so  gut^  wie  jeder  roHotuüen  ein  eindeutig  bestimmter  Plate  in 
der  geordneten  Zahlenreihe  zukomme^).  Damit  erscheint  in  der  That 
das  wesentlichste  Moment^  welches  die  Irrationalitäten  als  ZaJUen 
charakterisiert,  zum  ersten  Male  scharf  hervorgehoben.  Freilich  sind 
hierbei  unter  Irrationalzahlen  immer  nur  gewisse  einfache  Wuredgrösser^ 
zu  verstehen  —  eine  Einschränkung,  die  sich  teils  aus  der  damals 
noch  bestehenden  Alleinherrschaft  der  Euklidischen  Methoden  in  der 
Geometrie  erklart,  teils  aber  auch  aus  dem  Umstände,  dass  die  Auf- 
suchung der  n*^  Wurzel  aus  einer  zwischen  g^  und  (jf  +  1)»  (^  =  ganze 
Zahl)  gelegenen  ganzen  Zahl  die  einzige  Aufgabe  war,  deren  Nicht- 
lösbturJceit  durch  eine  rationcUe  Zahl  man  damals  wirklich  nachweisen 
konnte^). 

3,  Der  IrrationalBfthlbegriff  der  analytisohen  Geometrie.  Erst 
der  allmählich  sich  vollziehende  Bruch  mit  der  Geometrie  der  Alten, 
insbesondere  die  mit  dem  Erscheinen  von  Descartes'  Geometrie  (1637) 
beginnende  Eniwickelung  der  analytisch -geometrischen  Methode,  so- 
dann die  Erfindung  der  Infinitesimalrechnung  durch  Leümiz  und  Newton 
(1684;  1687)  schuf  das  Bedürfnis,  die  Äquivalenz  zwischen  Strecken 
und  Zahlen  weiter  auszubilden  und  den  Irrationalzahlbegriff  dem- 
entsprechend zu  vervollständigen.  Hatte  schon  Descartes  beliebige 
StreckenverhaUnisse  mit  einfachen  Buchstaben  bezeichnet  und  damit 
wie  mit  Zahlen  gerechnet,  so  erscheint  die  Aussage,  dass  jedem  Ver- 
häUnis  zweier  Quantitäten  eine  Zahl  entspreche,  an  der  Spitze  von 
Newton! s  Arithmetica  universalis  (1707)  geradezu  als  Definition  der 
Zahl^^).      Und    noch   specieller    an    den    geometrischen   Begriff   der 


9)  A,  a.  0.  Fol.  108^,  Zeile  3  von  unten:  „Item  licet  infiniti  numeri  fracti 
cadeant  inter  qnoBlibet  duos  numeros  immediatos,  qnemadmodnm  etiam  infiniti 
numeri  irrationales  cadont  inter  duos  numeros  integros  immediatos.  Ex  ordi- 
mbuB  tarnen  utrarumque  facüe  est  videre,  ut  nullus  eorum  ex  stto  ordine  in  cUte- 
ntm  postü  irangmigrare." 

10)  Stifel  a.  a.  0.  FoL  103*. 

11)  ^J^umerwn  non  tam  multitudinem  unitatum  quam  abstraetam  quanti- 
tatis  cujoBYis  ad  aliam  ejusdem  generis  quae  pro  unitate  habetur  rationem  in- 
telligimtiB/*  —  Freilich  erscheint,  wie  StoU  treffend  bemerkt  (Allg.  Arithm.  1, 
p.  94),  diese  Definition  bei  N.  nur  als  eine  Art  Paradestück:  für  eine  wirkliche 

4* 
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messbaren  Grösse  anknüpfend  definiert  Chr,  Wolf,  dessen  in  der  ersten 
Hälfte  des  17.  Jahrhunderts  überaus  verbreiteten  Lehrbücher  trotz 
ihres  Mangels  an  Originalität  und  schärferer  Kritik  immerhin  als 
Ausdruck  der  damals  Ton  der  grossen  Majorität  acceptierten  Ansichten 
gelten  können :  „Zahl  ist  dasjenige^  was  sich  zur  Einheit  verhalt^  wie 
eine  gerade  Linie  zu  einer  gewissen  anderen  Geraden''^).  Die  2kJd 
erscheint  also  als  Ausdruck  für  das  Resultat  der  Messung  einer  Stecke 
durch  eine  andere,  welche  die  Rolle  der  Einheitssirecke  spielt  —  eine 
Anschauung,  die  bis  in  die  neueste  Zeit  hinein  zur  einzig  herrschen- 
den wurde  und  auch  noch  heutzutage  von  einzehien  Mathematikern 
streng  festgehalten  wird.  Jeder  Strecke  (oder  auch  —  vermöge  einer 
einfachen  und  bekannten  Modifikation  —  jedem  Punkte  einer  Geraden) 
entspricht  nunmehr  eine  bestimmte  ZaJd,  nämlich  entweder  eine  ror 
tionale  oder  eine  irraUonale,  d.  h.  zunächst  ein  nach  geeigneten  Regeln 
(Euklidisches  Verfahren  zur  Aufsuchung  des  grössten  gemeinschaft- 
lichen Masses^')  oder  unbegrenzte  Unterteilung  der  messenden  Ein- 
heitsstrecke) zu  gewinnender  unhegrenzt  fortsetzbarer  Algorithmus  in 
rationalen  Za/ilen  (unendlicher  Eettenbruch,  unendlicher  Dezimalbruch); 
die  Berechtigung,  ein  solches  unhegrefiztes  System  von  BationalmMen 
als  eine  einzige  bestimmte  ZaM  zu  betrachten,  wird  dann  ausschliess- 
lich darin  erblickt,  dass  dasselbe  als  arithmetisches  Äquivalent  einer 
gegebenen  Strecke  mit  Hülfe  derselben  Messungsmelhoden  gefunden  wird, 
welche  für  andere  Strecken  eine  bestimmte  rationale  Zahl  liefern.  Dar- 
aus folgt  nun  aber  keineswegs,  dass  man  umgekehrt  auch  berechtigt 
ist,  ein  beliebig  vorgelegtes  arithtnetisches  Gebilde  der  bezeichneten  Art 
in  dem  eben  definierten  Sinne  als  Irrationalzahl  zu  betrachten,  d.  h. 
die  Existenz  einer  jenes  Gebilde  bei  geeigneter  Messung  erzeugenden 
Strecke   als  evident  anzusehen  ^^).     Dieser  für   die   konsequente  Aus- 


Ausbildung der  Irrationalzahltheorie  auf  Grund  der  Euklidischen  YerhSltnis- 
lehre  wird  sie  keineswegs  ausgenützt.  (Vgl.  auch:  StoU^  Zur  Geometrie  der 
Alten,  Math.  Ann.  22  [1888],  p.  616.) 

12)  Elements  Matheseos  uniyersae.  1,  Halae  1710:  Elementa  Arithmeticae, 
Art.  10.    (Ich  zitiere  nach  der  mir  vorliegenden  zweiten  Auflage  von  1730.) 

18)  Eucl.  Elem.  X,  2,  3.    A.  M,  Legendre,  G^om^trie,  Livre  HI,  Probl.  19. 

14)  Der  oben  citierte  Chr.  Wolf  weiss  hierüber  nur  folgendes  zu  sagen  (a. 
a.  0.  Art.  296):  „In  geometria  et  analysi  demonstrabitur,  tales  radices,  quae  acta 
dari  non  possunt,  esse  ad  unitatem  ut  rectam  lineam  ad  rectam  aliam,  conse- 
quenter  numeros  eosque  irrationales,  cum  ex  hypothesi  rationales  non  eint." 
Das  läuft  doch  schliesslich  wieder  darauf  hinaus,  dass  von  den  arühmetiach  de- 
finierten Irrationalitäten  lediglich  die  geometrisch  komstruierharen  als  Zahlen  zu 
betrachten  sind.  Dabei  springt  nun  freilich  W.  mit  dem  Begriffe  der  geometri- 
schen Konstruierbarkeit  in  der  Weise  leichtfertig  um,  dass  er  z.  B.  Parabeln  be- 
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bildung  des  Irrationalzahlbegriffs  fundamentale  Punkt  wurde  bis  in  die 
neueste  Zeit  teils  mit  Stillschweigen  übergangen^  teils  mit  Hülfe  an- 
geblicher geometrischer  Evidenzen  abgethan  oder  durch  metaphysische 
Redensarten  über  Stetigkeit^  Orenzbegriff  und  Unendlichkleines  mehr 
verdunkelt^  als  aufgeklärt. 

4.  Das  Oantor-Dedekind'sohe  Axiom  und  die  arithmetisohen 
Theorien  der  IrrationalBahlen.  G.  Cantor  hat  wohl  zuerst  scharf 
hervorgehoben,  dass  die  Annahme,  jedem  nach  Art  einer  Irrationalzahl 
definierten  arithmetischen  Gebilde  müsse  eine  bestimmte  Strecke  ent- 
sprechen, weder  selbstverständlich,  noch  beweisbar  erscheine,  vielmehr 
ein  wesentliches,  rein  geometrisches  Axiom  involvieret^).  Und  fast 
gleichzeitig  hat  iZ.  Dedehind  gezeigt,  dass  das  fragliche  Axiom  (oder, 
genauer  gesagt,  ein  ihm  gleichwertiges)  derjenigen  Eigenschaft,  welche 
man  bisher  ohne  jede  zulängliche  Definition  als  Stetigkeit  der  geraden 
Linie  bezeichnet  hatte,  erst  einen  greifbaren  Inhalt  giebt^®).  Um  die 
Grundlagen  der  allgemeinen  Arithmetik  von  einem  derartigen  geome- 
trischen Axiome  völlig  unabhängig  zu  machen,  hat  jeder  der  beiden 
genannten  Autoren  seine  besondere  rein  ariÜimetische  Theorie  der 
Irrationalzahl  entwickelte^).  Einer  anderen,  gleichfalls  rein  arithme- 
tischen Einführungsart  hatte  sich  schon  seit  längerer  Zeit  K,  Wei^strass 
in  seinen  Vorlesungen  über  analytische  Funktionen  bedient  e®).    Cantor 


liebig  hoher  Ordnung  ohne  weiteres  als  konstruierbar  ansieht  und  diese  sodann 

znr  angeblichen  Konstruktion  von   yx  benutzt!  (a.  a.  0.  Elementa  Analyseos, 
Art.  630). 

15)  Math.  Ann.  6  (1872),  p.  128. 

16)  Stetigkeit  und  irrationale  ZaMen.  Braonschweig  1872.  —  Das  betreffende 
Axiom  erscheint  daselbst  in  folgender  Fassung:  „Zerfallen  alle  Punkte  der  Ge- 
raden in  zwei  Klassen  von  der  Art,  dass  jeder  Punkt  der  ersten  Klasse  links  von 
jedem  Punkte  der  zweiten  Klasse  liegt,  so  existiert  ein  und  nur  ein  Punkt,  wel- 
cher diese  Einteilung  .  .  .  hervorbringt.** 

17)  A.  a.  0.  —  Die  Cotitor^sehe  Theorie  wurde  ungefähr  um  dieselbe  Zeit, 
wie  von  ihrem  Verfasser  selbst,  auch  von  E,  Heine  (mit  ausdrücklichem  Hin- 
weis auf  mündliche  Mitteilungen  Cantor's)  in  etwas  ausführlicherer  Weise  publi- 
ziert: J.  f.  Math.  74,  p.  174  ff.  —  Dagegen  hat  Ch.  Meray  die  Grundlagen  dieser 
Theorie  unahMngig  yon  Cantor  gleichfalls  aufgefunden  und  ungeßüir  gleichzeitig 
mit  Ccmtor  und  Heine  Teröffentlicht  in  seinem:  Nouveau  Pr^cis  d* Analyse  infini- 
tesimale, Paris  1872. 

18)  Die  Grundprinzipien  der  TT.'schen  Theorie  hat  zuerst  H.  Kossak  kurz 
mitgeteüt  in  einer  Programmabhandlung  des  Werder'schen  Gymnasiums,  Berlin 
1^72  (p.  18  ff.).  —  Ausfahrlicheres  findet  man  bei  8.  Pincherle,  Giom.  di  mat. 
18  (1880),  p.  186  ff.  —  0.  Biermann,  Theorie  der  analytischen  Functionen, 
Leipzig  1887,  p.  19  ff. 
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selbst  hat  im  21.  Bande  (1883)  der  Math.  Ann.  (p.  565  ff.)  alle  drei 
Definitionsformen  einer  kritischen  Yergleichung  unterzogen  und  bei 
dieser  Gelegenheit  seine  erste  Darstellung  (wohl  im  Anschluss  an  die 
von  Heine  gegebene)  einigermassen  modificiert^  derart^  dass  die  Tren- 
nung der  zu  definierenden  IrraMonalzM  von  jeglicher  GrenevarsteUung 
noch  schärfer  zum  Ausdruck  kommt. 

5.  Die  Theorien  von  'Weierstraas  und  Oantor.  Die  Weier- 
strass^Bche  Theorie  und  die  etwas  bequemer  zu  handhabende  Cantor^schej 
welche  man  mit  Heine^^)  passend  als  eine  glückliche  Fortbildung  der 
ersteren  bezeichnen  kann^  knüpfen  beide  an  eine  bestimmte  formale 
Da/rsteUwng  der  Irrationalzahlen  an^  als  deren  einfachster  und  jeder- 
mann geläufiger  Typus  diejenige  durch  unendliche  DezimdUmiche  er- 
scheint^). Während  aber  TT.  hiervon  das  Prinzip  der  SummenbUdung 
als  ausschliessliches  Erzeugungsmoment  beibehält^  so  entnimmt  C  jenem 
Vorbilde  den  allgemeineren  Begriff  der  sog.  Fundamentalreihe ,  d.  h. 
einer  Reihe  von  rationalen  Zahlen  a,  von  der  Beschaffenheit^  dass 
\ay^^  —  a^\  für  einen  hinlänglich  gross  gewählten  Wert  von  v  und 
jeden  Wert  von  q  heliebig  Mein  wird.  Wesentlich  ist  sodann^  dass  die 
zu  definierende  allgemeine  reelle  Zahl  (welche  je  nach  Umständen  eine 
rationale  oder  irrationale  sein  kann)  nicht  etwa  als  Summe  einer  y^un- 
endlichen^^  Anzahl  von  Elementen  oder  als  „unencßich  entfemtesf^  Glied 
einer  Reihe  durch  irgend  welchen  nebelhaften  Greneprozess  gewonnen 
wird.  Dieselbe  erscheint  vielmehr  als  ein  fertiges^  neu  geschaffenes 
Objekt,  oder,  noch  konkreter  nach  Heine*^),  als  ein  neues  ZoMzeicheHy 
dessen  Eigenschaften  aus  denjenigen  der  definierenden  rationalen  Ele- 
mente eindeutig  festgestellt  werden,  dem  ein  eindeutig  bestimmter  Platz 
innerhalb  des  Gebietes  der  rationalen  Zahlen  angewiesen  wird,  und 
mit  welchem  nach  bestimmten  Regeln  gerechnet^^)  werden  kann.    Die 

19)  A.  a.  0.  V  178. 

20)  Eine  ausführliche  Darstellung  der  Cantor'schen  Theorie,  welche  zweck- 
mässig die  Lehre  von  den  systematischen  Brüchen  (Yerallgemeinerang  der  Dez.- 
Br.)  zum  Ausgangspunkte  nimmt,  findet  man  bei  StoU,  Allg.  Arithm.  1,  p.  97  ff. ; 
eine  andere,  für  den  Anfönger  gleichfalls  nicht  anzweckmässige  Darstellung,  bei 
welcher  zur  Definition  der  Irrationalzahlen  und  ihrer  Rechnungsoperationen  zwei 
monotone  Zahlenfolgen  (s.  Nr.  18  dieses  Artikels)  dienen,  giebt  P.  Bachmami, 
Vorl.  über  die  Natur  der  Irrationalzahlen  (Lpz.  1892),  p.  6  ff. 

21)  A.  a.  0.  p.  178:  „Ich  stelle  mich  bei  der  Definition  (der  Zahlen)  auf 
den  rein  formalen  Standpunkt,  indem  ich  gewisse  greifbare  Zeichen  Zählen  nenne, 
so  dass  die  Existenz  dieser  Zahlen  also  nicht  in  Frage  steht."  —  Anders  Cantor: 
Math.  Ann.  21  (1888),  p.  568. 

22)  Vgl.  Fincherle  a.  a.  0.  Art.  18,  28.  Biermann  a.  a.  0.  p.  24.  Heine 
a.  a.  0.  p.  177.     CarOor,  Math.  Ann.  6,  p.  126;  21,  p.  668. 
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auf  diese  Weise  definierten  allgemeinen  reellen  Zahlen  sind  natürlich 
zunächst  nicht  als  Zeichen  für  bestimmte  Quantitäten  (zähl-  oder  mess- 
bare Grossen)  anzusehen^  und  die  für  sie  definierten  Begriffe  y^össer^^ 
und  yjdeiner^  bezeichnen  demgemäss  keine  QuantitätstmtersaJiiede,  son- 
dern lediglich  Saccessionen,  Insbesondere  erleidet  hierbei  also  auch 
der  Begriff  der  rationalen  Zahlen  eine  Erweiterung  in  dem  Sinne^  dass 
sie  als  2jeichen  erscheinen^  denen  in  erster  Linie  lediglich  eine  be- 
stimmte Succession  zukommt '^)^  und  die  wohl  bestimmte  Quantitäten 
vorstellen  können^  aber  nicht  müssen.  Wird  dieser  entscheidende  Punkt 
übersehen**),  so  erscheinen  Einwendungen  begreiflich,  wie  sie  von  jB.  lUi- 
gens  gegen  die  Theorien  von  Weierstrass  und  Ca/ntor  mit  Unrecht  erhoben 
worden  sind  **).  Dass  im  übrigen  die  Weterstrass-Cantor'^c^Qn  Zahlen 
(einschliesslich  der  irrati(malen)  zur  Darstellung  bestimmter  Quantitäten 
z.  B.  Strecken  benützt  werden  können,  ist  von  den  Verfassern  der  be- 
treffenden Theorien  ausdrücklich  gezeigt  worden**):  jeder  Strecke  ent- 
spricht (nach  Fixierung  einer  beliebigen  Einheitsstrecke)  eine  und  nur 
eine  bestimmte  Zahl,  Das  Umgekehrte  gilt  natürlich  wiederum  nur 
für  rationale  und  spezielle  irrationale  Zahlen;  für  beliebige  Irratiofwl- 
zaJUen  nur  dann,  wenn  man  das  in  Art.  4  erwähnte  geometrische 
Axiom  gelten  lässt*^). 

6,  Die  Theorie  von  Dedekind.  Dedekind  definiert  die  Irrational- 
zahl, ohne  direkte  Benützung  irgend  eines  arithmetischen  FormaUsmus, 
mit  Hülfe  des  von  ihm  eingeführten  Begriffs  des  yßchnittes^^^)]  darunter 
versteht  er  eine  Scheidung  aller  Rationalzahlen  in  zwei  Klassen  von 


28)  Man  kann,  von  diesem  Begriffe  der  eindeutigen  Succession  ausgehend, 
zu  einem  vollkommen  einheitlichen  Aufban  der  Zahlenlehre  gelangen,  wenn  man 
von  vornherein  die  natürlichen  Zahlen  nidit,  wie  üblich,  auf  Grund  des  Anzahl- 
begriffe  als  Zarduialzahlen,  vielmehr  (nach  dem  Vorgange  von  H.  HelmhoUz  und 
L.  Kronecker)  als  Ordtno/zahlen  einführt.  Vgl.  meinen  Aufsatz  Münch.  Ber.  27 
(1S97),  p.  826. 

24)  S.  z.  B.  B,  lApschitz,  Grundl.  d.  Anal.,  Abschnitt  I,  und  vgl.  meinen 
Vortrag:  Über  den  Zahl-  und  Grenzbegriff  im  Unterricht.  Jahresb.  d.  D.  M.-V. 
6  (1848),  p.  78. 

26)  Math.  Ann.  ZZ  (1889),  p.  155;  desgl.  85,  p.  451.  Replik  von  Camtor: 
ebend.  88,  p.  476.  —  Vgl.  auch  Pringsheim,  Münch.  Sitzber.  27,  p.  822,  Fussnote. 

26)  Tindkerle  a.  a.  0.  Art.  19.    Cantor,  Math.  Ami.  5,  p.  127. 

27)  Bei  Pineherk,  dessen  Darstellung  der  TT. 'sehen  Theorie  freilich  keines- 
wegs als  eine  authentische  angesehen  werden  kann,  wird  merkwürdiger  Weise 
jenes  Axiom  (in  der  2>e(k)(:»nd*schen  Form)  wiederum  als  eine  selbstverständliche 
Thatsache  betrachtet  (a.  a.  0.  Art.  20). 

28)  A.  a.  0.  §  4. 
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Individuen  (oj)  und  (a^),  so  dass  durchweg  ai<,a^,  Ist  dann  unter 
den  Zahlen  a^  eine  grössie  oder  unter  den  Zahlen  a^  eine  kleinste,  so 
ist  die  betreffende  {rationale)  Zahl  gerade  diejenige^  welche  den  frag- 
lichen Schnitt  hervorbringt.  Im  andern  Falle  wird  demselben  ein  neu 
geschaffenes  Individuum  a,  eine  Irrationalssdhl,  zugeordnet  und  als 
diesen  Schnitt  hervorbringend  angesehen.  Auf  Grund  dieser  Definition 
lassen  sich  sodann  die  Beziehungen  dieser  neuen  Zahlen  a  unterein- 
ander und  zu  den  rationalen  Zahlen  a,  sowie  die  elementaren  Rechen- 
operationen eindeutig  feststellen^  wie  2).  selbst  im  wesenÜichen  durch- 
geführt hat.  Eine  ausführlichere  Darstellung  in  mehr  geometrischem 
Gewände  hat  M.  Pasch  in  seiner  ^^inleitung  in  die  Differential-  und 
Integral-Rechnung'^  gegeben  ^^)  und  dieser  später  einige  Modifikationen 
hinzugefügt*®),  welche  die  in  Wahrheit  doch  wesentliche  arithmetische 
Grundlage  jener  Theorie  deutlicher  hervortreten  lassen. 

Gerade  dadurch,  dass  die  Dedekin(Fsc\ie  Einführungsart  der  Ir- 
rationalzahlen  an  keinerlei  arithmetischen  Algorithmus  anknüpft,  ge- 
winnt  sie  den  Vorzug  einer  ganz  besonderen  Kürze  und  Prägnanz. 
Aus  dem  nämlichen  Grunde  erscheint  sie  aber  auch  merklich  ab- 
strakter und  schliesst  sich  dem  Kalkül  weniger  bequem  an,  als  die 
Cbn^'sche.  Nicht  unzweckmässig  hat  daher  J.  Tannery  in  seiner 
„Introduction  ä  la  Theorie  des  Fonctions"'^)  eine  Darstellung  gewählt, 
welche  von  der  Deeüe^ind'schen  Definition  ausgehend  weiterhin  durch 
Heranziehung  der  Cantor'schen  Fundamentalreihen  an  dessen  Theorie 
Anschluss  gewinnt. 

?•  Du  BoiB-Beymond*8  !Eampf  gegen  die  arithmetisohen  Theo- 
rien. Der  Trennung  des  Zahl-BegriSs  von  demjenigen  der  messbaren 
Grösse,  wie  sie  durch  die  arithmetischen  Theorien  der  Irrationalzahlen 
statuiert  wird,  ist  insbesondere  P.  Du  Bois-Beymond  mit  Entschieden- 


29)  Leipzig  1882,  §§  1—3. 

30)  Math.  Ann.  40  (1892),  p.  149. 

31)  Paris  1886,  Chap.  1.  —  Übrigens  begeht  Tannery  einen  Irrtum,  wenn 
er  (p.  IX)  den  eigentlichen  Grundgedanken  der  Bedekind' sehen  Theorie  J,  Ber- 
trand  (Trait^  d'Arithm<^tique)  zuschreibt,  wie  Dedekind  mit  Recht  in  der  Vor- 
rede seiner  Schrift:  „Was  sind  nnd  was  sollen  die  Zahlen?"  hervorgehoben  hat 
(p.  XIV).  Bertrand  benützt  die  beiden  im  Texte  mit  ((34),  (o,)  bezeichneten 
Klassen  thatsächlich  nur,  ganz  wie  die  älteren  Mathematiker,  zur  angenäherten 
Darstellung  der  Irrationäleahl ;  ihre  Definition  knüpft  er  keineswegs  an  den  ihm 
fremden  Begriff  des  Schnittes,  sondern  durchaus  an  denjenigen  der  messbaren 
Grösse  (s.  a.  a.  0.  11.  Aufl.,  1895,  Art.  270.  313),  und  er  usurpiert  stillschwei- 
gend für  die  Begründung  der  Addition  und  Multiplikation  der  Irrationalzahlen 
(Art.  314.  316)  das  Axiom  des  Art.  4. 
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heit  entgegengetreten'^).  In  seiner  ^allgemeinen  Funktionentheorie^^ 
(Tübingen  1882)  verwirft  er  dieselbe  als  formalistiscli^  die  Analysis 
zu  einem  blossen  Zeichenspiele  herabwürdigend^)^  und  betont  aus 
historischen  und  philosophischen  Gründen  den  untrennbaren  Zusam- 
menhang der  Zahl  mit  der  messbaren  oder^  wie  er  sie  nennt^  Jineä- 
ren^  Grösse.  Dabei  reduziert  er  die  in  dem  Axiome  des  Art.  4  ent- 
haltene Forderung  auf  diejenige  der  Decimalbrtichgrenze,  A  h.  der 
Existenz  einer  bestimmten  Sirecke,  welche  (in  dem  oben  —  Nr.  3  — 
näher  erörterten  Sinne)  einem  beliebig  vorgelegten  unendlichen  Dezi- 
malbruche entspricht'^).  Er  sieht  nun  diese  Aussage  nicht  ohne  wei- 
teres als  ein  Axiom  an^  sondern  untersucht^  in  wieweit  sich  dieselbe 
durch  Betrachtungen  wesentlich  psychologischer  Natur  begründen  lasse. 
Über  den  erkenntnisiheareHschen  Wert  dieser  Auseinandersetzung**) 
wird  an  späterer  Stelle  zu  berichten  sein**).  Für  den  Mathematiker 
kommt  dabei  schliesslich  kaum  etwas  anderes  heraus^  als  dass  er  die 
fragliche  Forderung  als  Axiom  gelten  lassen  muss^  wenn  er  die  Lehre 
von  den  Irrationalzahlen  auf  diejenige  von  den  messbaren  Grössen  be- 
gründen will.  Es  ist  dies  der  Standpunkt^  den  in  neuester  Zeit  G,  Ascoli 
gegenüber  den  arithmetischen  Irrationalzahltheorien  als  den  ihm  einzig 
natürlich  erscheinenden  hervorgehoben  hat'^).  Immerhin  dürfte  sich 
heutzutage  die  bei  weitem  grosse  Mehrzahl  der  wissenschaftlichen  Mathe- 


82)  Herrn.  Hankel  (Theorie  der  complexen  Zahlensysteme)  schrieb  schon 
1867,  also  zu  einer  Zeit,  wo  ihm  höchstens  die  TFeier^fra^'sche  Theorie  durch 
mündliche  Mitteilung  bekannt  sein  konnte,  folgendes  (a.  a.  0.  p.  46):  „Jeder 
Versuch,  die  irrationalen  Zahlen  formal  und  ohne  den  Begriff  der  Grösse  zu  be- 
handeln, muss  auf  höchst  abstruse  und  beschwerliche  Künsteleien  führen,  die, 
selbst  wenn  sie  sich  in  vollkommener  Strenge  durchführen  liessen,  wie  wir  ge- 
rechten Grund  haben  zu  bezweifeln,  einen  höheren  wissenschaftlichen  Wert  nicht 
haben.**  Es  erscheint  äusserst  merkwürdig,  dass  gerade  der  Schöpfer  einer  rein 
formalen  Theorie  der  Bationalzahlen  für  die  entsprechende  Weiterbildung  des 
Zahlbegriffs  so  wenig  Verständnis  gezeigt  hat. 

38)  A.  a.  0.  Art.  18. 

34)  Diese  Forderung  reicht  in  der  That  hin,  da  sich  jede  beliebige,  arith- 
metisch definierte  Irrationalzahl  als  systematischer  Bruch  mit  beliebiger  Basis 
darstellen  lässt,  s.  Nr.  9,  Fussnote  48. 

36)  A.  a.  0.  p.  1—168. 

36)  VI  A  2  a,  8  a. 

87)  Bend.  Ist.  Lomb.  (2)  28  (1895),  p.  1060.  —  Ä.  formuliert  dabei  jenes 
Axiom  folgendermassen:  „Liegt  von  den  Segmenten  04 &i,  a,&,,  0,6,,  ...  jedes 
ganz  im  Innern  des  vorhergehenden  und  ist  lim  a„&^  =  0,  so  giebt  es  stets  einen 

n=oo 

und  nur  einen  Punkt,  der  im  Innern  aller  dieser  Segmente  liegt.** 
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matiker  einer  der  rein  a/rilkmetischen  Definitionsformen  der  Irrational- 
zahlen angeschlossen  haben  und  somit  einer  Trennung  der  reinen 
Zahlenlehre  von  der  eigentlichen  Grössenlehre  zustimmen^).  Die  Ein- 
führung jenes  Axioms  wird  bei  dieser  Auffassung  erst  erforderlich^ 
wenn  es  sich  danmi  handelt,  die  innerhalb  der  reinen  ArithmeHk  ohne 
seine  Mitwirkung  zu  Recht  bestehenden  Ergebnisse  in  die  Baum" 
anschauung  zu  übertragend^). 

8.   Die  voUkommene  ArithmetiBierang  im  Sinne  Kroneoker*8. 

Während  die  Anhanger  der  eben  bezeichneten  „arithmetisierenden'^ 
Richtung  sich  damit  begnügen,  die  Definition  der  IrrcMonalzahlen  und 
der  damit  auszuführenden  Rechnungsoperationen  auf  die  Lehre  von 
den  roMoncUeny  aldo  schliesslich  von  den  ganzen  Zahlen  zu  begründen, 
hat  Kronecker  einen  wesentlich  höheren  Grad  von  jyArühmeHsierung'^ 
der  gesamten  Zahlenlehre  (Arithmetik,  Analysis,  Algebra)  als  erstre- 
benswertes und  nach  seiner  Meinung  auch  erreichbares  Ziel  hinge- 
stellt^^). Darnach  sollen  die  arithmetischen  Disciplinen  alle  „Modifir 
koMonen  und  Erweiterungen  des  Zahlbegriffs  (ausser  demjenigen  der 
natürlichen  Zahl)  wieder  abstreifend^  insbesondere  sollen  also  die  Ir- 
raüofialzahlen  endgültig  daraus  verbannt  werden.  Dass  es  je  dahin 
kommen  werde,  scheint  mir  nicht  gerade  wahrscheinlich^^).  Denn 
beachtet  man,  was  Kronecker  a.  a.  0.  zur  Beseitigung  der  negativen 
und  gebrochenen^^) y  sowie  der  algebraischen  Zahlen  vorschlägt,  so  ge- 
winnt man  den  Eindruck,  dass  die  fit^liche  voUkommene  Arithmetik 
sierung  jener  Disciplinen  darauf  hinauslaufen  würde,  deren  wohlerprobte 
Ausdrucksweise  und  Zeichensprache,  welche  äusserst  verwickelte  Re- 
lationen zwischen  natürlichen  Zahlen  in  kürzester  und  vollkommen 
präciser  Weise  zusammenfassty  in  einen  höchst  weitläufigen  und  schwer- 
fälligen Formalismus  aufzulösen. 


38)  Vgl.  anch  HelmhoUz,  Ges.  Abh.  8,  p.  359. 

39)  Vgl.  F.  Klein,  Math.  Ann.  37  (1860),  p.  572. 

40)  J.  f.  Math.  101,  p.  838.  —  Das  inzwischen  zum  Terminus  technicus 
gewordene  Schlagwort  „ÄrithmeHsierung"  ist  wohl  von  K  zuerst  gebraucht 
worden. 

41)  Vgl.  meinen  oben  citierten  Aufsatz:  Münch.  Sitzber.  27,  p.  328,  Fuss- 
note.  Femer:  E.  B.  Christoffel,  Ann.  di  Mat.  (2)  15  (1887),  p.  253.  (Der  Inhalt 
dieses  Aufsatzes  ist  im  übrigen  wesentlich  zahlentheoretischer  Natur.) 

42)  Die  von  Kronecker  benützte,  auf  dem  arithmetischen  Begriffe  der  Kon- 
gruenz beruhende  Methode  ist  übrigens  genau  dieselbe,  welche  schon  von  Cauchy 
zur  Beseitigung  der  imaginären  Zahlen  entwickelt  wurde:  Exerc.  d'anal.  et  de 
phys.  math.  4  (1847),  p.  87.    Vgl.  I A  2,  Nr.  8. 
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9.  Versohiedene  Darstelliuigsfonneii  der  Irrationalgahlen  und 
Irrationalität  gewisser  Darstellungsformen.  Den  einfachsten  Typus 
von  ZcMreihen  zur  Darsteütmg  der  IrrcUionälzcMen  bilden  die  unend- 
lichen^  d.  h.  unbegrenzt  fortsetzbaren  systematischen  Brüche^^).  Schon 
bei  Theon  von  Älexandria^)  findet  sich  eine  Methode  zur  angenäherten 
Berechnung  der  Quadratwurzeki  mit  Hülfe  von  Sextigesimal-Br^chen, 
Die  letzteren  blieben  auch  noch  im  Mittelalter  ausschliesslich  in  Ge- 
brauch und  wurden  erst  seit  dem  16.  Jahrhundert  allmählich  durch 
die  Desstnud-Br^che  verdrängt**).  Statt  der  in  der  Praxis  jetzt  allge- 
mein üblichen  DßetmaJ-Brüche  erweisen  sich  die  dyadisdien^\  wegen 
ihrer  ausserordentlichen  formalen  Einfachheit  und  besonderen  geome- 
trischen Anschaulichkeit,  für  die  Zwecke  analytischer  Beweisführung 
als  vorzugsweise  geeignet. 

Die  nidd -periodischen  unendlichen  Dezimalbrüche  dürfen  als  die 
ersten  arithmetischen  Darstellungsformen  gelten,  deren  Irrationalität 
man  (auf  Grund  der  eindeutigen  Darstellbarkeit  jedes  rationalen  Bru- 
ches durch  einen  allemal  periodischen  unendlichen  Dezimalbruch*^)) 
ausdrücklich  erkannt  hat.  Dass  umgekehrt  jede  Irrationalzahl  durch 
einen  unendlichen  Decimalbruch  (bezw.  systematischen  Bruch  mit  be- 
liebiger Basis)  eindeutig  darstellbar  ist,  wurde  von  Stolz  allgemein 
bewiesen*®). 

Eine  zweite  fundamentale  Darstellungsform  der  Irrationalzahlen, 
nämlich  durch  unendliche  Kettenbriiche^^)  knüpft  gleichfalls  an  das  Pro- 
blem der  Quadratwurzelausziehung  an.  Die  Berechnung  einer  Quadrat- 
wurzel mit  Hülfe  eines  unbegrenzt  fortsetzbaren  regelmässigen  Ketten- 
hruches^)    lehrte    zuerst    (freilich   nur   an   ZoÄfew- Beispielen)   Pietro 


43)  Eine  ausführliche  Theorie  derselben  bei  StoU^  Allg.  Arithm.  1,  p.  97  ff. 

44)  Um  360  n.  Chr.     M.  Comtor,  1,  p.  420. 

46)  Vgl.  M,  Cantor,  2 ,  p.  262.  666— 6«9.  —  Siegm.  Günther,  Verm.  Unters, 
zur  Glesch.  der  math.  Wissensch.  (Leipzig  1876),  p.  97  ff. 

46)  Auf  die  Vorzüge  des  dyadischen  Systems  hat  u.  a.  Leibnis  besonders 
aufinerksam  gemacht:  M^m.  Par.  1703.    (Opera  omnia,  Ed.  Butens,  8,  p.  390.) 

47)  Joh.  Wallisii  de  Algebra  Tractatus  (1693),  Gap.  80. 

48)  A.  a.  0.  p.  119. 

49)  In  Wahrheit  wäre  diese  DarsteUungsform  durch  den  geometrischen 
Ursprung  der  Irrationalzahl  als  Verhältnis  incommensuräbler  Strecken  und  durch 
die  Euklidische  Methode  zur  Feststellung  der  Commensurabilität  bezw.  Incom- 
mensurabilität  (Elem.  X  2,  3)  unmittelbar  angezeigt  gewesen.  Die  historische 
EntWickelung  hat  indessen  einen  anderen  Gang  genommen. 

60)  D.  h.  eines  solchen,  dessen  Teilzähler  durchweg  =»  1,  dessen  Teilnenner 
natürliche  Zahlen  sind. 
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Cataidi^^)^  welcher  darnach  überhaupt  als  Erfinder  der  Kettenbrücke 
anzusehen  ist^^).  Das  von  Cataldi  aufgefundene  rein  numerische  Ver- 
fahren erscheint  unter  der  Form  einer  allgemeinen  analytischen  MeOtode 
bei  Leonhard  Euler j  dem  man  die  erste  zusammenhängende  Theorie 
der  Kettenbrüche  verdankt.  Schon  in  seiner  ersten  Abhandlung^) 
über  diesen  Gegenstand  zeigt  er  u.  a.  folgendes:  Jeder  rationale  Bruch 
lasst  sich  durch  einen  endlichen  ^  jeder  irralionale  durch  einen  unend- 
lichen regelmässigen  Eettenbruch  darstellen.  Insbesondere  liefert  die 
Entwickelung  einer  Quadrattvurjsel  stets  einen  periodischen  regelmässi- 
gen Eettenbruch;  umgekehrt  genügt  jeder  convergente  Kettenbruch 
dieser  Gattung  einer  quadratischen  Gleichung  mit  ganzzahligen  Go- 

efficienten^).     Sodann  v^rerden  die  Zahlen  e,  — ^^—  u.  a.  durch  Ket- 

tenbrüche  dargestellt '^)  —  zunächst  freilich  rein  numerisch  (d.  h.  indem 
näherungsv^reise  gesetzt  wird:  e  =  2,71828182845904).  Das  auf  diesem 
Wege  durch  blosse  Induktion  gefundene  Gesetz  für  die  Bildungsweise 
der  unendlichen  Kettenbrüche  wird  aber  hierauf  auch  analytisch  wirklich 
bewiesen:  damit  hat  in  der  That  Euler  die  Irrationalität  von  e  und  c* 
zum  ersten  Male  festgestellt^). 

Mit  Hülfe  allgemeinerer  Kettenbruch -Entwickelungen  gelang  es 
sodann  Joh,  Heinr.  Lambert^''),  die  IrraMonalität  von  e*,  tango;  und  somit 
auch  von  lg  x,  arctang  x  für  jedes  roMonale  Xj  insbesondere^)  also  die- 
jenige von  jt  (=  4  arctang  1)  nachzuweisen^^).  Eine  Abkürzung  dieser 
Beweise  und  zugleich  ein  aUgemein  nützüches  Hülfsmittel  zur  Erkenntnis 


51)  Trattato  del  modo  brevissimo  di  trovare  la  radice  qnadra  delli  numeri. 
Bologna  1613. 

52)  Auch  die  heutige  Bezeichnung  der  Kettenbrüche  (sowohl  die  gewöhn- 
liche, als  auch  die  gedrängtere,  vgl.  Fussn.  388)  findet  sich  schon  bei  C,  mit  dem 
einzigen  Unterschiede,  dass  er  &  statt  -|-  (bezw.  •&  statt  -|-)  schreibt  (so  z.  B. 
a.  a.  0.  p.  70).  Die  Annahme,  dass  schon  die  Griechen,  insbesondere  Ärchitnedes 
und  Theon  von  Smyma  (um  130  n.  Chr.),  die  Berechnung  von  Quadratwurzeln  mit 
Hülfe  von  Kettenbrüchen  im  Prinzipe  gekannt  hätten,  beruht  lediglich  auf  Kon- 
jekturen.   Vgl.  M.  Cantar,  1,  p.  272.  869. 

53)  De  fractionibus  continuis.     Comment.  Petrop.  9  (1787),  p.  98. 

54)  Dieser  Satz  bildet  bekanntlich  die  Grundlage  wichtiger  Untersuchungen 
in  der  Theorie  der  quadratischen  Formen  (Euler^  Lagrange,  Legendre,  Dirichlet, 
s.  I  C  2)  und  der  numerischen  Auflösung  algebraischer  Gleichungen  {Lagrange^ 
s.  I  B  8  a). 

55)  Die  Bezeichnungen  e  und  n  stammen  von  Euler,  vgl.  F,  Budio,  Archi- 
medes,  Huygens,  Lambert,  Legendre.    Leipzig  1892,  p.  58. 

56)  Vgl.  meine  Note  in  den  Münch.  Sitzber.  1898,  p.  325. 

57)  Hist.  de  l'Acad.  de  Berlin,  Annäe  1761  (gedruckt  1768),  p.  265. 

58)  A.  a.  0.  p.  297. 
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des  Irrationaleii  lieferte  Legendre^s  Satz  von  der  Irrationalität  eines 
jeden  unendlichen  Eettenbruches: 


a 
fQr  den  Fall,  dass  die   ^  gewöhnliche  ächte  Brüche  sind*^*).    Mit  Be- 

V 

nützung  dieses  Satzes  dehnte  zunächst  Legendre  den  Irrationalitäts- 
beweis noch  auf  Ä*  aus.  Auch  beruht  darauf  z.B.  der  von  G. Eisenstein^) 
gegebene  Beweis  für  die  Irrationalität  gewisser  in  der  Theorie  der 
elliptischen  Funktionen  vorkommender  Reihen  und  Produkte,  wie: 

(wo  p  eine  ganze,  r  eine  rationale  positive  Zahl)**). 

10.  FortsetBiing.  Die  Ausdehnung  des  binomischen  Satzes  auf 
gebrochene  Exponenten  •*)  lehrte  die  Wurzeln  eines  beliebigen  Grades 
durch  unendliche  Reihen  darstellen  und  lieferte  damit  zugleich  den 
ersten  allgemeinen  Reihentypus  von  unmittelbar  erkennbarer  Irratio- 
nalität. Er  scheint  lange  Zeit  der  einzige  dieser  Gattung  geblieben 
zu  sein.  Der  in  die  meisten  Lehrbücher  übergegangene  direkte  Beweis 
für  die  Irrationalität  der  bekannten  e-Beihe  rührt  erst  von  J.  Fourier 
her^).   Durch  Anwendung  eines  ganz  analogen  Beweisverfahrens  zeigte 

Siem^)  die  Irrationalität  der  Reihe:  ^T  p^^q"^^,  (wo  p,  q  natürliche 
Zahlen,    (m,)  eine  unbegrenzte  Folge  natürlicher  Zahlen,  für  welche 

m^^i  —  m^  mit  v  ins  Unendliche  wächst)  und:  ^i  CPiA  ***pO'~^ 
(wo  Pif  P2)  P9f  • .  •  eine  unbegr.  Fo^e  wachsender  natürlicher  Zahlen), 
sowie  einiger  ähnlicher,  etwas  allgemeinerer  Reihen  und  damit  äqui- 
valenter unendlicher  Produkte. 


59)  £l^ments  de  g^om^trie  (1794),  Note  IV.  (Auch  abgedruckt  in  der  oben 
citierten  Schrift  von  Rudio  p.  161.)    Vgl.  Nr.  49. 

60)  J.  f.  Math.  27  (1843),  p.  193;  28  (1844),  p.  39. 

61)  Die  weiteren  Untersuchungen  in  dieser  Bichtung  beschäftigen  sich  we- 
sentlich mit  der  Scheidung  der  Irrationalitäten  in  algebraische  und  transcendente. 
Hierfiber  (speziell  auch  über  die  Transcendenz  von  e  und  «)  s.  I C  2. 

62)  Um  1666  durch  Newton  (Brief  an  Oldenburg  vom  24.  Okt  1676  •— 
8.  OpuBcula,  Ed.  Castillioneus,  1  (1644),  p.  828).  N,  fand  den  fraglichen  Satz 
lediglich  durch  Induktion.  Den  ersten  strengen,  rein  elementaren  Beweis  (d.  h. 
ohne  Anw.  der  Diff.-R.)  gab  Euler:  Nov.  Comment.  Petrop.  19  (1774),  p.  108. 

68)  Nach  Stainmlle,  M^langes  d'analyse  (1815),  p.  839. 
64)  J.  f.  Math.  87  (1848),  p.  95;  95  (1888),  p.  197. 
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W.  L.Qlaisher^  machte  darauf  aufmerksam,  dass  man  die  Irratio- 
nalität der  von  Eisenstein  betrachteten  Reihen  ^fr-^^  ^( — ly-^^fr^ 
und  der  allgemeineren:  JSny'p~"^y  (wo  m^,  n,  gewissen  Bedingungen 
genügende  nat.  Zahlen)  ganz  unmittelbar  erkennt,  wenn  man  dieselben 
als  systemaMsche  (offenbar  nicA^- periodische)  Brüche  mit  der  Basis  p 
auffasst.  Auch  weist  er  mit  Hülfe  von  Kettenbruch-Entwickelungen  die 
Irrationalität  verschiedener  anderer  Reihen  nach,  die  im  wesentlichen 
mit  den  von  Stern  behandelten  zusammenfallen. 

Eine  der  Exponentialreihe  nachgebildete,  eindeutige  Darstellung 

00 

jeder  ächt-gebrochenen  IrrationalzaM  durch  die  Reihe  ^."-y  (wo  my 

1 

eine  natürliche  Zahl  <i/)  hat  Cyp.  St^hanos  angegeben^;  die  Summe 
der  Reihe  liefert  dabei  eine  rationale  Zahl  dann  und  nur  dann,  wenn 
von  irgend  einem  bestimmten  v  ab  durchweg  Wy  =  v  —  1.  Übrigens 
erscheint  diese  Darstellung  nur  als  ein  spezieller  Fall  einer  schon 
früher  von  O.  Cantor  gegebenen  •^).  Eine  andere  ebenfalls  eindeutige 
Darstellung  aller  zwischen  0  und  1  gelegenen  Zahlen  durch  Reihen 
von  der  Form: 


eo 


_L_+  yi ^ 

rührt  von  J.  Lürofh  her^.  Die  rationaien  Zahlen  liefern  stets  perio- 
dische, die  irrationaien  dagegen  nichtperiodische  Reihen  dieser  Art  — 
vice  versa. 

Hierher  gehört  schliesslich  noch  eine  von  O,  Cantor  ^^)  mitgeteilte 
eindeutige  Darstellung  aller  über  1   liegenden  Zahlen  durch  unend- 

OD 

liehe  Produkte  von  der  Form:  hl  ( 1  H j,  wo  die  m^  nat.  Zah- 
len und  Wy+i^my*.  Dabei  sind  die  irrationalen  Zahlen  dadurch 
charakterisiert,  dass  für  unendlich  viele  Werte  von  v:  »»,4.1  >Wv*, 
während  bei  jeder  rationalen  Zahl  von  einem  gewissen  Werte  v  an 
durchweg  die  Beziehung  mv^i  =  my^  besteht™). 


65)  PhiloBophical  Magazine  45  (London  1878),  p.  191. 

66)  Bull,  de  la  S.  M.  d.  F.  7  (1879),  p.  81.  —  Eine  funktionentheore- 
tische Anwendung  dieser  Darstellungsweise  bei  O.  Darhoux,  Ann.  de  F^cole 
norm.  (2),  7  (1879),  p.  200. 

67)  Z.  f.  Math.  14  (1869),  p.  124. 

68)  Math.  Ann.  21  (188B),  p.  411.  —  Daselbst  giebt  L.  auch  je  eine  An- 
wendung auf  Funktionentheorie  und  Mengenlehre. 

69)  Z.  f.  Math.  14  (1869),  p.  152. 

70)  Eine  Darstellung  spezieller  Irrationalitäten  durch  unendliche  Produkte, 
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n.  Orenzbegriff. 

11.  Der  geometrische  Ursprung  des  Grenzbegriffs.  Der  zum 
Irrationalzahlbegriffe  in  engster  Beziehung  stehende  allgemeinere  Be- 
griff der  Crrenze  oder  des  Grenzwertes  einer  irgendwie  definierten,  der 
Anzahl  nach  unbegrenzten  Zahlenmenge  ist  aus  dem  schon  von  EuJdid 
und  Archimedes  benützten  Prinzipe  der  Exhausüon'^^)  in  Verbindung 
mit  der  erst  der  neueren  Zeit  angehörigen  Anwendung  des  Unend- 
lichen herrorgegangen.  Das  Ea:haustwn8 -Prinzi^p  erscheint  bei  den 
Alten  unter  der  Form  eines  zur  Vergleichung  von  Flächen  und  Kör- 
pern dienlichen  rein  a/pagogischen  Beweis  Verfahrens,  dessen  Eem  fol- 
gendermassen  formuliert  werden  kann'*):  „Zwei  geometrische  Grössen 
Ay  B  sind  einander  gleich,  falls  sich  zeigen  lasst,  dass  bei  Annahme 
A>B  der  Unterschied  A — JB,  und  bei  der  Annahme  A<B  der 
Unterschied  B  —  A  kleiner  wäre  als  jede  mit  J.,  B  gleichartige 
Grösse/'  Die  Auffassung  eines  von  einer  stetig  gekrümmten  Linie 
oder  Fläche  begrenzten  Raumgebildes  als  eines  Polygons  bzw.  Poly- 
eders mit  yjunendlick  vieUn^^  und  „unendlich  Meinen^  Seiten  findet  sich 
schwerlich  vor  dem  16.  Jahrhundert  Auch  hier  darf  wohl  der  oben 
bereits  citierte  M.  Stifel  als  der  erste  gelten,  welcher  den  Ereis  als 
ein  Unendlich'Vieleck  und,  noch  genauer,  gewissermassen  als  letztes 
(also  nach  unserer  Ausdrucksweise  als  ^^Grenzef^)  aller  möglichen 
Polygone  mit  endlicher  Seitenzahl  definierte^').  Während  er  aber 
gerade  hieraus  auf  die  Unmöglichkeit  schloss,  das  Verhältnis  von  Peri- 
pherie imd  Durchmesser  durch  eine  rationale  oder  irrationale  Zahl 
darzustellen^'*),  so  gelangte  Joh.  Kepler y  von  analogen  Anschauungen 


als  deren   erstes  Beispiel   die  bekannte   TFoZZis'sche  Formel  für   --   erscheint 

(s.  Nr.  41  GL  [52]),  gab  Ch,  A,  Vandermonde,  U6m.  de  TAcad.,  Paris  1772.  (hi  der 
deutschen  Aasgabe  von  F.'s  Abhandh  aus  der  reinen  Math.  [Berlin  1888],  p.  67.) 

71)  Vgl.  Art.  ,^ichaustion''  in  KlügeTs  W.  B.,  2,  p.  152.  —  Eine  kriti- 
schere Darstellung  giebt  Hermann  Hankd  in  Ersch  und  Chruber'B  Encyklopädie, 
Sect.  I,  Bd.  90,  Art.  „Grense''. 

72)  Stolz,  Zur  Geometrie  der  Alten.  Math.  Ann.  22  (1883),  p.  514.  Allg. 
Arithm.  I,  p.  24. 

73)  A.  a.  0.  Fol.  224*.  Def.  7.  8:  „Beete  igitur  describitur  circulus  mathe- 
maticuB  esse  polygonia  infinitorum  laterum.  Ante  circulum  mathematicum  sunt 
omnes  polygoniae  numerabilium  laterum,  quemadmodum  ante  numerum  infinitum 
sunt  omnes  numeri  dabües. 

78»)  A.  a.  0.  Fol.  224»».  Def.  12.  Beachtet  man,  dass  SHfel  den  aügemevnen 
Irrationalzahlbegriff  noch  nicht  hatte  (cf.  Nr.  2),  so  darf  der  obige  anscheinend 
falsche  Schluss  nicht  nur  als  voUkommen  logisch,  sondern  geradezu  als  ein  cha- 
rakteristisches Zeichen  der  {moderner  Auffassung  sich  nähernden)  arithmetisch^ 
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ausgehend,  zu  brauchbaren  Formeln  für  die  Kuhakir  von  Rotations- 
körpern '*).  Kurze  Zeit  darauf  erschien  Bonav.  Cavalieri's  Geometrie  der 
Indivisibüien''^  welche,  erheblich  über  Kepler' s  Spezialuntersuchungen 
hinausgehend,  unbeschadet  der  einigermassen  mystischen  Natur  jener 
„Indiyisibilien^^  als  die  erste  grundlegende  Darstellung  einer  allge- 
meinen wissenschaftlichen  Exhaustionsmethode  angesehen  zu  werden 
pflegt'«). 

12.  Die  ArithmetiBiexiing  des  Grenzbegrifiüi.  Zu  einer  ariOi- 
metischen  Formulierung  des  Grrenzbegriffs^  wie  sie  im  wesentlichen 
heute  noch  üblich  ist,  gelangte  John  WoMis'^''),  indem  er,  das  um- 
ständliche apagogische  Verfahren  der  Alten  verlassend,  Cavalieri's  di- 
rekte geometrische  Methode  ins  Arithmetische  übersetzte  —  dem  Sinne 
nach  und  in  heutiger  Ausdrucksweise  etwa  folgendermassen: 

Eine  Zahl  a  gilt  als  Grenze  einer  unbegrenzt  fortsetzbaren  Zah- 
lenreihe av  (v  =  0, 1,  2, . . .  in  inf.),  wenn  die  Differenz  a  —  ay  mit 
hinlänglich  wachsenden  Werten  von  v  beliebig  Tclein'^^)  wird. 

Diese  Definition^  welche  die  arithmetische  Beziehung  jener  Grenze 
a  zu  den  Zahlen  a^  vollkommen  fixiert,  sobald  die  Zahl  a  bekanrd  ist 
oder  zum  mindesten  ihre  Existenz  von  vornherein  feststeht,  liefert 
aber  noch  Jcein  Kriterium^  um  eventuell  aus  der  Beschaffenheit  der 
Zahlen  a^  auf  die  Existenz  einer  Grenze  schliessen  zu  können.  In 
dieser  Hinsicht  nahm  man  immer  wieder  seine  Zuflucht  zu  geometri- 
schen Vorstellungen  und  Analogien,  aus  denen  man  dann  ohne  wei- 
teres die  Existenz  der  fraglichen  Grenze  folgern  zu  können  glaubte'*). 
So  z.  B.  sah  man  bei  der  Quadratur  krummlinig  begrenzter  Ebenen- 


scharfen  Denkweise  StifeVs  gelten.  Jener  Schluss  stimmt  nämlich  yollkommen 
mit  unserer  heutigen  Ansicht  überein,  dass  die  Bektifikation  einer  krummen  Linie 
ohne  den  aXlgemeinen  Irrationalzahlbegriff  überhaupt  nicht  definiert  werden  kann. 
Vgl.  Nr.  11.  12. 

74)  Nova  stereometria  doliorum.  Linz  1616.  (Vgl.  3f.  Chasles,  Histoire  de 
la  G^om^trie  (2^«  ^d.  1875),  p.  66.    M.  Cantor,  Gesch.  der  Math.  2,  p.  760.) 

76)  Geometria  indivisibilibus  continuorum  nova  quadam  ratione  promota. 
Bologna  1635.  (Ausführliches  darüber  bei  Klügel,  1,  Art.  „Cavalieri's  Methode 
des  üntheilharenf'.    M.  Cantor  a.  a.  0.  p.  759.) 

76)  H.  Hankel  a.  a.  0.  p.  189.    Chasles  a.  a.  0.  p.  57. 

77)  Arithmetica  Lifinitorum  (1665),  Prop.  48,  Lemma.  (In  der  Gesamtaus- 
gabe der  TT.'schen  Werke  —  Opera  omnia,  Oxoniae,  1696.  1,  p.  383.)  Vgl. 
M.  Cantor,  2,  p.  823. 

78)  „Quolibet  assignabili  minor.**    L.  c.  Prop.  40. 

79)  Ich  übergehe  hier  wiederum  absichtlich  alle  Versuche,  den  Grenzbegriff 
erkenntnistheoretisch  und  psychologisch  zu  begründen,  als  in  die  Philosophie  der 
Mathematik  (also  nach  VI  A  2  a,  3  a)  gehörig. 
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stücke^  bei  der  Bektifikation  von  Eurrenbogen  (mit  Hülfe  der  Qua- 
dratur bez.  Rektifikation  einer  Reihe  unbegrenzt  angenäherter  Poly- 
gone) die  Existenz  einer  bestimmten  Flächen-  bezw.  LängenzoM  als 
etwas  selbstverständliches  y  auf  Gnind  der  geometrischen  Anschauung  a 
priori  vorhandenes  an*^).  Die  entscheidende  Wendung  zur  Beseitigung 
dieser  imzulanglichen  Auffassung  bezeichnet  Cauchy*^  Definition  und 
Existenzbeweis  ®^)  für  das  bestimmte  Integral  einer  stetigen  Fimktion; 
hiermit  wird  in  der  That  nicht  nur  zum  ersten  Male  die  Notwendig^ 
Iceit  deutlich  gemacht^  die  Existenz  einer  Flächenzahl  ausdrücklich 
arithmetisch  zu  beweisen,  sondern  dieser  Nachweis  wenigstens  in  der 
Hauptsa^ihe  wirklich  geliefert  —  d.  h.  es  wird  gezeigt,  dass  zur  De- 
finition jener  Flachenzahl  Zahlenreihen  vorhanden  sind,  welche  das  zur 
Existenz  einer  bestimmten  Grrenze  erforderliche  (sogleich  noch  näher 
zu  erörternde)  Kriterium  erfüllen^).  Fehlt  auch  bei  (huchy  (imd 
zwar  nicht  nur  an  der  betreffenden  Stelle,  sondern  überhaupt  in  sei- 
nen Arbeiten)  der  Beweis  dafür,  dass  jenes  Ejiteriwn  für  die  Existenz 
einer  bestimpiten  Grenze  thatsächlich  hinreicht,  so  kann  man  doch 
sagen,  dass  durch  Cauchi/s  genannte  Leistung  die  wahre  a/rithmetische 
Natur  des  allgemeinen  Grenzproblems  zum  ersten  Male  scharf  gekenn- 
zeichnet und  für  dessen  endgültige  Erledigung  der  Weg  gewiesen 
worden  ist. 

13.  Das  Eriteritim  für  die  Grenawerteadstenz.  Das  erwähnte 
Kriterium  für  die  Existenz  einer  bestimmten  Grenze  lautet  in  seiner 
Orundformj  d.  h.  für  eine  einfache,  unbegrenzt  fortsetzbare  Reihe 
reeller  Zahlen   (einfach -unendliche  Zahlenfolge,  eiof ach- abzahlbare^) 


80)  In  der  Stereometrie  tritt  die  analoge  Schwierigkeit  schon  bei  der  Ku- 
batur der  Fyramide  auf;  vgl.  B.  Bältzer,  Die  Elemente  der  Mathematik  2  (1883), 
p.  229.    Stolz,  Math.  Ann.  22  (1883),  p.  617. 

81)  Beides  findet  sich  schon  in  dem  „B^um^  des  le9on8  donn^  ä  T^cole 
polytechniqne  sur  le  calcul  infinitesimal"  (Paris  1823),  p.  81  (nicht  erst,  wie 
h&ufig  angenommen  wird,  in  den  von  M.  Moigno  1840 — 44  herausgegebenen  „Le- 
bens sur  le  calcul  diffi^rentiel  et  integral"  2,  p.  2). 

82)  Zur  voUen  Strenge  des  Beweises  wäre  noch  die  Erkenntnis  von  der 
gleickmäBsigen  Stetigkeit  einer  schlechthin  stetigen  Funktion  erforderlich  —  was 
aber  in  dem  hier  yorliegenden  Zusammenhange  nicht  wesentlich  ins  Gewicht 
fUlt.    Vgl.  HAI. 

83)  Vgl.  X  A  5,  Nr.  2.  —  In  dem  vorliegenden  Artikel  wird  im  wesentlichen 
immer  nur  von  den  Grenzwerten  abzählbarer  Zahlenmengen  gehandelt,  da  die 
Grenzwerte  nicktahzähtbarer^  insbesondere  stetiger  Zahlenmengen  (vgl.  I A  5,  Nr.  2. 
IS*  16)  der  Andlyins  (TL  A,  B)  angehören.  Natürlich  lässt  sich  diese  Trennung 
mit  Bücksicht  auf  die  historische  Entwickelung  der  verschiedenen  Grenzweit« 

Xnofklop.  d.  rnath.  Winenaoh.    L  6 
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Zahlenmenge)  und  im  Anschluss  an  die  oben  gegebene  Definition  der 
Grenze  folgendermassen: 

Damit  die  unbegrenzte  Zahlenfolge  (oy)  eine  bestimmte  Grenee 
(einen  bestimmten  Grtenzwert  oder  Liines)  a  besitze^  in  Zeichen®*): 

a  =  lim  «v     (y  =  oo)       oder:       lim  av  =  a, 

ist  notwendig  und  hinreichend,  dass  a^^.^  —  an  för  einen  hinUmglidi 
grossen  Wert  von  n  und  jeden  Wert  von  q  bdidng  Mein  wird^). 

Die  Zahlenfolge  (a,)  heisst  alsdann  konvergent. 

Dass  die  obige  Bedingung  eine  notwendige  ist^  folgt  unmittelbar 
aus  der  Definition  der  Grenze  und  mag  wohl  bekannt  gewesen  sein, 
seit  man  sich  überhaupt  mit  solchen  Grenzwerten  beschäftigt  hat. 
Dass  sie  auch  hinreicht,  wurde  bis  in  die  neueste  Zeit  als  seUbstver- 
ständlich  angesehen^  aber  niemals  ausdrücklich  bewiesen.  Das  Verdienst^ 
diese  Notwendigkeit  zuerst  hervorgehoben  zu  haben ,  gebührt  Bd- 
zano^^),  der  den  entsprechenden  Beweis  für  den  besonderen  Fall  der 
Reihenkonvergenz  ®^  wenigstens  zu  führen  versuchte.  Derselbe  ist 
allerdings  unzulänglich ,  wie  auch  ein  von  Herrn.  Ha/nkd  gegebener 
(auf  den  allgemeineren  Fall  beliebiger  Zahlenmengen  bezüglicher)  Be- 
weis^). 


betrachtungen  nicht  immer  streng  einhalten  (wie  z.  B.  oben  bezüglich  des  Ci- 
tates  über  das  bestimmte  Integral  oder  bei  den  folgenden  Bemerkungen  über 
den  Beweis  des  Grenzwertkriteriums). 

84)  Das  uns  heute  völlig  unentbehrlich  gewordene  Zeichen  lim  scheint  mir 
zuerst  von  Simon  L'Huilier  (Exposition  ^^ment.  des  calculs  sup^rieurs,  Berlin 
1786  —  auch  unter  dem  Titel:  Principiorum  calc.  diff.  et  integr.  expositio,  Tü- 
bingen 1795)  angewendet  worden  zu  sein.  Allgemein  gebräuchlich  ist  es  wohl 
erst  seit  Cauchy  (Anal,  alg^br.  p.  13)  geworden  (d.  h.  also  seit  1821 ;  in  dem 
grossen  Trait^  de  calc.  diff.  et  integr.  von  Lacroix,  1810 — 1819,  wird  noch  jeder 
einzelne  Grenzübergang  umständlich  mit  Worten  bezeichnet).  Die  oben  genannte, 
in  den  mir  bekannten  histor.  Darstellungen  bei  weitem  nicht  nach  Gebühr  ge- 
schätzte Schrift  VHuilier's  (von  der  Berl.  Akademie  als  Lösung  einer  1784  ge- 
stellten Preisfrage  preisgekrönt)  enthält  die  erste  strenge  DarsteUung  des  Grenz- 
begriffs  auf  Grund  der  Euklidischen  Yerhältnislehre  und  der  Exhaustionsmethode. 

86)  Dieser  Satz  mit  seiner  Übertragung  auf  beliebige  (z.  B.  stetige)  Zahlen- 
mengen —  von  Du  BoiS'Beymand  als  das  „allgemeine  Convergeneprinzif^'  be- 
zeichnet (Allg.  Funct.-Theorie,  pp.  6.  260)  —  ist  der  eigentliche  Fimdamentalsatz 
der  gesamten  Änälysis  und  sollte  mit  genügender  Betonung  seines  fundamentalen 
Charakters  an  der  Spitze  jedes  rationellen  Lehrbuches  der  Analjsis  stehen. 

86)  „Rein  analytischer  Beweis  des  Lehrsatzes,  etc.**  Prag  1817.  Vgl.  Stolz, 
Math.  Ann.  18  (1881),  p.  269. 

87)  Vgl.  auch  Nr.  21  dieses  Artikels. 

88)  Ersch  u.  Gruber  a.  a.  0.  p.  193;  Math.  Ann.  20  (1882),  p.  106.  Vgl. 
Stole  a.  a.  0.  p.  260,  Fussnote. 


14.  Das  ÜnendlichgroBse  und  Unendlichkleine.  67 

Da  die  Richtigkeit  des  fraglichen  Satzes  wesentlich  und  aus- 
schliesslich auf  der  wohldefinierten  Ecoistenz  der  Irrationalzahlen  beruht, 
so  fallen  die  ersten  strengen  Beweise  desselben  naturgemäss  mit  dem 
Auftreten  der  arithmetischen  Irrationalzahltheorien  und  der  damit  zu- 
sammenhängenden Revision  und  Verschärfung  auch  der  älteren  geo- 
metrisierenden  Erklärungsweise  (vgl.  Nr.  7)  zusammen.  Bei  Cantor 
erscheint  der  Satz  als  eine  ganz  unmittelbar  aus  der  Definition  der 
Irrationalzahlen  resultierende  Folgerung,  wie  von  ihm  selbst  scharf 
hervorgehoben  wird®^.  Auch  Dedekind  hat  im  Anschluss  an  seine 
Irrationalzahltheorie  einen  vollkommenen  Beweis  desselben  (fcLr  den 
allgemeineren  Fall  hdiehiger  Zahlenmengen)  geliefert^).  Der  letztere 
ist  von  U.  Dini  etwas  einfacher  gefasst^^)  und  sodann  von  Du  Bois-Rey- 
mand  der  von  ihm  vertretenen  Anschauungsweise  angepasst  worden  ^^). 
Andere  Modifikationen  jenes  Beweises  haben  Stele,  J.  Tannery,  C.  Jor- 
dan^) und  P.  Mansion^)  gegeben. 

Ist  die  Zahlenfolge  (a^)  monoton^),  d.  h.  niemals  ab-  oder  nie- 
mals jerunehmend,  so  genügt  fQr  deren  Konvergenz  die  Bedingung^  dass 
die  av  numerisch  unter  einer  festen  Zahl  bleiben  (Beispiel:  die  System. 
Brüche).  Man  kann  diese  einfachste  Form  von  konvergenten  Zahlen- 
folgen auch  9um  Ausgangspunkte  für  die  Lehre  von  den  Irrational- 
zahlen und  Grenzwerten  nehmen^.  Doch  bedarf  man  dann,  um  die 
Subtraktion  und  Division  definieren  zu  können,  stets  zweier  solcher 
Folgen  (einer  niemals  ab-  und  einer  niemals  zunehmenden)'"). 

14.  Das  Unendliohgrosse  und  Unendliohkleine.  Haben  die 
Terme  einer  unbegrenzten  Folge  wohldefinierter  Zahlen  (a,)  die  Eigen- 
schaft, dass,  wie  gross  auch  eine  positive  Zahl  G  vorgeschrieben  werde, 
von  einem  bestimmten  Index  v  ab  durchweg:  a^^G  (bezw.  a^K  —  G\ 


89)  Math.  Ann.  21  (1883),  p.  124. 

90)  A.  a.  0.  p.  30. 

91)  Fondamenti  per  la  teorica  etc.  p.  27. 

92)  AUg.  Fnnct.-Theorie  p.  260. 

98)  Vgl.  meine  Bemerkungen  in  den  Münch.  Sitzber.  27  (1897),  pp.  367,  358. 
—  Si€^  hat  anch  die  Existenz  des  Grenzwertes  durch  dessen  Darstellung  in 
System.  Form  erwiesen:  Allg.  Arithm.  1,  p.  116  if.  (vgl.  Nr.  9  dieses  Artikels). 

94)  Mathesis  5  (1886),  p.  270. 

96)  Dieser  Ausdruck  stammt  von  C.  Neumann:  „Über  die  nach  Kreis-, 
Kugel-  und  Cylinder-Funct.  fortschr.  Entw.",  Leipzig  1881,  p.  26. 

96)  Vgl.  Mansum,  Mathesis  5,  p.  193. 

97)  Bachmann  a.  a.  0.  pp.  12. 13.  Vgl.  Nr.  4,  Note  20.  —  Wählt  man  zur  De- 
finition der  Irrat.-Zahlen  noch  speciellere  Zahlenfolgen,  etwa  die  system.  Brüche, 
so  tritt  schon  bei  der  Definition  der  Addition  und  Multiplikation  eine  Schwie- 
rigkeit ein 

5* 
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so  sagt  maiiy  der  Gremwert  der  a,  sei  positiv  (negativ)  u/nenälich,  in 

Zeichen : 

lim  Oy  =  -(-  oo      (bezw.     lim  a^  =  —  oo). 

Die  Zahlenfolge  (a,)  heisst  alsdann  eigentlich  divergent 

Dieser  Satz  hat  nach  heutiger  Auffassung  als  Definition  des  Un- 
endlichen zu  gelten^),  während  ihn  ältere  Analysten  als  einen  beweis- 
baren Lehrsatz  anzusehen  pflegten^);  in  Wahrheit  musste  aber  jeder 
solche  Beweis  auf  einen  blossen  circuli4S  vitiosus  hinauslaufen,  solange 
keine  anderweitige  mathemcUisch' greifbare  Definition  des  Unendlichen 
existierte*^)  (was  erst  seit  neuester  Zeit  der  Fall  ist  —  s.  etwas 
weiter  unten). 

Auf  Grund  der  oben  gegebenen  Definition  ist  unter  den  Zahlen 
a^y  wie  gross  auch  v  angenommen  werden  mag,  keine  tmendlich  grosse, 
dagegen  bedient  man  sich  der  Äi4sdrucksweise,  die  Zahlen  a^  werden 
mit  unbegrenzt  wachsenden  Werten  von  v  unendlich  gross.  Das  Un- 
endliche, welches  bei  dieser  Definitionsform  lediglich  als  ein  Veränder- 
lich-Endliches, also  als  ein  Werdendes,  kein  Gewordenes  erscheint,  wird 
als  potentiales^^^)  oder  uneigenUiches^^  Unendlich  bezeichnet 

Aber  auch  unabhängig  von  jedem  derartigen  Werdeprozess  lasst 
sich  das  Unendliche  als  ein  aktuäles  oder  eigentliches  Unendlich  streng 
arithmetisch  definieren.  B.  Bolzano^^^)  hat  als  eigentümliches  Merkmal 
einer  unendlichen  Menge  von  Elementen  hervorgehoben,  dass  die  Ele- 
mente, welche  lediglich  einen  gewissen  Teil  jener  Menge  bilden,  den 
Elementen  der  Oesamt-Tl/Lenge  eindeutig-umkehrbar  zugeordnet  werden 
können  (z.  B.  der  öesam^Menge  der  Zahlen  0^y^l2  die  Tlrf^Menge 
der  Zahlen  O^x^ö  auf  Grund  der  Pestsetzung:  5y  =  12a;).  Die 
nämliche  Eigenschaft  hat  O,  CatUor  dahin  formuliert,  dass  bei  einer 
unendlichen  Menge  und  nur  bei  einer  solchen  ein  Teü  der  Menge  mit 
ihr  selbst  gleiche  Mächtigkeit  besitzen  könne  *^).    Unabhängig  von  den 


98)  Etwa  seit  Cauchy:  Analyse  alg^br.  pp.  4.  27. 

99)  S.  z.  B.  Joe.  BemouUi,  Positiones  arithmeticae  de  seriebus  infinitis 
(1689),  Prop.  n  (Opera,  Genevae  1744,  1,  p.  379). 

100)  Auch  was  z.  B.  Du  Boia-Beymond  in  seiner  Allg.  Functionen-Theorie 
p.  69  ff.  über  die  Unterscheidung  des  „Unendlichen**  vom  „Unbegrenzten'*  sagt, 
erscheint  unhaltbar.    Vgl.  meine  Bemerk.  Münch.  Sitzber.  1897,  p.  322,  Fussn.  1. 

101)  Das  Infvnüwn  potentia  oder  synkategoremaiische  Unendlich  der  Philo- 
sophen, im  Gegensatz  zu  dem  sogleich  zu  erwähnenden  Infinitum  <ictu  oder  kate- 
gorematischen  (aktualen)  Unendlich. 

102)  Nach  G.  Cantor,  Math.  Ann.  21  (1883),  p.  546. 

103)  Paradozien  des  Unendlichen.   Leipzig  1851.  §  20. 

104)  Joum.  f.  Math.  84  (1878),  p.  242. 
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beiden  genannten  ^^  hat  Dedekind  diese  Eigenschaft  geradezu  znr 
Definüion  des  Unendlichen  erhoben^  d.  h.  (mit  Beibehaltung  der  eben 
benützten  Can^'schen  Ausdrucksweise):  Eine  Menge  heisst  unendlich^ 
wenn  sie  eine  Tet7-Menge  von  gleidier  Mächtigkeit  enthält;  im  ent- 
gegengesetzten Falle  heisst  sie  endlich^^).  Dedekind  beweist  sodann 
die  Existenz  unendlicher  Mengen  ^^^)y  leitet  daraus  den  Begriff  der 
ncUürlichen  Zahlenreihe  und  schliesslich  denjenigen  der  Anzahl  einer 
endlichen  Menge  ab. 

Umgekehrt  hat  G,  Cantor,  den  J.njera^Begriff  fQr  endliche  Mengen 
in  der  üblichen  Weise  als  etwas  a  priori  gegebenes  ansehend,  diesen 
Begriff  auf  unendliche  Mengen  übertragen  und  ist  hierdurch  zur  Auf- 
stellung eines  konsequent  ausgebildeten  Systems  van  eigenÜich-unend- 
endlichen  („iä}erendlichen^^  oder  „transfiniten^^  Zahlen  geführt  worden  ^*^®). 

In  der  Arifhmetik  erscheint  das  Unendliche  immer  nur  als  Un- 
eigenUich^UnendlicheSy  also  als  Veränderlich-Endliches,  dessen  absoluter 
Betrag  an  keine  obere  Schranke  gebunden  ist.  In  der  Funktionen- 
lehre,  zumal  für  complexe  Veränderliche,  hat  es  sich  indessen  als 
zweckmässig  erwiesen,  neben  diesem  Uneigenilich-Unendlichen  auch  ein 
Eigentlich-Unendliches  in  der  Weise  einzuführen,  dass  man  allen  mög- 
lichen endlichen  Werten,  deren  eine  Veränderliche  fähig  ist,  den  Wert 
00  wie  einen  einzigen,  bestimmten  (geometrisch  durch  einen  bestimm- 
ten Punkt  repräsentierten)  hinzufügt  ^®^). 


105)  Vgl.  das  Vorwort  zur  2.  Auflage  der  Schrift:  Was  sind  und  was  sollen 
die  Zahlen?  Braunschweig  1895.    (Erste  Auflage  1887.) 

106)  A.  a.  0.  Nr.  64.  D.  bezeichnet  dabei  zwei  Mengen  von  „gleicher  Mäch- 
tigkeitf'  (also  solche,  deren  Elemente  sich  eindeutig-umkehrbar  einander  zuordnen 
lassen)  als  „ähnlich"  (oder  auch  ausfuhrlicher  als  solche,  die  ineinander  ähnlich 
abgebildet  werden  können).  —  Eine  andere,  in  gewisser  Beziehung  noch  ein- 
fadiere  Definition  des  Unendlichen  giebt  2>.  in  dem  oben  citierten  Vorwort,  p.  XVIL 
—  Vgl.  auch  Franz  Meyer,  Zur  Lehre  vom  Unendlichen.  Antr.-Bede,  Tübingen 
1889;  C.  Cranz,  Wundt's  Philos.  Studien  21  (1896),  p.  1;  ^.  Schroeder,  Nova  acta 
Leop.  71  (1898),  p.  303. 

107)  Ähnlich,  wie  schon  BoUano  a.  a.  0.  §  13. 

108)  Math.  Ann.  21  (1883),  p.  545  ff.  Die  betr.  Abhandlung  enthält  auch 
eine  mit  zahlreichen  CÜtaten  versehene  historisch -kritische  Erörterung  des  Un- 
endlichkeitsbegriffs. —  Weiteres  über  transfinite  Zahlen  s.  I A  5,  Nr.  8  ff. 

109)  Dieses  eigentliche  Unendlich  der  Funktionentheorie  lässt  sich  keines- 
wegs allemal  ohne  weiteres  durch  das  uneigentliche  Unendlich  ersetzen;  mit  an- 
deren Worten:  das  Verhalten  einer  Funktion  f(x)  für  aUe  möglichen  noch  so 
grossen  Werte  von  x  braucht  noch  keineswegs  dasjenige  für  den  Wert  o;  >=»  oo 
za  bestimmen.    Setzt  man  z.  B. 

f{x)^\mij^{x),    wo:    /;(a;)  =  ^-5_. 
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Etwas  anders  verhält  es  sich  mit  dem  sogenamiten  Unendlicih' 
kleinen,  Ist  lim  a^  =  0^  so  bedient  man  sich  häufig  der  ÄtisdrucJcs- 
weise,  die  Zahlen  a^  werden  mit  unbegrenzt  wachsenden  Werten  von 
V  unencUichklein^^),  Wo  immer  in  der  Arithmetik,  Funktionenlehre, 
Geometrie  das  sog.  Unendlichkleine  auftritt^  ist  es  immer  nur  ein  un- 
endlicJiMein  werdendes,  also  nach  der  oben  gebrauchten  Terminologie 
Uneigenflich'ühendlichMeines^^^).  Wenn  es  auch  neuerdings  gelungen 
ist,  in  sich  konsequente  Systeme  eigenüich-unendlichkleiner  ,yGrässen" 
aufzustellen  ^^^)y  so  handelt  es  sich  hierbei  doch  lediglich  um  blosse 
Zeichensysteme  mit  rein  formal  definierten  Gesetzen,  welche  von  den 
für  reelle  Zahlen  geltenden  zum  Teil  verschieden  sind.  Solche  fin- 
gierte eigentlich'Unendlichkleine  Grössen  stehen  zu  den  reellen  Zahlen 
in  keinerlei  direkter  Beziehung;  sie  finden  in  der  eigentlichen  ArHh- 
metik  und  Änalysis  keinen  Platz  und  können  auch  nicht,  wie  die 
reellen  Zahlen,  dazu  dienen,  geometrische  Grössenbeziehungen  wider- 
spruchsfrei zu  "beschreiben.  Insbesondere  lässt  sich  aus  der  Möglich- 
keit derartiger  arithmetischer  Konstruktionen  keineswegs  die  Existenz 
ufiendlichJdeiner  geometrischer  Grössen  (z.  B.  Linienelemente)  folgern. 
G,  Cantor  hat  vielmehr  ausdrücklich  gezeigt,  dass  aus  der  Annahme 
von  Zahlen,  die  numerisch  Meiner  sind  als  jede  positive  Zahl,  geradezu 
die  Nichtexistenz  unendlichMeiner  Strecken  erschlossen  werden  kann^^). 

15.   Oberer  und  unterer  Limes.    Aus  einer  uneigentlich  diver- 


so  hat  man  fär  jedes  noch  so  grosse  endliche  x  ausnahmslos : 

dagegen : 

f^  (oo)  =  0,      also  auch :      f{(x>)  =  0. 

Im  übrigen  ist  allgemein  das  Verhalten  einer  Funktion  f(x)  für  jenen  Wert  oder 

Punkt  a;  =  oo  definiert  durch  dasjenige  von  /*(— j  fttr  a;  =  0.   Vgl.  II B 1.  —  Bin 

anderer  Typus  des  Eigentlich -Unendlichen  („die  unendlich  ferne  Gerade**)  hat 
sich  in  der  projektiven  Oeometrie  als  zweckmässig  erwiesen. 

110)  Cauchy,  Anal,  alg^br.  p.  4.  26. 

111)  Mit  dem  eigentlich -unendlic^ten  a;>=soo  der  Funktionentheorie  korre- 
spondiert nicht  etwa  ein  eigentlich -tmendlichkleiner  Wert  x,  sondern  der  Wert 
a;  =  0. 

112)  0.  Stolz  hat  mit  Benützung  Du  Bois-Beymond' scher  Untersuchungen 
zwei  verschiedene  Systeme  von  eigentlich-unendlichkleinen  Grössen  konstruiert: 
Ber.  d.  naturw.-medic. Vereins,  Innsbruck  1884,  p.  1  ff.  37  ff.  Allg.  Arithm.  1,  p.  205  ff. 
Vgl.  IA5,  Nr.  17.  —  Über  P.  Veronese'B  ,Jnfinüi  und  Infinitesimi  tUtuaJi*^  vgL 
IA5,  Fussn.  103.  107.  —  Eine  ausführlich  historisch-kritische  Darstellung  der 
Lehre  von  den  unendlich-kleinen  Grössen  giebt  O.  Vivanti^s  Schrift:  II  concetto 
d'infinitesimo,  Miftitova  1894. 

118)  Z.  f.  Philos.  91,  p.  112.  Vgl.  auch  0.  Stolz,  Math.  Ann.  31  (1888), 
p.  601.     G.  Peano,  Bivista  di  Mat.  2  (1872),  p.  68. 
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genteny  d.  h.  weder  konvergenten,  noch  eigentlich  divergenten  Zahlen- 
folge (üy)  lassen  sich  stets  iswei  konvergente  oder  eigenUich  divergente 
Zahlenfo^en   (fhi^y  (an^   von  folgender  Beschaffenheit  herausheben: 

Setzt  man 

m  lima,„^  =  ^,        lim  a«^  =  a, 

\    /  »  =  00  Vsaao 

(wo  Ä^a  und  Ä,  a  entweder  bestimmte  Zahlen  vorstellen  oder  auch 
ila=s-(-oo,  a  =  —  oo  sein  kann),  so  lasst  sich  aus  der  Folge  (a») 
Jceine  Folge  herausheben,  welche  einen  grösseren  Limes  als  -4,  oder 
einen  kleineren  Limes  als  a  besitzt.  Ä  heisst  hiemach  der  grösste 
oder  obere,  a  der  kleinste  oder  tmtere  Limes  der  a^,  in  Zeichen  ^^*): 

(2)  lim  sup  Oy  =  -4 ,        lim  inf  Uy  =  a, 

oder  kürzer  ^^): 

(3)  limay  =  J.,       lim  ay  =  a. 

Vermöge  dieser  Verallgemeinerung  des  Limesbegriffs  erscheinen  die 
konvergenten  und  eigenÜich  divergenten  Zahlenfolgen  als  derjenige  Grenz- 
fall, bei  welchem  oberer  und  unterer  Limes  zusammenfallen,  sodass  also: 

(4)  lim  a,  =  lim  a,  «=  lim  o,. 

*«=«  y"^^  V=« 

Der  Begriff  des  oberen  und  unteren  Limes  findet  sich  schon  bei  Cauchy^^^\ 
der  speziell  in  der  Beihenlehre  eine  äusserst  wichtige  Anwendung 
davon  gemacht  hat"^.  Du  Bois-Reym^ond  hat  für  den  oberen  und 
unteren  Limes  die  Bezeichnung  obere  und  untere  ünbestimmtheitsgrenee 
eingeführte^®)  und  wird  deshalb  vielfach  falschlich  für  den  Erfinder 
des  damit  bezeichneten  Begriffs  gehalten.  Immerhin  kann  man  sagen, 
dass  er  als  der  erste  die  grosse  und  allgemeine  Bedeutung  jenes  Be- 
griffs für  die  Reihen-  und  Funktionenlehre  ausdrücklich  hervorgehoben 
und  zu  dessen  konsequenter  Anwendungen^)  Veranlassung  gegeben  hat. 


114)  Nach  Pasch,  Math.  Ann.  30  (1887),  p.  134. 

115)  Nach  einer  neuerdings  von  mir  eingeführten  Bezeichnung:    Münch. 

Sitzber.  28  (1898),  p.  62.    Die  gelegentliche  Anwendung  der  Bezeichnung  Um  a 


V 

f  =00 


soll  bedeuten,  dass  in  dem  betreffenden  Zusammenhange  sowohl  der  obere  als 
der  untere  Limes  genommen  werden  darf. 

116)  Anal,  alg^r.  p.  132,  151  etc.  —  C.  bezeichnet  den  oberen  Limes  als 
,4a  plus  grande  des  limites".  —  „La  plus  petite  des  limites"  bei  N.  H.Aheh  Oeuvres 
2,  p.  198. 

117)  Vgl  Nr.  28. 

118)  Antritts-Progr.  d.  Univ.  Freiburg  (1871),  p.  3.  Münch.  Abh.  12,  L  Abth. 
(1876),  p.  125.     Allg.  Funct.-Th.  p.  266. 

119)  Vgl.  insbesondere  den  oben  citierten  Aufsatz  von  Pasch. 
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16.  Obere  and  untere  Grenze.  Mit  dem  Begriff  des  oberen 
(unteren)  Limes  zwar  verwandt,  dennocli  scharf  davon  zu  iinterschei- 
den,  ist  der  zuerst  von  JBolzano^^)  bemerkte,  namentlich  aber  von 
Weierstrass  (in  seinen  Vorlesungen)^*^)  betonte  Begriff  der  oberen 
(unteren)  Grenze^^^:  Jede  Zahlenfolge  (a^)  mit  endlich  bleibenden 
(d.  h.  zwischen  zwei  bestimmten  Zahlen  enthaltenen)  Termen  besitzt 
eine  bestimmte  obere  und  untere  Grenze  G,g,  d.  h.  man  hat  fcLr  jedes 
v:  ff^<^^G  und  für  mindestens  je  einen  Wert  v  =  fn^  v  =  n: 
G  —  s  <,(im^G,  g^anKg-^-s  bei  beliebig  klein  vorgeschriebenem 
positivem  s.  Giebt  es  einen  Term  am  =  G  (eventuell  auch  mehrere 
oder  sogar  unendlich  viele),  so  heisst  die  obere  Grenze  der  a,  zugleich 
deren  Maadmum^.  Giebt  es  keinen  solchen,  so  müssen  imendlich 
viele  Tenne  Om^  vorhanden  sein,  f&r  welche:  G  —  «<  am^<.G,  d.  h. 
in  diesem  Falle  ist  die  obere  Grenze  G  gleichzeitig  der  obere  Limes 
der  ay.  Dies  findet  offenbar  ebenfalls  statt,  wenn  für  unendlich  viele 
Werte  von  v  die  Beziehung  a^^^G  besteht. 

Das  analoge  gilt  bezüglich  der  unteren  Grenze  g. 

Bleiben  die  Oy  nicht  unterhalb  einer  bestimmten  positiven  bezw. 
oberhalb  einer  bestimmten  negativen  Zahl,  so  wird  ö  =  -(-<x),  bezw. 
g  z=  —  oo.  Auch  in  diesem  Falle  erscheint  die  obere  bezw.  imtere 
Grenze  zugleich  als  oberer  bezw.  unterer  Limes^^), 


120)  Beweis  des  Lehrs.  etc.  p.  41.    Vgl.  Steh,  Math.  Ann.  18  (1881),  p.  257. 

121)  PincherU  a.  a.  0.  p.  242  ff. 

122)  Pasch  a.  a.  0.  bezeichnet  das,  was  hier  (nach  dem  Vorgange  von 
Weierstrass)  obere  (untere)  Grenze  genannt  wird,  als  obere  (untere)  Schranke, 
und  verwendet  den  Ausdruck  obere  (untere)  Grenze  für  den  oberen  (unteren) 
Limes,  —  Französische  (und  italienische)  Autoren  pflegen  den  Ausdruck  limite 
sup6r%ettre  {limite  superiore)  etc.  bald  in  dem  einen,  bald  in  dem  andern  Sinne 
zu  gebrauchen,  was  leicht  zu  Unklarheiten  Veranlassung  geben  kann. 

123)  Darhoux  (Ann.  de  T^cole  norm.  (2)  4,  p.  61)  nennt  die  obere  (untere) 
Grenze:  ,^  limite  maximwn  {jnimmwny'  —  eine  Bezeichnung,  die  nicht  mit 
Maximum  {Minimum)  verwechselt  werden  darf.  —  Ich  pflege  im  Falle  a^=*G 
die  obere  Grenze  noch  prägnanter  als  das  reale  Maximum  der  a^  zu  bezeichnen, 
und  nenne  sie  deren  ideales  Maximum,  falls  Jcein  Term  die  obere  Grenze  G  er- 
reicht (eine  Annahme,  die  auch  den  FaU  G=^oo  mit  umfasst).  Alsdann  kann 
man  sagen:  Der  obere  Limes  fällt  dann  und  nur  dann  mit  der  oberen  Grenze 
zusammen,  wenn  dieselbe  ein  ideales  oder  unenäUch  oft  vorkommendes  reales 
Maadmum  ist.  —  Analog  für  die  untere  Grenze. 

124)  G.  Peano  hat  darauf  aufmerksam  gemacht,  dass  man  in  gewissen  Fällen 
(z.  B.  Def  des  best.  Integrals,  der  Rektifikation  etc.)  mit  dem  Begriffe  der  obe- 
ren (unteren)  Grenze  leichter  und  präciser  operiert,  als  mit  dem  des  Limes:  Ann 
di  Mat.  (2),  23  (1896),  p.  163. 
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17.  Das  Beohnen  mit  Grenzwerten.   Die  Zähl  e  =  lim  (l  -|-  -)  - 

Sind  (a^),  (b^)  konvergente  ZaMenfolgen^  so  liefern  die  unmittelbar 
an  die  Definition  der  Irrationalzahlen  anzuknüpfenden  elementaren 
Rechnungsregeln  die  Relationen: 

lim  Oy  +  lim  hy  =  lim  (a^  +  hy),    lim  üy  -  lim  hy  =  lim  (a^fty), 

(wobei  in  der  letzten  Gleichung  der  Fall  lim  by=0  auszuschliessen 
ist),  und  aUgemein: 

(6)  /"(lini  tty,  lim  hy,  lim  Cy,  . . .)  =  ^^  fiP'yy  ^yy  ^*>  •  •  •)> 

wenn  f  irgend  eine  Kombination  der  4  Species  (mit  Ausschluss  der 
Division  durch  0)  bedeutet 

Enthalt  das  Rechnungssymbol  f  noch  andere  Forderungen,  z.  B. 
Wurzelausziehungen,  so  gilt  Gl.  (6)  als  i)ß/?mYiow5- Gleichung,  sofern 
die  rechte  Seite  konvergiert.  Mit  Hülfe  dieses  Prinzips  lasst  sich  ins- 
besondere die  Lehre  von  den  gebrochenen  und  irrationalen  Potenzen 
und  deren  Umkehrungen,  den  Logarithmen,  konsequent  und  streng 
begründen  ^^®). 

Die  ausgezeichneten  arithmetischen  Eigenschaften,  welche  die 
natürlichen  Logarithmen  (d.  h.  die  mit  der  Basis  e)  von  allen  anderen 
voraus  haben,  beruhen  auf  den  Beziehungen: 

(7)  lim(l  +  i)'=e,        liin(l  +  ^)'=^ 

(a  eine  beliebige  reelle  Zahl).  Während  die  letzteren  bei  Etder^^'^) 
nur  in  dem  Zusammenhange  erscheinen,  dass  die  Gleichheit  der  links 
stehenden  Grenzwerte  mit  den  zur  Definition  von  e,  ef*  dienenden 
Beihen  (in  einer  nach  heutigen  Begriffen  freilich  unzulänglichen  Weise) 
abgeleitet  wird,  so  hat  Cauchy^^)  die  Existenz  jener  Grenzwerte  direkt 
bewiesen  und  darauf  die  Definition  der  Exponentialgrössen  und  natür- 
lichen Logarithmen  gegründet  —  eine  Methode,  die  seitdem  in  die 
meisten  Lehrbücher  der  Analysis  übergegangen  ist*^^). 


125)  Ich  schreibe  von  jetzt  ab,  soweit  ein  Missverständnis  aasgeschlossen 
erscheint,  immer  nur  lim  statt  lim. 


ysssoo 


126)  Vgl.  Stolz,  Allg.  Arithm.  p.  126—148. 

127)  Introductio  in  anal,  inf .  1  §  116—122. 

128)  Räsumä  des  le90ns  etc.  (1823),  p.  2. 

129)  Dabei   wird   gewöhnlich   die   Definition   der  Potenz   mit  beliebigen 
(eyent.  also  irrationalen)  Exponenten  als  bereits  bekannt  vorausgesetzt.    Man 
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18«  Sogenannte  unbestimmte  Aasdrfioke.  Werden  die  in  GL  (5), 
(6)  vorkommenden  lim  a^y  lim  hpy  ...  =  oo  oder  0,  so  entstehen  auf 
den  linken  Seiten  jener  Oleichungen  zum  Teil  sogenannte  unbestimmte 

Äusdrücke^^)   (wie:   cx>  —  cx>,   0«oo,   — ;  ->  0^,  c»®  etc.),  als  deren 

„wahre  Wertef^  man  die  rechts  stehenden  Grenjstoerte  (sofern  dieselben 
einen  bestimmten  Sinn  besitzen)  nicht  gerade  sehr  passend  zu  be- 
zeichnen pflegt.  Obschon  die  Methoden  zur  Bestimmung  derartiger 
Grenzwerte  ihre  volle  Allgemeinheit  erst  durch  die  Einfahrung  einer 
stetigen  Veränderlichen  an  Stelle  der  veränderlichen  ganeen  Zahl  v 
gewinnen  und  in  dieser  Form  der  Differentialrechnung  angehören  ^'^), 
so  beruhen  sie  doch  schliesslich  (wie  die  ganze  Lehre  von  den  Funk- 
tionen stetiger  Veränderlicher)  auf  gewissen  einfachen  Sätzen  über 
Grenzwerte  gewohnlicher  Zahlenfolgen.  Hierhin  gehören  die  folgen- 
den von  Ckmchy  herrührenden  Beziehungen^'*). 
Man  hat 


(8)  lim  —  =  lim  (a^+i  —  a^)      (Beisp.   lim  -^  =  0,    lim  ^  =  oo) 

und  für  ar>0: 

i-  a 

(9)  lim  a^  =  lim  -^^        (Beisp.  lim  yV  =  1 ,    lim  Yvl  =  oo), 


vorausgesetzt,  dass  die  rechts  stehenden  Grenzwerte  (im  weiteren  Sinne) 
existierend^)  (aber  nicht  umgekehrt). 

Den  ersten  dieser  Sätze  hat  Stolz  folgendermassen  verallgemei- 
nert*^): 

Ist  (my)  monoton  und:  lim  my  =  4:oo  oder:  lim  Wy  =  0,  so  wird: 

(10)  lim -^  =  lim    '+'       ' 


Wy  ^V4-l         ^V 


falls  der  rechts  stehende  Grenzwert  (im  weiteren  Sinne)  existiert 


kann  aber  auch  die  Existenz  des  Grenzwertes  lim  (l -| — j     zur  DefiniHon  der 

Potenz  mit  bei.  reellen  Exponenten  benützen:  vgl.  Th.  Wulf,  Wiener  Monatsh. 
8,  p.  43  ff.  —  Diese  Methode  lässt  sich  übrigens  auch  auf  complexe  Werte  von 
a  übertragen;  vgl.  J.Ä.  Serret,  Calcul  diff.  1  (oder  Serret'A.Harnack  1),  Art.  866. 

130)  Bei  Caitchy:  Valeurs  singuli^res  (Anal,  algdbr.  p.  46). 

131)  Vgl.  HAI. 

132)  Anal,  alg^r.  p.  59.  (Die  betr.  Sätze  sind  daselbst  zunächst  in  der 
allgemeineren  Form,  wo  f{x)  an  die  Stelle  von  a^  tritt,  bewiesen  und  durch  Spe- 
zialisierung x^^v  abgeleitet.) 

133)  D.  h.  endlich  oder  mit  best.  Vorzeichen  unendlich  sind. 

134)  Math.  Ann.  14  (1879),  p.  232.    Allg.  Arithm.  1,  p.  173. 
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19,   Graduierang  des  Unendlich-  und  Knllwerdens,    Auf  der 

Untersuchung   von  Quotienten   der  Form  —  (d.  h.  von  lim-r^,    wo 

limOy'^oOy  lim6y==cx>)  beruht  die  Graduierung  des  Unendlichwer- 
dens von  Zahlenfolgen  (bezw.  von  Funktionen).     Ist  lim  ay  =  +  cx>, 

a 
lim  6y  =  +  oo,  so  sind,  fäUs  lim  -^  überhaupt  existiert^^),  folgende 

drei  Fälle  zu  unterscheiden: 

(11)  lim -^  =  0,      lim^  =  5r>0,      lim-^  =  cx), 

für  welche  Dw  Bois-Beymond  die  Bezeichnungen  eingefährt  hat^*®): 

(12)  a^^by,        av<^bv,        a^^hy, 

in  Worten: 

Oy  wird  von  niederer  Ordnung  (schwächer,  langsamer)  oo,  als  i^ 
„     „        „     derselben      „         (  ebenso  )  „     »    ?> 

„      „        „    höherer         „         (    stärker,  schneller    )  „     „    „ 

oder  kürzer: 

Oy  ist  infinitär  kleiner,  als  b^ 

V    y}         n  gleich       „ 

n    „         „        grösser,  als  „ 

Ich  pflege  die  Bezeichnung  a^^by  und  den  ihr  entsprechenden  Aus- 
druck auch  anzuwenden,  wenn  nur  feststeht,  dass  lim  —•  und  lim  -~ 
leide  endlich  und  von  Null  verschieden  sind  (also: 


a 


0<g^lim-^^^g<(3o), 
und  habe  den  obigen  Bezeichnungen  noch  die*  folgende  hinzugefügt^'^): 

(13)  ar^g-by,     falls:    lim-^  =  g. 

V 

Ist  (-3fy)  monoton  zunehmend,  lim  Jlfy  =  cx>,^^)  so  hat  man: 

(14)  •..<(lg,Jlf,)''"<(lgJlfy<Jlf?<(e'*)'^<(e^')'^-<"-, 


135)  Dies  braucht  nicht  einmal  der  Fall  zu  sein,  wenn  a^,  h^  beide  monoton 
sind,  8.  z.  B.  Stolz^  Math.  Ann.  14,  p.  232  und  vgl.  Nr.  29.  80  dieses  Artikels. 

136)  Ann,  di  Mat.  Ser.  11  4  (1870),  p.  839.  Die  Ausbildung  und  Verwer- 
tung des  in  (11)  (12)  definierten  Algorithmus  bildet  den  Inhalt  des  Du  Bois- 
Beymond'schen  Infinüärkalkula, 

137)  Math.  Ann.  36  (1890),  p.  302. 

138)  Im  Folgenden  soll  das  Zeichen  {M^  ein  fOr  aUemal  eine  Zahlenfolge 
dieser  Art  vorstellen. 
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wenn  p^^^^  p,  p^  ganz  beliebige  (z.  B.  auch  wachsende)  positive  Zahlen 
bedeuten  und  IgxJkfy  den  x-fach  iterierten  Logarithmus^'^)  vorstellt 
Man  kann  also,  von  einem  beliebig  gewählten  ,yUnendlichf^  lim  Jlf , 
ausgehend,  eine  nach  beiden  Seiten  unbegrenzte  Skala  von  immer 
schwächeren,  bezw.  immer  stärkeren  y,Unendlidif^,  sog.  Ordnungsfypen 
des  Unendlichen  aufstellen.  Diese  Skala  lässt  sich  auf  unendlich  viele 
Arten  beliebig  verdichten^^).  Man  ist  auch  bei  ihrer  Bildung  nicht 
auf  die  Logarithmen  und  Exponentialfunktionen  angewiesen;  doch 
sind  sie  die  ancdytisch- einfachsten  Funktionen  dieser  Art.  Man  kann 
aber  auch  Zahlenfolgen  bezw.  Funktionen  konstruieren,  die  schwächer 
(stärker)  unendlich  werden  nicht  nur  als  jeder  bestimmte  einzelne^ 
sondern  als  aMe  imglichen  iterierten  Logarithmen*^^)  (Exponential- 
funktiohen).  Das  analoge  gilt  auch  f[ir  jede  beliebige  Skala  solcher 
Ordnungstypen  "^). 

Im  Anschluss  an  Nr.  14  sei  noch  bemerkt,  dass  es  sich  bei  diesen 
„verschiedenen  Typen^^  des  Unendlich  keineswegs  um  eigentliche  Un- 
endlich in  dem  dort  naher  bezeichneten  Sinne  handelt.  Die  sog.  in- 
finitären  Relationen  von  der  Form  (12)  sind  ledigUch  Zusammen- 
fassungen einer  unbegrenzten  Anzahl  von  Beziehungen  zwischen  end- 
liehen  Zahlen,  die  an  keine  obere  Grenze  gebunden  sind**'). 

Die  analogen  Betrachtungen  lassen  sich  bezüglich  des  Null-  oder 
Unendlichkleinwerdens  anstellen.  Nur  hat  naturgemäss  im  Falle 
limay  =  0,  lim6y  =  0  die  Beziehung  ay-<6y  die  Bedeutung:  a^  wird 
von  höherer  Ordnung  (stärker,  schneller)  unendlichklein,  als  bv  u.  s.  f.***). 

20«  Grenzwerte  zweifach  unendlicher  Zahlenfolgen.  Die  Grenz- 
werte zweifach  unendlidier  Zahlenfolgen  sind  meines  Wissens  in  der 
Litteratur  bisher  nicht  ausdrücklich  behandelt  worden;  man  hat  nur 
spezielle  Formen  solcher  Grenzwerte  (Doppelreihen)  und  Grenzwerte 
von  Funktionen  zweier  Variablen  untersucht,  von  denen  mindestens  eine 


139)  Auf  die  Betrachtung  solcher  iterierten  Logarithmen  (und,  als  natur- 
gemässe  Ergänzung,  auf  diejenige  iterierter  Exponentialgrössen)  ist  man  durch 
Untersuchungen  über  BeihenkonTergenz  geführt  worden;  vgl.  Nr.  26  dieses  Ar- 
tikels. —  Äbd  war,  soweit  ich  feststellen  konnte,  der  erste,  der  von  den  iterier- 
ten Logarithmen  in  diesem  Sinne  Gebrauch  machte:  Oeuvres  compl.  fid.  Sylow- 
Lie  1,  p.  400;  2,  p.  200.  —  Skalen  von  ähnlicher  Form  wie  (14)  finden  sich  zuerst 
bei  Ä.  de  Morgan,  Diff.  and  integr.  calculus  (London  1839)  p.  823. 

140)  Du  BotS'Beymond  a.  a.  0.  p.  841. 

141)  Du  BoiS'Beymond,  J.  f.  Math.  76  (1873),  p.  88. 

142)  Du  BotS'Beymond,  Math.  Ann.  8,  p.  866,  Fussnote.  Pincherle,  Mem. 
Acad.  Bologn.  (4),  6  (1884),  p.  739.    /.  Hadamard,  Acta  math.  18  (1894),  p.  331. 

143)  Vgl.  meine  Bem.  in  den  Münch.  Sitzber.  27  (1897),  p.  307. 
X44)  Weiteres  über  „üncndllMeitstypen"  s.  IA6,  Nr.  17. 
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(bei  den  unendlichen  Reihen  SfUx))  als  stetig  veränderlich  erscheint. 
Da  das  charakteristische  der  hierbei  in  Frage  kommenden  Möglich- 
keiten am  einfachsten  an  Zahlenfolgen  der  Form  a^y  (fi  =  0^1,2^...; 
v  =  0, 1,2, ...)  hervortritt^*^),  so  habe  ich  neuerdings  die  wichtigsten 
Sätze  über  solche  Grenzwerte  kurz  zusammengestellt^**).  Als  Kriterium 
für  die  Existenz  eines  endlichen   bezw.  positiv   unendlichen   lim  a^y 

erscheint  dabei  eine  Bedingung  von  der  Form:  la^^-^.y+a  —  »^^1^* 
bezw.  a^y>G  für  /t^w,  v^n.  Hierdurch  wird  also  die  Existenz 
von  lim  a^y  fUr  irgend  ein  bestimmtes  (i  und  lim  a^,  für  irgend  ein 

bestimmtes  v  in  keiner  Weise  präjudiziert.  Dagegen  existieren  oflPen- 
bar  unter  allen  Umständen:  lim  a^y,  lim  a^^y  (fi  =  0, 1, 2, . . .),  lim  a^y, 


y=s<»  ^=*  ^  =  00 


lim  a^y  {v  =  0, 1, 2, . . .),  und  es  gilt  der  Hauptsatz: 
(15)  lim  a^y  =  lim  (lim  Ufi^)  =  lim  (lim  a^y), 

faUs  der  erste  dieser  Grenzwerte  (im  weiteren  Sinne)  existiert. 

Zweiter  Teil.    Unendliche  Reihen^  Produkte^  Kettenbrttche 

und  Determinanten. 

III.  Unendliche  Beihen. 
21.    Konvergenz  und  Divergenz.    Den  einfachsten  Typus  von 
gesetzmässig   definierten  Zahlenfolgen   bilden  die  unendlichen  Beihen 
(Sy),   bei  welchen  jeder  Term  5y  aus  dem  vorangehenden  durch  eine 
einfache  Addition  erzeugt  wird,  so  dass  also: 

Sr  =  5y-l    +    Oy   =   ao   +    tti    H [-    tty. 

OD 

Man  sagt  alsdann,  die  unendliche  Beihe   y^Ot  sei  konvergent,  eigent- 

0 

lieh  oder  uneigentlich  divergent,  je  nachdem  die  Zahlenfolge  (Sy)  kon- 
vergiert bezw.  eigentlich  oder  uneigentlich  divergiert,  Ist  lim  Sy==s 
{s  eine  bestinmite  Zahl  incl.  0),  so  heisst  s  die  Summe  der  Reihe**®). 

146)  Dies  gilt  z.  B.  auch  bezüglich  des  fundamentalen  Begriffs  der  gleich- 
massigen  EonTergenz.    Vgl.  UAl. 

146)  Münch.  Ber.  27  (1897),  p.  103  ff. 

147)  A.  a.  0.  p.  105. 

148)  Einige  Autoren  bezeichnen  8  zunächst  nur  als  den  Grenzwert  der  Reihe 
und  benützen  den  Ausdruck  Summe  nur  dann,  wenn  lim  8^  kommutativ  ist,  also 
die  Beihe  unbedingt  (vgl.  Nr.  81)  konvergiert.  —  Über  die  Bedeutung  des  Zei- 

chens   ^}(h  vgl.  Nr.  59,  Fussn.  448. 


— » 
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Man  bedient  sich  auch  vielfach  des  Ausdrucks^  die  Summe  der  Reihe 
sei  unendlich  gross  oder  unbestimmt  (sie  oscilliere)^  wenn  (s^)  eigenüidi 
oder  uneigentlich  divergiert.  Als  notwendige  und  hinreichende  Bedin- 
gung f[ir  die  Konvergenz  der  Reihe  ergiebt  sich  nach  Nr.  13: 

Es  muss   15«+^  — s^|  =  |an+i  +  a»4.2H f-ct«+?|   lediglich 

durch  Wahl  von  n  für  jedes  q  beliebig  Mein  werden. 

Obschon  die  Einfährung  unendlicher  Reihen  bis  ins  17.  Jahr- 
hundert zurückreicht^  und  ihre  Behandlung  in  der  mathematischen 
Litteratur  des  18.  einen  überaus  breiten  Raum  einnimmt,  so  wird 
man  darin  vergeblich  nach  einem  derartigen  Kennjseichen  der  Konver- 
genz suchen*^).  Wenn  man  überhaupt  nach  der  Konvergenz  einer 
durch  irgendwelche  formale  Operationen  gewonnenen  Reihenent- 
wickelung fragte  (was  schon  an  und  für  sich  zu  den  Ausnahmen  ge- 
hörte), so  hielt  man  die  Feststellung,  dass  lim  a,  =  0  sei,  schon  für 
ausreichend,   obschon  doch  bereits  Joe.  BemouUi  die  Divergenz   der 

harmonischen  Reihe   ^  —  nachgewiesen  hatte  ^^*).     Selbst  J.  L.  Lor 

grange  steht  in  seiner  Abhandlung  über  die  Auflösung  der  litteralen 
Gleichungen  durch  Reihen  noch  vollständig  auf  diesem  Standpunkte^. 


149)  Über  die  ältere  Entwickelungsgeschichte  der  Lehre  von  den  nnendl. 
Reihen  Tgl.  Beiff  a.  a.  0. 

160)  Beiff  (p.  119)  scheint  mir  zu  irren,  wenn  er  eine  Stelle  bei  Euler 
(Comm.  Petrop.  7,  1734,  p.  160)  dahin  auffasst,  dass  letzterer  die  Konvergeng- 
bedingung  in  der  (Cauc^schen)  Form:     lim  («^  ,    — O*^^  eigentlich  schon 

gekannt  habe.    Die  betreffende  Stelle  bei  EtUer  besagt  nämlich  nur,  dass  eine 
Reihe  divergiert,  wenn:    lim  1  «a«  ~  ^n  1  >  ^ • 

161)  Pos.  arithm.  de  seriebus  1689.  Prop.  XVI  (Opera  omnia  1,  p.  392). 
B.  giebt  daselbst  zwei  Beweise,  und  bezeichnet  seinen  Bruder  Johann  als  Ur- 


OD 


heber  des  ersten  (auf  dem  sog.  BemouUi'schen  Paradoxon  ^j  -  =»  ^y  -  be- 

2  1 

ruhenden).    Der  zweite  (mit  Hülfe  der  Ungleichung 

a^a+1^       ^a^^a^      a»  ^ 

ist  der  im  Prinzip  heute  noch  übliche. 

162)  Berl.  Mto.  24  (1770).  Oeuvres  3,  p.  61.  „. . .  pour  qu'une  sörie  puisse 
(itre  regard^e  comme  repräsentant  r^ellement  la  yaleur  d*une  quantit^  cherch^, 
il  faut  qu'elle  soit  convergente  a  son  extr^mitä,  c'est  k  dire  que  ses  demiers 
termes  soient  infiniment  petits,  de  sorte  que  Terreur  puisse  devenir  moindre  qu'au- 
cune  quantit^  donnäe*^  Die  nun  folgende  Eonvergenzuntersuchung  beschränkt 
sich  auf  den  Nachweis,  dass  die  einzelnen  Reihenglieder  schliesslich  gegen  Null 
konvergieren.  —  Hiemach  kann  es  kaum  verwunderlich  erscheinen,  dass  sich 
z.  B.  in  dem  1803  gedmckten  1.  Bande  des  £7i;^erschen  W.  B.  p.  666  noch  die 
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Und  die  EinftÜirung  des  Bestgliedes  der  Tayhr'soiien  Reihe  geschielit 
bei  Lagrange  keineswegs  in  der  Absicht,  deren  Konvergenz  zu  be- 
weisen (diese  wird  überhaupt  als  etwas  selbstverständliches  mit  kei- 
nem Worte  berührt),  sondern  lediglich,  um  die  Fehlergrenze  bei 
endlichem  Abbrechen  der  Reihe  abschätzen  zu  können  ^^). 

Die  erste  im  wesentlichen  strenge  Formulierung  der  notwendigen 
und  hinreichenden  Bedingung  für  die  Konvergenz  einer  Reihe  wird 
gewöhnlich  Cauchy ^^)  zugeschrieben.  Herrn.  Hankel^'^)  und  0.  Stolz^^ 
haben  indessen  hervorgehoben,  dass  sich  dieselbe  schon  einige  Jahre 
vor  Cauchy  bei  Bolzano^^)  findet.  Des  letzteren  Passung,  die  (abgesehen 
von  der  Bezeichnung)  genau  mit  der  oben  gegebenen  übereinstimmt, 
erscheint  sogar  präciser  als  die  von  Cau^chy  gegebene,  welche  die 
Möglichkeit  eines  Missverständnisses  nicht  ausschliesst^^).  Da  Bd- 
eano^^  Schriften  bis  in  die  neueste  Zeit  wenig  Beachtung  fanden,  so 
muss  immerhin  gesagt  werden,  dass  Cauchy  als  der  eigentliche  Be- 
gründer einer  exakten  allgemeinen  Reihenlehre  anzusehen  ist^^^). 

22,  Die  Konvergenakriterien  von  Gaiibs  und  Oauohy.  Das  oben 
angegebene  wcJwe  Kriterium  für  die  Konvergenz  und  Divergenz  einer 
Reihe  ist  nur  in  wenigen  Fällen  (z.  B.  bei  der  geometrischen  Pro- 
gression, bei  Reihen  von  der  Form  2{p^  —  ^y+O;  ^^^  ^^^  harmoni- 
schen Reihe)  für  die  Feststellung  der  Konvergenz  oder  Divergenz  ver- 
wendbar.   Dieser  Umstand  führte  zur  Aufstellung  von  bequemer  zu 


folgende  Definition  vorfindet:  ,^ine  Reihe  ist  konvergierend,  wenn  ihre  Glieder 
in  ihrer  Folge  nacheinander  immerfort  kleiner  werden.  Die  Summe  der  Glieder 
n&hert  sich  alsdann  immer  mehr  dem  Werte  der  Grösse,  welche  die  Summe 
der  ins  unendliche  fortgesetzten  iteüie  ist.^^ 

163)  Theorie  des  fonctions  (1797).    Oeuvres  9,  p.  85. 

154)  Anal  alg^r.  (also  1821),  p.  125. 

155)  Ersch  u.  Chruber,  Art.  Grenze,  p.  209. 

156)  Math.  Ann.  18  (1881),  p.  259. 

157)  Beweis  des  Lehrsatzes  etc.  1817. 

158)  Dies  gilt  in  noch  höherem  Masse  von  einer  späteren,  in  den  Anc. 
exerc.  2  (1827),  p.  221  auftretenden  Fassung:  lim  («„^.p  —  O"^  —  ^®  ^  ^^^ 

That  auch  missrerstanden  und  infolgedessen  angefochten  worden  ist.  Vgl.  meine 
Note  indenMünch.  Sitzber.  27(1897),  p.  827.  —  N.H.Äbel,  der  sich  in  seiner  Abh. 
über  die  binomische  Reihe  (J.  f.  Math.  1,  1826,  p.  318)  fast  wörtlich  ebenso  aus- 
drückt, giebt  in  einer  aus  dem  J.  1827  stammenden,  aber  erst  in  seinem  Nach- 
lasse vorgefundenen  Note  (Oeuvres  2,  p.  197)  eine  mit  der  unsrigen  überein- 
stimmende, einwandfreie  Formulierung. 

159)  K,  F.  Gauss  geht  in  seiner  Untersuchung  über  die  hypergeometrische 
Reihe  (1812),  welche  freilich  das  erste  Beispiel  exakter  Eonvergenzuntersuchung 
liefert,  auf  allgemeine  Eonvergenzfragen  nicht  ein. 
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handhabenden  Konvergem'  und  Divergenekrüerimy  d.  h.  Bedingungen, 
welche  sich  für  die  Konvergenz  bezw.  Divergenz  zwar  nicht  als  not- 
wendig^  wohl  aber  als  hinreichend  erweisen.  Die  ersten  Kriterien 
dieser  Art  rühren  von  GatASS  her^^)  und  beziehen  sich  auf  Reihen 
mit  lauter  positiven  Gliedern  a^,  für  welche: 

Die  Reihe  divergiert,  wenn  Ä  —  a^ — 1,  sie  konvergiert,  wenn 
Ä  —  a<  — 1.^*^)  Dabei  wird  die  Divergen»  im  Falle  A  —  a>0 
bezw.  A  —  a  =  0  unmittelbar  daraus  erschlossen,  dass  die  Olieder 
der  Reihe  ins  Unendliche  wachsen  bezw.  einer  endlichen,  von  Null 
verschiedenen  Grenze  zustreben.  Dagegen  ergiebt  sich  im  Falle 
A  —  a  <  0  die  JDivergem  bezw.  Konvergem  mit  Hülfe  des  für  alle 
weiteren  Konvergenzuntersuchungen  als  fundamental  anzusehenden 
Prinzipes  der  Beihenvergleickung  (d.  h.  der  gliedweisen  Vergleichung 
der  zu  untersuchenden  Reihe  mit  einer  anderweitig,  z.  B.  durch  direkte 
Summation,  bereits  als  divergent  oder  konvergent  erkannten  Beihe). 

23.  Fortsetsnng.  Nachdem  Cauchy  festgestellt  hatte,  dass  die 
Konvergenz  einer  Reihe  mit  positiven  und  negaUven  Gliedern  gesichert 
ist,  falls  die  Reihe  der  absoluten  Beträge  konvergiert  ^^^),  handelte  es 
sich  vor  allem  um  die  Ausbildung  der  Konvergenzkriterien  für  Reihen 
mit  lauter  positiven  Gliedern.  Durch  Vergleichung  mit  der  geometri- 
trischen  Progression  gewann  er  zunächst  die  beiden  Fundamental" 
kriterien  erster  und  zweiter  Art^^%  nämlich: 

(I)    ^tty  divergiert,  wenn  lim  yäv>  1;  konvergiert,  wenn  lim  yc^<  1, 

(U)     „  „  „      lim^>l;        „  „      lim^<l. 

Hervorzuheben  ist  die  scharfe  Unterscheidung  in  der  Fassung  dieser 
beiden  Sj-iterien;   bei  (I)  genügt  schon  die  BeschajQTenheit  des  oberen 

Limes  von  j/o^,  um  —  mit  Ausschluss  des  einzigen  Falles  lim}/a^=  1 


160)  S.  die  eben  citierte  Abhandlung:  Opera  3,  p.  139. 

161)  Eine  Ausdehnong  dieser  Kriterien  auf  den  Fall  compUxer  a^  hat  Weier- 
strass  angegeben:  J.  f.  Math.  51  (1856),  p.  22  ff. 

162)  Anal,  alg^r.  p.  142.  —  Die  Fassung  des  Beweises  ist  freilich  nnzu- 
länglicli.    Strenger:  Räsum.  analyt.  p.  39. 

163)  A.  a.  0.  p.  133.  134.  —  Wir  bezeichnen  ein  Kriterium  nach  dem  Vor- 
gange von  Du  BoiS'Beymond  (J.  f.  Math.  76,  p.  61)  als  ein  solches  erster  hezy^ 

zweiter  Art,  je  nachdem  es  ausschliesslich  von  a^  oder  von  — ^^  abh&ngt. 
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—  die  Divergenz  oder  Konvergenz  zu  entscheiden;  bei  (11)  wird  aus- 
drücklich  nur  der  Fall  betrachtet,  das«  ein  bestimmter  lim  -^^^  exi- 

Iß 

*  4-1 

stiert,  d.  h.  es  bleiben  ausser  dem  Falle  lim  -^^^  =  1  auch  noch  alle 


«y 


diejenigen  unerledigt^  wo  kein  bestimmter  Limes  vorhanden  ist^**). 
Diese  Überlegenheit  des  Sj-iteriums  (I)  über  (II)  ist  von  Cauchy  noch 
speziell  hervorgehoben  worden^**),  und  er  hat  femer  gezeigt,  wie  das- 
selbe dazu  dienen  kann,  das  Konvergeneintervaü^^)  (den  Konvergenz- 
raäius^^'^))  einer  Potenzreihe  ^a^x^  in  jedem  Falle  genau  zu  fixieren^^). 
Zur  eventuellen  Erledigung  desjenigen  Falles,  welchen  die  Anwendung 
des  Kriteriums  (I)  unentschieden  lässt,  beweist  Cauchy  einen  Hülfs- 
satz  über  die  gleichzeitige  Divergenz  und  Konvergenz  der  Reihen 
^tty  und  ^2*'-aa«'__i  (falls  a^+i^ar),  erschliesst  aus  ihm  die  Di- 

vergenz  der  Reihe  ^  -j^-  für  p  ^  0,  die  Konvergenz  für  p  >  0  und 
leitet  daraus  ein  verschär fles  Kriterium  erster  Art  ab: 


164)  Etwas  vollständiger  kann  man  (IE)  folgendermassen  fassen:  ^a^  di- 

vergiert,  wenn  lim  — ^^  >  1 ,  kofwergiert,  wenn  lim  — ^^  <  1 .  unentschieden 
bleibt  die  Frage,  wenn  gleichzeitig: 

166)  A.  a.  0.  p.  186  „le  pre^nier  de  ces  theor^mes  etc." 

166)  A.  a.  0.  p.  161.  —  Eösum^s  analyt.  (1883),  p.  46. 

167)  A.  a.  0.  p.  286.  —  Ras.  analyt.  p.  118.  —  Exerc.  d*Anal.  8  (1844),  p.  890. 

168)  Es  ist  eigentümlich,  dass  dieses  für  die  Funktionentheorie  äusserst 
wichtige  Resultat  (auf  das  auch  Cauchy  selbst  sichtlich  grossen  Wert  legte)  viel- 
fach vollständig  übersehen  worden  oder  in  Vergessenheit  geraten  zu  sein  scheint. 
Erst  vor  einigen  Jahren  ist  es  von  «7.  Hadatnard  (J.  de  Math.  (4)  8  [1892], 
p.  107)  von  neuem  entdeckt  worden  und  wird  seitdem  öfters  als  ^^adamardP- 
sdber  Satz"  zitiert.  —  Auf  der  anderen  Seite  hat  sich,  trotz  der  tadellos 
korrekten  Fassung  des  Kriteriums  (I)  und  der  ausdrücklichen  Betonung  seines 
9jpeMieUeren  Charakters,   zum  Teil  die  Meinung  gebildet,   dass   durch  die  drei 

Annahmen  lim  — ^—  =  1  alle  in  Betracht  kommenden  Möglichkeiten  erschöpft 
seien,  oder  dass  zum  mindesten  die  Konvergenz  von   ^Oy  im  Falle  der  Nicht- 

Existenz  eines  bestimmten  lim  — -^  als  eine  besondere  Merhujürdigkeit  erscheine 

(vgl.  meine  Bemerkungen  Math.  Ann.  86  [1890],  p.  808).  Und  man  findet  dar- 
nach in  manchen  (sogar  der  neuesten  Zeit  angehörigen)  Lehrbüchern  die  ganze 
Lehre  von  den  Potenzreihen  auf  die  viel  zu  spezielle  Annahme  begründet,  dass 


lim 


existiere. 
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lg  —  I  <  0 :  Divergenz y 
(16)  lim  -j — ^  I  >0:  Kowvergene. 

An  anderer  Stelle  ^*^)  zeigt  Catichy,  dass  die  Div.  oder  Konv.  der 

QO 

Reihe  ^jfiy)  unter  gewissen  Bedingungen  mit  derjenigen  des  Integrals 

m 

x)dx  zusammenfällt^  und  gewinnt  hieraus  das  Krüerienpaa/r: 

lim  v  •  ay       >  0 :  Divergenz  ^ 

< 

lim  !/*+?•  av=0:  Konvergenz,    (p>0), 

welches^  beiläufig  bemerkt,  leicht  als  im  wesentlichen  gleichwertig  mit 
dem   disjunktiven  DoppeOoriterium  (16)   erkannt   wird  und   einfacher 

direkt  aus  dem  Verhalten  der  Reihe  ^-jjit  (p^O)  hätte  abgeleitet 
werden  können.  Wichtiger  dünkt  mir,  dass  C  hier  zum  ersten  Male 
die  Divergenz  von  ^^— r —    die  Konvergenz  von  ^^  — — ^-  für  p  >  0 

beweist,  womit  der  Weg  für  die  weitere  Verschärfung  der  Kriterien 
(16)  und  (17)  unmittelbar  vorgezeichnet  erscheint. 

24.  Kmnmer's  allgemeine  Kriterien.  Die  Kriterien  von  J,  L.  Baabe, 
J,  M.  C.  Duhamel,  de  Morgan,  Bertrand,  P.  0.  Bonnet,  M.  G.  v,  Paucker 
(deren  Veroflfentlichung  in  den  Zeitraum  von  1832—1851  fällt  und 
von  denen  später  noch  die  Rede  sein  wird)  liefern  lediglich  derartige 
Verschärfungen  der  Cauc^y'schen  Kriterien,  an  welche  sie  auch  nach 
Form  und  Herleitungsweise  sich  im  wesentlichen  anschliessen. 

Während  alle  die  bisher  genannten  Sjiterien  einen  speziellen 
Charakter  tragen,  insofern  sie  durchweg  auf  der  Vergleichung  von  o, 
mit  einer  der  speziellen  Zahlenfolgen  a^,  i^,  V'(\!gvy  etc.  beruhen,  so  hat 
E.E.Kummer^^^)  das  folgende  JTönverjrenjj-Kriterium  von  überraschend 
allgemeinem  Charakter  abgeleitet:  ^a,  konvergiert,  wenn  irgend  eine 
positive  Zahlenfolge  (P»)^^^)  existiert,  so  dass: 

(18)  Um  k^  =  lim  (p^  •  — P^+i)  >  0. 

169)  Anc.  Ezerc.  2  (1827),  p.  221  ff.  —  Der  Satz  über  den  Zusammenhang 
des  Integrals  mit  der  Reihe  findet  sich  in  geometrischer  Form  schon  bei  Colin 
Mac  Laurin  (Treatise  of  fluxions  1742,  p.  289).  —  Über  die  Umformung  dieses 
Krit.  durch  B.  Riemann,  vgl.  Nr.  86. 

170)  J.  f.  Math.  18  (1886),  p.  171  ff. 

171)  Kummer  fügt  noch  die  Nebenbedingung  hinzu:  lim  P^  •  a^  =»  0,  welche 
jedoch  in  Wahrheit  überflüssig  ist,  wie  Dini  in  einer  sogleich  zu  erwähnenden 
Arbeit  zuerst  gezeigt  hat. 
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Zugleich  zeigt  K.^  dass  2<^  divergiert^  wenn: 

(19)  lim  P, .  a,  =  0/")      lim  A.  =  0,      Um  ^V^  >  0, 

und  weist  nach,  dass  allemal  wirklich  (unendlich  viele)  Zahlenfolgen 
(Py)  existieret^ ^  welche  eins  der  Kriterien  (18)  (19)  befriedigen;  um 
sie  aber  in  jedem  Falle  bestimmen  zu  können,  müsste  man  von  vorn- 
herein über  die  Konvergenjs  und  Divergenz  von  ^a^   orientiert  sein. 

25«  Die  Theorien  von  Dini,  du  Bois-Beymond  und  Pringaheim. 

Erhebliche  Verallgemeinerungen  der  ganzen  Lehre  von  den  Konver- 
genzkriterien bringt  sodann  Dinfs  umfangreiche,  zunächst  unmittelbar 
an  Kummer'Q  Untersuchung  anknüpfende  Abhandlung:  SuUe  Serie  a 
Urmini  posiHvi^'^^)^  welche  indessen  nicht  die  verdiente  Verbreitung 
gefunden  zu  haben  scheint. 

Du  Bois-BeymoncFs  „Neue  Theorie  der  Konvergenz  und  Divergenz 
von  Reihen  mit  positiven  Gliedern^'"*)  scheint  ganz  unabhängig  von 
Pim's  Arbeit  entstanden  zu  sein.  Sind  auch  seine  üntersuchungs- 
methoden  und  Hauptresultate  von  denjenigen  Dints  nicht  wesentlich  ver- 
schieden, so  geht  er  doch  prinzipiell  über  Dini  hinaus  durch  die  aus- 
gesprochene Tendenz,  der  Lehre  von  der  Konvergenz  und  Divergenz 
„durch  strengere  Begründung  und  durch  sachgemässe  Verknüpfung  ihrer 
Theoreme  den  bis  jetzt  ihr  fehlenden  Charakter  einer  mathematischen 
Theorie  zu  verleihen'^  Da  mir  indessen  Du  Bois-Beymond  dieses  Ziel 
keineswegs  erreicht  zu  haben  scheint  ^''^),  so  habe  ich  das  von  ihm 
gestellte  Problem  von  neuem  aufgenommen  und  in  folgendem  Sinne 
erledigt  ^''^r  Es  werden  aus  dem  völlig  einheitlich  durchgeführten, 
nächstliegenden  Prinzipe  der  Beihenvergleichung  Regeln  von  möglich- 
ster Allgemeinheit  abgeleitet,  welche  nicht  nur  alle  bisher  bekannten 
Kriterien  als  spezielle  Falle  umfassen  ^^''),  sondern  auch  ihre  Tragweite 


178)  Hier  ist  diese  Bedingung  wesenüieh. 

178)  Pisa  1867  (Tipogr.  Nistri).  Auch:  Ann,  dell'  Univ.  Tose.  9  (1867), 
p.  41—76. 

174)  J.  f.  Math.  76  (1878),  p.  61—91. 

176)  Vgl.  meine  krit.  Bemerk.  Math.  Ann.  85  (1890),  p.  298. 

176)  Math.  Ann.  85  (1890),  p.  297—894.  —  Nachtrag  dazu:  Math.  Ann.  39 
(1891),  p.  125.  —  Ein  Auszug  dieser  Theorie  findet  sich:  Math.  Pap.  Congr.  Chi- 
cago [1896]  1898,  p.  805—829. 

177)  Eine  Ausnahme  bildet  das  Kummer'^Cihe  2)tt?er^69ur-Eriterium,  weil  es 
nicht,  wie  alle  anderen  Kriterien  von  einer,  sondern  von  drei  Bedingungen  ab- 
hingt. Dasselbe  wird  aber  durch  die  allgemeineren  Diy.-Eriterien  2^'  Art  voll- 
kommen entbehrlich.    Vgl.  meine  Abh.  a.  a.  0.  p.  865,  Fussn. 

6* 
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und  ihren  mehr  oder  weniger  verborgenen  Zusammenhang  deutiich 
erkennen  lassen.  Insbesondere  erscheint  das  in  seiner  Allgemeinheit 
bisher  vollständig  abseits  stehende  Eonvergenzkriterium  eweUer  Art  von 
Kummer  als  ein  natürliches  Glied  dieser  Theorie  und  findet  sein  voll- 
standiges  Analogon  unter  den  Kriterien  erster  Art, 

26.  Die  Kriterien  erster  und  sweiter  Art.  Ich  bezeichne  mit 
dy^EjDr^  bezw.  c^^e^C^^  das  allgemeine  Glied  einer  als  divergent 
bezw.  konvergent  erkannten^  mit  o,  dasjenige  einer  zu  beurteilenden 
Reihe.    Dann  ergiebt   sich   als  Hauptform  der  Kriterien   erster  und 

ssweiter  Art: 

lim  Dy  •  tty  >  0 :    Divergengy 

< 

lim  Cv  •  öy  <  cx> :  Konvergenz  ^'^^). 


(20) 


(21) 


a^ 


lim  (Dy ^y+i)  <  0 :  Divergenz, 


a 

y 


lim  (Cv Cv+i)  >  0 :  Konvergenz. 


Man  kann  diesen  Sj-iterien  mannigfaltige  andere  Formen  geben, 
wenn  man  nicht  ay  direkt  mit  d^,  Cy,  sondern  F(ay)  mit  F(dy),  ■f'C^) 
vergleicht,  unter  F  eine  monotone  Funktion  verstanden.  Hierauf  be- 
ruht insbesondere  die  Umformung  der  Kriterienpaare  (20)  in  disjunk- 
tive DoppdJcriterien,  bei  denen  ein  einziger  Ausdruck  über  Divergenz 
und  Konvergenz  entscheidet. 

Versagt  für  irgend  eine  bestimmte  Wahl  von  Dy,  Cy  eins  jener 
Sj-iterien  in  der  Weise,  dass  an  Stelle  der  Zeichen  ^  das  Gleichheits- 
zeichen auftritt,  so  ergiebt  sich  die  Möglichkeit,  wirksamere  Kriterien 

zu  erhalten,  wenn  man  statt  D,,  Cy  solche  Dy,  Cy   einfährt,   welche 

der  Bedingung:  Dy^By  bezw.  C>-  Cy  genügen,  in  welchem  Falle 

die  Reihe  ^Dy"^  bezw.^Cy""^  schwächer  divergent  bezw.  konvergent 

heissen  soll,  als  ^Dy"^  bezw.  ^Cy""^."^)  Man  kann  aber  solche 
Dy,  Cy  nicht  nur  in  unbegrenzter  Anzahl,  sondern  aüe  überhaupt  mög- 
lichen mit  Hülfe  der  folgenden  Sätze  herstellen: 

Ist  0<^My<My^i,  lim  Jf,,=  oo,  so  stellt  jeder  der  drei  Aus- 
drücke 


178)  Die  Bezeichnung:  <Coo  bedeutet:  nicht  cx),  also  unter  einer  endlichen 

Schranke.    Femer  bemerke  man,  dass  lim  hier  im  Sinne  von  lim  steht,  d.  h.  es 

braucht  keineswegs  ein  bestimmter  Limes  von  der  fraglichen  Beschaffenheit  zu 
existieren. 

179)  Der  Begriff  der  „schwächeren"  Divergenz  und  Konvergenz  lässt  sich 
allgemeiner  fassen.    Vgl.  ti.  a.  0.  p.  319.  827. 
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(22)  (8)  Jlf,+,  -  Jf,,     (b)  -^V.-^,     (c)  -I^ i 

ein  (ir  dar^  und  umgekehrt  lasst  sich  jedes  d^  in  der  Form  (a)^  (b) 
und  im  Falle  (ir<l  auch  in  der  Form  (c)  darstellend®^). 
Femer  stellt  der  Ausdruck: 

(23)  M^l.u 
ein  c^  dar  —  t;ice  versa. 

Dabei  divergieren  bezw.  konvergieren  die  betreffenden  Reihen  um 
so  schwächer,  je  langsamer  My  mit  v  zunimmt  ^®^). 

Durch  Einführung  von  JfJ  (0  <  p  <  1)  an  Stelle  von  M^  erkennt 
man  mit  Hülfe  der  Beziehung: 

(24)  "^^ (\J  — ^^±i -^       "^     . 

jeden  dieser  Tenne  als  allgemeines  Olied  einer  ifcönvcrgrenfen  Reihe  ^®*). 
Sodann  liefert  die  Substitution  von  lg«  My,  (x  =  1,  2,  3, . . .)  und  (24), 
wenn  man  setzt: 

(25)  a: •  Igi  a;. Igj a;  •  •  •  Ig^a;  =  ix(^), 

mit  Hülfe  elementarer  infinitarer  Relationen  die  beiden  unbegrenzt 
fortsetzbaren  Folgen: 

als  allgemeine  Olieder  von  beständig  schwächer  divergierenden  bezw. 
konvei^erenden  Reihen.     Diese  Ausdrücke  enthalten  für  x  =  0  die 


ISO)  Die  Vergleichong  der  Ausdrücke  (22)  (b)  und  (c)  mit  (a)  zeigt  unmit- 
telbar, dass  es  zu  jeder  divergenten  iteihe  schwächer  divergierende  giebt.  Setzt 
man    M^^^-- M^  =  d^^    M^^^O,    also:    i^f^^i  ==^0  +  ^1"! l-^v=*«r'    ^^ 

folgt:  Mit  der  Reihe  ^d^  divergiert  auch  ^  — —  (Satz  von  Abel:  J.  f.  Math. 

3  [1828],  p.  81)  und  ^—   (Dini  a.  a.  0.  p.  8). 

181)  Man  kann  geradezu  M^  als  das  Mass  der  Divergenz  bezw.  Konvergenz 

von   ^(Af^  I  t  —  MJ   bezw.   /.  "Äf^ Tür~  bezeichnen.    Yg\.  Du  Bois-Bey- 

moiui  a.  a.  0.  p.  64. 

182)  Daraus  folgt  mit  Anwendung  der  unmittelbar  zuvor  gebrauchten  Be- 

Zeichnungen,   dass    ^  ~r4.~  konvergiert.    Auch  dieser  Satz  findet  sich  schon 

^■"         «y 

bei  Abel  (in  der  oben  erwähnten  nachgelassenen  Note:  2,  p.  198),  ausserdem  bei 
2>mt  (a.  a.  0.  p.  8). 
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entsprechenden  Anfangsterme  in  (22),  (24),  wenn  noch  LQ(a?)=lgQfl;=a; 
gesetzt  wird.  Auch  kann  man  in  dem  Nenner  des  Ausdruckes  (26  b) 
Mv^t  ohne  weiteres  durch  M^  ersetzen,  wenn  man  die  f&r  die  Bil- 
dung von  Kriterien  sich  zweckmässig  erweisende  Beschiünkung 
Mt^t  ~  ^t  einfahrt. 

27.    Fortsetzung.     Hiemach  ist  die  Haup^orm  aUer  überhaupt 
möglichen  Kriterien  erster  Art  in  den  beiden  Beziehungen  enthalten: 

lim  ^ ZTW  •  ^v  >  0 :  Divergengy 

•'4-1  V 


(27) 


lim 


M^r.    '   M. 


M. 


V-\-\ 


zrw  •  «v  <  ^^  •  Konvergenz^ 


und  es  stellen  die  Beziehungen: 


(28) 


lim 


M  ..  —  M 

y-f-l  V 


tty     >  0 :   Divergenz  y 


^  — ^  ^\_^r-^  •  a>  <  cx> :  Konvergenz 


( 


9>0  ) 


für  X  =  0,  1,  2, . . .  eine  Skala  von  immer  wirhsameren  B[riterien  dar. 
Die  spezielle  Wahl  M^  =  v  liefert  alsdann  für  x  =  0  das  Caue^y'sche 
Kriterium  (17),  für  x=l,2, ...  jene  Serie,  welche  zuerst  von  de 
Morgan^^),  später  von  Bonnet^^)  aufgestellt  wurde. 

Die  Kriterien  (28)  lassen  sich  auch  durch  die  folgende  Skala  von 
disjunktiven  Kriterien*®*)  ersetzen: 


(29) 


lim 

lim 

lg 

J»f,+.- 

^r 

(a) 

«V 

lg 

'x+l 


i^r) 


<  0  Divergenz, 

>  0  Konvergenz, 

<  0  Divergenz, 

>  0  Konvergenz. 


(x  =  0,l,2,..,). 


Spezialisiert  man  wiederum  Mr  =  v,  so  liefert  (a)  das  CaMdiy^sche 
Fundam.-Kriterium  (I),  (b)  fttr  x  =  0  das  Cauc^'sche  Büterium  (16), 
för  X  =  1,  2, . . .  eine  zuerst  von  Bertrand^^)  abgeleitete  Serie. 


188)  DifP.  and  Integr.  Calc.  (1839),  p.  326.  De  Morgan  leitet  daraus  noch 
eine  andere  scheinbar  allgemeinere  Eriterienform  ab,  deren  Tragweite  indessen 
genau  dieselbe  ist,  wie  Bertrand  und  Bonnet  (J.  de  Math.  7,  p.  48;  8,  p.  86) 
gezeigt  haben. 

184)  J.  de  Math.  8  (1843),  p.  78. 

186)  In  etwas  anderer  Form  abgeleitet  von  Dini  a.  a.  0.  p.  14. 

186)  J.  de  Math.  7  (1842),  p.  37.  —  Eine  elementarere  Ableitung  giebt 
Paucker  (J.  f.  Math.  42  [1851],  p.  139)  und  Cawihy  (C.  R.  1866,  2°»«  sÄn.,  p.  638), 
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Schliesslich  gestattet  das  in  (a)  enthaltene  Konvergme-Kritenum 
noch  die  folgende  Verallgemeinerung: 

(30)  lim  iL^ll^  <  0 :  Konvergenjs, ''''') 

wo  (Py)  jede  belidnge  positive  Zahlenfolge  bedeuten  kann  und 

s,  =  Po  +  Pi  +  --.  +  P,. 

Dieses  allgemeinste  Konvergenzkriterium  erster  Art  bildet  dann  das 
Analogon  zum  Kummer^ sehen  Konvergenzhriterium  zweiter  Art. 

Durch  Einsetzen  des  allgemeinen  Ausdrucks  (23)  für  C^^  in  das 
KonvergenZ'Kritenum  zweiter  Art  (21)  ergiebt  sich  das  merkwürdige 
Resultat^  dass  dasselbe  auch  auf  die  Form  gebracht  werden  kann: 

(31)  lim  (JDy D^+i)  >  0 :  Konvergenz. 

Da  jede  beliebige  positive  Zahlenfolge  (Py)  entweder  der  Gattung 
(Dy)  oder  der  Gattung  (Cv)  angehören  muss^  so  findet  man  durch 
Kombination  von  (31)  mit  dem  Konvergenz-Krii^num  (21)  unmittelbar 
das  Äumma^'sche  Konvergenz-Krit.  (18),  mit  dem  Divergenz-Krit  (21) 
das  disjunktive  Krit.  zweiter  Art: 

(32)  lün  (i>, .  ^  -  D,+0  I  <  ^  =  J'^*^^^' 

^    ^  ^        «^4-1  ^^  [>0:  Konvergenz y 

in  welches  man  nur  aus  (22  a),  (26  a): 

(33)  A=°jf     '_3f     be^-    ^y-r^lTM     ("  =  0,1,2,. ..) 

•^9~{.l         -™y  -'"»4-1         -^v 

einzusetzen  hat,  um  Skalen  von  immer  wirksameren^®^)  Kriterien  zu 
erhalten.  Für  M^  =  v  resultiert  daraus  der  Reihe  nach  das  Cauchy'sche 
Fund.-Krü.  (11),   das  JRaabe'sche^^^)   und   (abgesehen   von   einem   un- 


welcher  bei  dieser  Gelegenheit  mit  Becht  den  Grundgedanken  und  die  benützten 
Methoden  für  sich  reklamiert. 

187)  Anders  geschrieben:  i. 

lim  (P^  .  a;)'"  <  1 . 

188)  Über  den  (hier  nicht  so  unmittelbar  wie  bei  den  Kriterien  erster  Art 
ernchtliehen)  Charakter  der  successive  zu  erzielenden  Verschärfung  s.  meine  Ab- 
handl.  a.  a.  0.  p.  364. 

189)  Z.  f.  Phys.  u.  Math,  von  Baumgartner  u.  Ettingshamen  10  (1882),  p.  63. 
Wieder  entdeckt  von  Duhamel,  J.  de  Math.  4  (1839),  p.  214.  Vgl.  auch  6  (1841), 
p.  86.  —  Das  fragliche  Kriterium  lässt  sich  auf  die  Form  bringen: 


lim  , (-^  -t\[^^-  ^"^9»^' 
V^v+i        /   l^^*  Konvergenz. 
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wesentlichen  Unterschied  in  der  Form)  eine  gleichfalls  von  Berlrand^^) 
aufgestellte  Kriterienfolge. 

Neben  der  Ha/up^orm  (32)  des  disjtmkt.  Krtt.  mceUer  Art  habe 
ich  als  besonders  einfach  und  von  gleicher  Tragweite  noch  die  folgende 
hervorgehoben: 

(34)  limD,+,  lg  j,^^^  j  <  ^=  ?!'^^'^' 

^    ^  ^   ^-D^+itt^-f.!  \>0:  Konvergenz. 

Auch  hier  erweist  es  sich  als  zuBlssig,  in  dem  £'ont;.-Erit.  die  D^ 
durch  die  Terme  einer  ganz  hdiebigen  positiven  Zahlenfolge  (P^)  zu 
ersetzen;  so  dass  ein  Kriterium  von  gleicher  Allgemeinheit  wie  das 
Kummer'sche  resultiert. 

28.  Andere  Kriterienformen.  Die  Lehre  von  den  Kriterien  erster 
und  zweiter  Art  darf  als  vollkommen  abgeschlossen  gelten.  Wenn 
nichtsdestoweniger  von  Zeit  zu  Zeit  immer  wieder  ^eue^^  solche  Kri- 
terien auftauchen,  so  handelt  es  sich  dabei  entweder  um  die  Wieder- 
entdeckung langst  bekannter  Kriterien  oder  um  Spezialbildungen  von 
untergeordneter  Bedeutung. 

Andererseits  ergiebt  sich   die   unbegrenzte  Möglichkeit  weiterer 

a 

allgemeiner   Ejiterienbildungen,  wenn   man   statt   der   a,   oder    — ^ 

irgendwelche  andere,  passend  gewählte  Verbindungen  JP(ar,  0^4-1, ...) 
mit  den  entsprechenden  der  dv  bezw.  c^  vergleicht.  Auf  diesem  Prin- 
zipe  beruhen  die  von  mir  aufgestellten  Kriterien  dritter  Art  (Diffe- 
renzenkrit.)^®^),  sowie  die  ^erweiterten  Kriterien  zweiter  Arif^y  bei  denen 
statt  der  Quotienten  zweier  consecutiver  diejenigen  zweier  beliebig  ent- 
fernter Glieder  oder  auch  diejenigen  zweier  Gliedergruppen  in  Betracht 
gezogen  werden.  Ich  gelange  auf  dem  letzteren  Wege  zu  dem  fol- 
genden erweiterten  Haupikriterium  zweiter  Art: 


(35) 


x=oo      (m,^.;^  -  m,) .  f(m^)      -^  ^  ^l\  )y 

lim     (^x+*~y^^(^x)         j.  xonvergenz   „      „ 


190)  J.  de  Math.  7,  p.  43.  Vgl.  auch:  Bon/net,  J.  de  Math.  8,  p.  89  und 
Paucker,  J.  f.  Math.  42,  p.  143.  —  Die  Gauss'^chen  Kriterien  lassen  sich  mit 
Hülfe  des  J?aa^e*schen  und  des  ersten  Bertrand' scYien  Kriteriums  ableiten,  wie 
B.  a.  a.  0.  p.  52  gezeigt  hat;  übrigens  auch  mit  Hülfe  der  f ummer'schen  Kri- 
terien {Kummer  a.  a.  0.  p.  178).  —  Das  analoge  gilt  für  den  etwas  allgemei- 
neren Fall:   -!±i  =  1  +  ^  -1-  ^  -I-  . . .,  nach  0.  Schlömüch,  Z.  f.  Math.  10  (1866), 

p.  74. 

191)  A.  a.  0.  p.  379. 
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wenn  Jf,  >  m,  und  JK,,  w,  monoton  zunehmende,  f{x)  eine  monoton 
abnehmende  Funktion  der  positiven  Veränderlichen  x  bedeuten.  Aus 
demselben  ergeben  sich  für  Ä  =  1  die  von  (?.  Kohn  ^^)  abgeleiteten 
Kriterien;  för  lim  A  =  0  die  durch  formale  Einfachheit  und  grosse 
Tragweite  ausgezeichneten  Eüterien  von  Ermdkoff^^^): 

,3gv  üjn  K'f(^.)  (>  1 :  Divergenz, 

^    ^  x^^fn^'f{m^    \<:i\:  Konvergenz, 

Die  letzteren  habe  ich  neuerdings  in  der  Weise  verallgemeinert,  dass 
f{x)  nicht  mehr  als  monoton  vorausgesetzt  zu  werden  braucht  ^^). 

29*  Tragweite  der  Kriterien  erster  nncL  sweiter  Art.  Das  An- 
wendungsgebiet ii^end  eines  Kriteriums  zweiter  Art  ist  naturgemäss 
ein  merklich  engeres,  als  dasjenige  des  entsprechenden  (d.  h.  mit  dem- 
selben Dy,  C»  gebildeten)  Kriteriums  erster  Art^^),  Cauchy  hat  auf 
Grund  des  in  Nr.  18  Gl.  (9)  erwähnten  Grenzwertsatzes  den  Zusammen- 
hang zwischen  seinen  Fundam.-Krit.  erster  und  zweiter  Art  genauer 
festgestellt.  Das  betreffende  Resultat  lässt  sich  in  folgender  Weise  ver- 
allgemeinem:  Liefert  das  disjunktive  Kriterium  zweiter  Art  (32)  für 

2)7^  =  JK*+i  —  Mv  eine  Entscheidung  oder  versagt  es  durch  Auftreten 
des  Grenzwertes  NüU,  so  gilt  das  gleiche  von  dem  Ejiterium  erster 
Art  (29  a).  Dagegen  kann  das  letztere  noch  eine  Entscheidung  liefern, 
wenn  das  erstere  durch  das  Auftreten  von  Unbest.-Grenzen  versagt^^). 
Die  Grenzen  für  die  Tragweite  der  gewöhnlichen  Kriterienpaare 
erster  Art  (20)  ergeben  sich  aus  der  Bemerkung,  dass  dieselben  nicht 
nur  versagen,  wenn  geradezu: 

(A)  lim  Dy  •  a^  =  0 ,      lim  C^  •  a»  =  oo , 

sondern  auch  dann,  wenn  jene  Grenzwerte  überhaupt  nidht  existieren 
und  gleichzeitig: 

(B)  lim  D^Oy  =  0,       lim  (?„  •  a,r  =  oo . 


192)  Archiv  f.  Math.  67  (1882),  p.  82.  84. 

198)  Barhaux  Bulletin  2  (1871),  p.  260;    18  (1888),   p.  142.   —   Das   für 

If-  =  e^,  m^  =  1  resultierende  Kriterium :  lim     ; ,  .    ^  1  besitzt  z.  B.  dieselbe 
*  *  f(x)    ""^ 

Tragweite,  wie  die  ganze  Skala  der  logarithmischen  E[riterien. 

194)  Chicago  Papers  p.  328.    Daselbst  auch  ein  kürzerer,  auf  der  Theorie 

der  bestimmten  Integrale  beruhender  Beweis   (Verbesserung   des   ursprünglich 

▼on  W.  Ermakoff  gegebenen)  und  genauere  Feststellung  der  Beziehung  zwischen 

OD  OD 

^f(v)  und    Jf(x)dx. 

m  m 

196)  Vgl.  a.  a.  0.  p.  808. 

196)  Frvngsheim  a.  a.  0.  p.  376. 
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Wählt  man,  wie  bei  den  in  der  Praxis  ausschliesslich  angewen- 
deten Kriterien  geschieht,  die  D^,  C>  monoton  zunehmend  ^^),  so  er- 
streckt sich  ihre  Anwendbarkeit  offenbar  nur  auf  solche  o,,  die  ent- 
weder geradezu  monoton  oder  doch  „im  wesentlichen^^  monoton  ab- 
nehmen, d.  h.  so,  dass  die  etwaigen  Schwankungen  innerhalb  gewisser 
Grenzen  bleiben. 

30*    Die  Grensgebiete  der  Divergens  und  Konvergens.     Das 

erste  Beispiel  einer  konvergenten  Reihe,  für  welche  die  gewöhnliche 
logarithmische  (Bonnet^sche)  Skala  nach  dem  Modus  von  Gl.  (A)  ver- 
sagt, hat  Du  BoiS'Beynwnd  konstruiert^^).  Ich  habe  sodann  einen 
etwas  allgemeineren  Reihentypus  von  durchsichtigerem  Bildungsgesetz 
angegeben,  welcher  zugleich  auch  divergente  Reihen  von  der  fraglichen 
Beschaffenheit  liefert  ^^^).  Die  hierbei  benützte  Methode  lasst  sich, 
wie  Hadamard  gezeigt  hat^,  leicht  auf  jede  beliebige  Kriterienskala 
übertragen. 

Es  giebt  aber  auch  unendlich  viele  monotone  a,,  für  welche  eine 
beliebig  gewählte  Kriterienskala  im  Sinne  der  Gleichungen  (B)  voll- 
kommen versagen  muss.  Die  von  mir  in  dieser  Richtung  angestellten 
Untersuchungen**^)  führen  zu  dem  folgenden  allgemeinen  Satze:  „Wie 

sta/rTc  auch  ^Cv"^  konvergieren  möge,  so  giebt  es  stets  monotone  di- 
vergente Reihen  ^a^,  für  welche:  lim  (/vay  =  0.    Wie  langsam  auch 

m,  mit  V  ins  Unendliche  wachsen  möge,  so  existieren  stets  monotone 

konvergente  Reihen  ^a^,  für  welche:  lim  i/-my-ay==oo5  dagegen  hat 
man  stets:  lim  i/  •  a^  =  0/'  Es  giebt  also  überhaupt  kein  M^  von 
beliebig  hohem  Unendlich,  so  dass  lim  M^  •  a^  >  0  eine  notwendige  Be- 
dingung für  die  Divergenz  von  2^v  bildet.  Andererseits  bildet  zwar 
die  Beziehung  lim  v  .  a»  =  0  eine  notwendigem^)  Bedingung  für  die 


197)  Z.B.  -Dy=-  V,    v^gv,    "• 

C7,=:yi+e,   i'(igi')'+^   ... 

(^onnet'sche  Kriterien:  s.  Nr.  27). 

198)  J.  f.  Math.  76  (1878),  p.  88. 

199)  A.  a.  0.  p.  863  ff. 

200)  Acta  Math.  18  (1894),  p.  325. 

201)  A.  a.  0.  p.  347.  356.     Math.  Ann.  37  (1890),  p.  600.    Münch.  Ber.  26 
(1896),  p.  609  ff. 

202)  Dass  dieselbe  für  die  Konvergenz  stets  auch  hinreiche,  ist  von  Th.  Olivier 
(J.  f.  Math.  2,  1827,  p.  34)  behauptet,  von  Abel  (a.  a.  0.  8,  p.  79.    Oeuvres  1, 

p.  399)  durch  den  Hinweis  auf  die  Reihe    ^^— ^ —  widerlegt  worden.   Kummer 
bat  dagegen  gezeigt,  dass  jene  Bedingung  für  die  Konvergenz  allemal  dann  hin- 
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Konvergenz  von  ^a,,,  dagegen  Tceine'^)  Beziehung  von  der  Fonn: 
lim  1/  •  my  •  a,  =  0  bei  bdidng  schwachem  Unendli<ih  von  lim  m,.  Mit 
anderen  Worten:  Es  existiert^  auch  wenn  man  sich  auf  die  Betrach- 
tung monotoner^^)  a^  beschränkt,  überhaupt  keine  Schranke  der  Diver- 
genz, d.  h.  keine  Zahlenfolge  (c^),  so  dass  von  irgend  einem  bestimm- 
ten i/  an  heständig  a^^c^  sein  müsste,  v^enn  ^a^  divergiert.    Und 

es  bildet  zwar  jede  Zahlenfolge  von  der  Form  (— j,  wo  £>0,  eine 

Schranke  der  Konvergenz  (d.  h.  es  muss  von  irgend  einem  bestimmten 
V  an  beständig  ay<—  sein,   wenn  ^a^  konvergieren  soll),   dagegen 

keine  Zahlenfolge  von  der  Form   (  — ),   wie  langsam  auch  Sv  mit  — 

der  NuH  zustreben  möge. 

Hiemach  beruht  die  von  Du  Bois-Reymond  eingefahrte*^^)  Fik- 
tion einer  „Grepize  zwischen  Konvergenz  und  DivergenZ^^  von  vornher- 
ein auf  einer  falschen  Grundanschauung.  Aber  auch  wenn  man  die- 
selbe in  wesentlich  engerem  Sinne  auffasst,  nämlich  als  präsumtive 
Grenze  zwischen  irgend  zwei  bestimmten  divergenten  und  konvergenten 

Skalen,  wie:    ^  ,  .  und  -—  (x  =  1,  2,  3, .. .:  p<0),  erscheint 

sie  unhaltbar,  wie  ich  des  näheren  nachzuweisen  versucht  habe^. 

31,  Bedingte  und  unbedingte  Konvergens.  Eine  Reihe  mit 
positiven  und  negativen  Gliedern  Up  heisst  absolut  konvergent,  wenn 
^1  Uv  I  konvergiert;  dass  sie  unter  dieser  Voraussetzung  wirklich  auch 
selbst  allemal  konvergiert,  ist,  wie  schon  in  Nr.  23  bemefkt  wurde, 
von  Caucfiy  bewiesen  worden.  Dass  es  aber  auch  konvergente  Reihen 
^Up  giebt,  für  welche  ^|tiv|  divergiert,  hatte  bereits  das  Beispiel 


öy  1 

reicht,  wenn  sich  nach  steinenden  Potenzen  von  —  entwickeln  l&sst  (J.  f. 

Math.  13,  1836,  p.  178). 

203)  Man  findet  vielfach  den  falschen  Satz  (vgl.  meine  Conv.-Theorie  a.  a.  0. 
p.  343),  dass  aUgemein:  lim  D^-  a^=sO  eine  notwendige  Bedingung  fSr  die  Kon- 
vergenz hüde,  wahrend  für  D^^v  in  Wahrheit  nur:  liml>ya^  =  0  zu   sein 

braucht.   Diese  einzig  richtige  Formulierung  giebt  schon  Abel  in  der  oben  zitier- 
ten nachgelassenen  Note:  Oeuvres  2,  p.  198. 

204)  Für  nicht-monotone  a^  erscheint  die  Existenz  derartiger  Eonvergenz- 
nnd  Diyergenzschranken  a  priori  ausgeschlossen;  s.  meine  Gony. -Theorie  a.  a.  0. 
p.  844.  357. 

206)  Münch.  Abh.  12  (1876),  p.  XV.    Math.  Ann.  11  (1877),  p.  168  ff. 
206)  Münch.  Ber.  27  (1897),  p.  203  ff. 
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der  Leibniz'schen  Reihe *^^):  7  =  !  —  "s+T  —  yH gelehrt    Auch 

hat  Leibnie  allgemein  die  Konvergenz  jeder  Reihe  von  der  Form 
^( — ly-a^  (wo  ay^ay-f-i>0,  limav  =  0)  erwiesen*^.  An  der- 
artige Reihen;  speziell  an  ^( — 1)^  -     ,     ,  hat  Gauchy  die  wichtige 

Bemerkung  geknüpft  ^^);  dass  ihre  Konvergenz  wesentlich  von  der  Anr 
ordnwng  der  Glieder  abhängt,  derart,  dass  sie  bei  gewissen  ümord- 
nungen  divergent  werden.  Hiermit  hat  er  diejenige  Eigenschaft  auf- 
gedeckt, welche  man  heute  als  bedingte  Konvergenz  zu  bezeichnen 
pflegt.  Lty.'Dirictdet  hat  hinzugefügt*^®),  dass  bei  gewissen  ümordnungen 
die  Konvergenz  zwar  erhalten  bleibt,  die  Summe  dagegen  eine  Ver- 
änderung erleidet;  und  er  hat  insbesondere  scharf  hervorgehoben,  dass 
eine  absolut  konvergente  Reihe  stets  unbedingt,  d.  L  unabhängig  von 
der  Anordnung  der  Glieder  gegen  dieselbe  Summe  konvergiert*^^). 
Durch  Gauchy  und  Dirichlet  war  immerhin  nur  so  viel  erwiesen  wor- 
den, dass  gewisse  nicht -absolut  konvergierende  Reihen  nur  bedingt 
konvergieren;  dass  dies  in  Wahrheit  bei  jeder  nicht -absolut  konver- 
gierenden Reihe  der  Fall  sein  muss,  lehrte  erst  ein  von  Riemann  be- 
wiesener Satz*^*),  wonach  sich  zwei  beliebige  divergente  Reihen  von 
der  Form  ^a^,  S( — 6^)  (ay>0,  6y>0,  lim  a^  =  lim  6y  =  0)  zu 
einer  konvergenten  Reihe  mit  beliebig  vorzuschreibender  Summe  ver- 
einigen lassen"').     Damit  erscheint  die  vollkommene  Äquivalenz  von 


207)  De  vera  proportione  circuli  ad  quadratum  circumscriptam.  Acta  erud. 
Lips.  1682.  (Opera,  Ed.  Dutens  3,  p.  140.)  Die  Reihe  findet  sich  schon  bei 
James  Gregory.    Vgl.  Beiff  a.  a.  0.  p.  45.    M.  Cantor  8,  p.  72. 

208)  Brief  an  Joh.  BemouUi,  1.  Jan.  1714.    (Conunerc.  epist.  2,  p.  329.) 

209)  R^sum.  anal.  p.  67. 

210)  Berl.  Abh.  1837,  p.  48.    (Gea.  W.  1,  p.  818.) 

211)  Ausdrücklich  bewiesen  wurde  dies  wohl  zum  ersten  Male  von  W.  Sdieib- 
ner:  Über  unendliche  Reihen  und  deren  Konvergenz.  Gratulationsschrifb,  Lpzg. 
1860,  p.  11.  —  Der  Ausdruck  „tinbedingtef'  Konvergenz  dürfte  von  Weier8tr(us 
stammen  (J.  f.  Math.  51  [1856],  p.  41).  —  Einzelne  deutsche  und  fast  alle  fran- 
zösischen und  englischen  Autoren  bezeichnen  die  bedingt  konvergenten  Reihen 
als  semikonvergent.  Dieser  Ausdruck  ist  an  sich  wenig  passend  (denn  der  Zusatz 
f^emi"  bezeichnet  nicht  sowohl  einen  besonderen  Modus,  als  vielmehr  die  par- 
tielle Negation  der  Konvergenz)  und  erscheint  auch  schon  ans  dem  Grunde  wenig 
empfehlenswert,  weil  er  (bezw.  der  damit  synonyme  halbkonvergente  Reihe,  särie 
demi-^onvergente)  nach  dem  Vorgange  von  Legendre  (Exerc.  de  calc.  integr.  1, 
p.  267)  bereits  eine  völlig  andere  Bedeutung  erlangt  hat.    Vgl.  Nr.  88. 

212)  Gott.  Abh.  18  (1867).     (Ges.  W.  p.  221.) 

213)  Dini  hat  bemerkt,  dass  man  in  analoger  Weise  auch  eigentliche  oder 
uneigentliche  Divergenz  erzeugen  kann;  Ann.  di  Mat.  (2)  2  (1868),  p.  31. 
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äbscltäer  und  unbedingter,  nicht- absoluter  und  bedingter  Beihenkonver- 
genz  endgültig  festgestellt. 

32.   Wertveränderongen  bedingt  konvergenter  Beihen.    Für 
die  Veränderung,  welche  die  harmonische  Beihe 


00 


0  ' 

erleidet,  falls  man  auf  je  p  positive  Glieder  je  q  negative  folgen  lasst, 
wurde  von  Mart,  Ohm   (mit  Hülfe  der  Integralrechnung)   der  Wert 

-  lg  —  gefunden***).    Eine  unmittelbare  Verallgemeinerung  dieses  Be- 

sultates  bildet  der  von  Schlömüch  bewiesene'*^)  Satz,  dass  der  Beihe 
2( — ly '  a^^i    bei     analoger    Umstellung    die    Wertveränderung 

(lim  1^  -  Oy)  •  ^  lg  ~   zukommt.     Ich   habe   in   ganz   allgemeiner  Weise 

untersucht^**),  welche  Wertveränderungen  eine  aus  den  beiden  diver- 
genten Bestandteilen  ^a^,  2{—  bi)  zusammengesetzte  konvergente 
Reihe  erleidet,  wenn  die  relative  Häufigkeit  der  a^  imd  ( — b^)  (mit 
Festhaltung  der  ursprünglichen  Beihenfolge  innerhalb  der  beiden  ein- 
zelnen Gruppen  (a^)  und  (6»))  in  beliebig  vorgeschriebener  Weise  ab- 
geändert wird,  und  umgekehrt,  welche  derartige  Umordnung  erforder- 
lich ist,   um   eine  beliebig  vorgeschriebene  Wertveränderung  zu  er- 

zeugen.     Die   hierzu   erforderliche    und   für   den  Fall   lim  -^^^  =  1 

vollständig  durchführbare  Untersuchung  ^^ngulärer  Beihenrestef^  von 

der  Form :  lim  ^j  a^  lehrt,  dass  die  fraglichen  Wertveränderungen 
nicht  von  dem  speziellen  Bildungsgesetze  der  a^,  sondern  lediglich  von 

deren  Verhalten  für  lim  i;=oo  abhangen:  Ist  lim  ^ray  =  a  (endlich). 


80  wird  auch  lim   ^j  a,  =  a,  falls  d^^Q^ciy'j  dagegen  lim  ^j  aj,  =  0 

bezw.  =  oo,  faUs  a^^ai,  bezw.  ^tty.  Das  zur  Erzeugung  eines  ge- 
wissen Bestwertes  (incl.  0  und  oo)  erforderliche  q)(n)  (i  h.  schliess- 
lich das  zu  einer  gewissen  Wertveränderung  führende  Umardnungsgesetz) 


214)  De  nonnullis  seriebus  sommandis.    Antr.- Programm,  Berlin  1889.  — 
Eine  elementare  Herleitnng  bei  H.  Simon,  Die  härm.  Reihe.   Dissert.  Halle  1886. 
216)  Z.  f.  Math.  18  (1873),  p.  520. 
216)  Math.  Ann.  22  (1888),  p.  455  ff. 
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hängt  dann  in  genau  angebbarer  Weise  von  der  infinitaren  Beschaffenheit 
der  ttr  ab.  Ist  av>-— ,  so  erleidet  die  Reihensumme  die  Änderung  0,a, 
oo^  je  nachdem  lim  (p(n)-an  =  0,aj  oo.  Das  analoge  findet  im  Falle: 
ttpCSJ—  statt;  mit  dem  einzigen  Unterschiede^  dass  die  Änderung^  falls 

lim  g)(n)a»  =  a,  hier  den  Wert:  —  lg(l  +  a5^)  annimmt.    Ist  endlich 

ay-< -,   so  liefern  die  beiden  Annahmen  lim  9(w)a»a«0  und  =a 

Ä^W€  Wertveränderung;  im  Falle:  lim  9 (n)«a,  =  00  resultiert  dann 
eine  bestimmte  endliche  oder  unendlich  grosse  Änderung;  je  nach  der 
besonderen  Art  des  Unendlichwerdens  von  lim  g)(n)-a„.^*^ 

Einen  etwas  allgemeineren  Typus  von  Umordnungen,  welche  die 
Summe  einer  bedingt  konvergierenden  Reihe  unverändert  lassen  ^  hat 
E.  Borel  betrachtet"»). 

33*  Kriterien  für  eventuell  nur  bedingte  Konvergens.    Für  die 

Feststellung  der  einfachen,  d.  h.  eventuell  nur  bedingten  Konvergenz 
einer  Reihe  mit  positiven  und  negativen  Gliedern  besitzt  man  keine 
allgemeinen  Kriterien.  Das  Mass  der  Gliederabnahme  ist  hier  ftlr  die 
Bexurteilung  der  Konvergenz  ganz  ohne  Belange  wie  das  Z^'&ntVsche  Eji- 
terium  für  alternierende  Reihen  (Nr.  31)  erkennen  lässt:  ^( —  1)*  •  o, 
konvergiert,  auch  wenn  die  a,  beliebig  langsam  monoton  der  Null  zu- 
streben. Ein  in  vielen  Fällen  brauchbares  Hülfsmittel  giebt  die  von 
Äbd^^^)  herrührende  Transformation  (^^partielle  Summation"): 

H  H  —  1 

(37)  ^  WvVy  =  ^  (U^  —  U^^i)  'V^  +  Un  Vn 

0  0 

(wo:    F»,  =  Vo  +  Vi  H \-Vy), 

welche   für  lim  n  =  00    den   folgenden  Konvergenzsatz   liefert :    ^^st 

S(u^ — **r-f-i)  absolut  und  Sv^  überhaupt  konvergent,  so  konvergiert 

^UyVy  zum  mindesten  in  der  vorgeschriebenen  Anordnung.    Dies  gilt 

auch,  wenn  ^v^  innerhalb  endlicher  Grenzen  oscilliert,  sofern  noch 
lim  Uy=0  ist."  Die  Anwendung  der  ÄbeTschen  Transformation  fttr 
derartige  Konvergenzbetrachtungen  rührt  von  Dirichlet  her**^),  der 
obige  Satz  in  etwas  speziellerer  Fassung  von  Dedekind^^^)]   die  hier 


217)  Näheres  a.  a.  0.  p.  496  ff. 

218)  Bull.  d.  Sc.  (2)  14  (1890),  p.  97. 

219)  J.  f.  Math.  1  (1826),  p.  314.     Oeuvres  1,  p.  222. 

220)  VorL  über  Zahlentheorie,  herauageg.  von  E.  Bedekind,  8.  Aufl.  (1879), 

§  101. 

221)  Ebenda,  Supplem.  9,  §  148. 
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gegebene  findet  sich  nebst  einigen  einfachen  Modifikationen  bei  Du 
Bois-Befftnond  ***). 

Aus  diesem  Satze  folgt  z.  B.  unmittelbar  die  zuerst  von  Malm- 
sfen***)  anderweitig  bewiesene  Konvergenz  von  ^a,  -  cos  vx  (excl. 
x=^  +  2Jcjc)  und  ^üv-  sin  vx^  wenn  die  a»  monoton  der  Null  zu- 
streben^, sowie  diejenige  einiger  anderer  trigonometrischer  Reihen**^). 
Auch  lasst  sich  unter  gewissen  vereinfachenden  Voraussetzungen  der 
Konvergenzbeweis  für  die  i^oüner'sche  Reihe  auf  ihn  zurückführen***). 

Die  ÄbeVsche  Transformation  in  Verbindung  mit  der  in  Nr.  26 

hervorgehobenen   Konvergenz   der  Reihe  ^^HHH^  {«t  von  mir 

benützt  worden**''),  um  ein  sehr  allgemeines  Eüterium  für  die  Be- 
urteilung der  sog.  Diriehlet^schen  Reihen:  ^hv'M7^  {k^  beliebig, 
p  >  0)  zu  gewinnen.  Spezielle  Fälle  desselben  sind  bereits  früher  von 
Dedekind^^)  und  0.  Holder^^)  auf  anderen  Wegen  gefunden  worden. 
Eine  nützliche  Verallgemeinerung  des  gewöhnlichen  Konvergenz- 
satzes über  alternierende  Reihen  ei^ebt  sich  aus  den  TFe^^^o^'schen 

Konvergenzimtersuchungen  **®).  Damach  konvergiert  ^( — 1)*  •  o» 
noch  bedingt,  wenn  — ^  =  1  H h  "i  +  '  •  •  ^^^  0  <  x  ^  1  .*'^) 

Die  wichtigste  Kategorie  von  Reihen,  welche  generell  nur  bedingt 
zu  konvergieren  brauchen,  bilden  die  Fotmer' sehen  JfeiÄ^n*'*).  Die 
allgemeinen  Untersuchungen  über  ihre  Konvergenz  und  Divergenz  be- 


222)  Antr.-Programm,  p.  10. 

223)  Mit  der  unnötigen  Einschränkung  lim — ^^  =  1.     Nova  acta  üpsal. 


% 


12  (1844),  p.  256.    Ohne  jene  Einschr.  und  einfacher:  Bj.  Holmgren,  J.  de  Math. 
16  (1851),  p.  186. 

224)  G.  Björling  (J.  de  Math.  17  (1852),  p.  470)  hält  fälschlicher  Weise  die 
Bedingungen:  ay>0,  lim  0^  =  0  schon  für  ausreichend. 

226)  Du  BoiaReymond  a.  a.  0.  p.  12.  17. 

226)  Desgl.  p.  18. 

227)  Math.  Ann.  37  (1886),  p.  41. 

228)  Vorl.  über  Zahlentheorie,  Suppl.  9,  §  144. 

229)  Math.  Ann.  20  (1882),  p.  545. 

230)  J.  f.  Math.  51  (1866),  p.  29;  Werke  1,  p.  186. 

281)  Dies  gilt  auch  fär  komplexe  a^,   falls  der  reelle  Teil  von  %  der  im 

Text  angegebenen  Bedingung  genügt.  —  Für  x  >1  konvergiert  ^a^  absolut  (am 

«infiekchsten  nach  dem  i2aa2^'schen  Kriterium),  für  x  ^  0  divergiert  sie.  —  Vgl.  auch 
Mt,  Allg.  Arithm.  1,  p.  268. 
232)  Vgl.  IIA 8. 
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ruhen  auf  der  Darstellung  von  Sn  durch  ein  bestimmtes  Integral  und 
dessen  Discussion  fdr  lim  n  «=  oo . 

34.  Addition  und  Multiplikation  nnendlioher  Beihen.    Für  die 

Addition  bezw.  Subtraktion  zweier  konvergenter  Beihen  ergiebt  sich 
unmittelbar  aus  der  Beziehung:  lim  a^  +  lim  6y  =  lim  (a„  +  6^)  (Nr.  17, 
Gl.  (15))  die  Begeh 


OD  OD 


(38)  ^  «»  ±  2  f .  =  2  («»  ±  «,).. 


U 


Für  die  Multiplikation  hat  Cauchy  den  Satz  aufgestellt: 


OD  OD  00 


(39)    (^w,)(^v,)=^«?^     (w^  =  WoV.  +  WiV^_iH f-Wi'Wo), 

0  0  0 

unter  der  Voraussetzung,  dass  ^ti»,  ^v^  absolut  konvergieren^^  und 
mit  dem  ausdrücklichen  Hinweise,  dass  die  Formel  fär  nicht- absolut 
konyergierende  Beihen  versagen  kann^.  Äbd  hat  gezeigt,  dass  die- 
selbe gültig  ist,  sobald  (ausser  den  selbstverständlich  als  konvergent 

vorausgesetzten  Beihen  ^t*y,  ^v^)  die  Beihe  ^w^  überhaupt  kon- 
vergiert^^^).    Da  dieser  Eonvergenzbeweis  (abgesehen  von  dem  durch 

Cauchy  erledigten  Falle  der  absoluten  Konvergenz  von  ^Wv,  2^v) 
jedesmal  besonders  erbracht  werden  muss,  so  erscheint  es  keineswegs 
überflüssig,  dass  F.  Hertens  die  Gültigkeit  des  Multiplikationstheorems 
(39)  auf  den  Fall  ausgedehnt  hat,  dass  nur  eine  der  beiden  Beihen 

^My,  2^r  absolut  konvergiert^**).  Der  Fall,  dass  heide  Beihen  nur 
bedingt  konvergieren,  ist  von  mir  des  näheren  betrachtet  worden**^. 

Besitzt  die  eine  der  beiden  Beihen,  etwa  ^u^,  die  Eigenschaft^  dass 

^|wr  +  tiy-f-i  I  konvergiert,  so  erscheint  die  Bedingung  lim  Wy=0 
als  notwendig  und  hinreichend  für  die  Gültigkeit  der  Formel  (39); 
daraus   ergeben   sich   insbesondere   einfache   Kriterien    für    den   Fall 


238)  Anal,  alg^br.  p.  147. 

284)  Ebenda  p.  149  —  wohl  die  erste  Stelle,  an  welcher  das  verschiedeneVeT' 
halten  ahsolui  und  nicht-absolut  konvergierender  Reihen  hervorgehoben  wird. 

285)  J.  f.  Math.  1  (1826),  p.  318.    (Oeuvres  1,  p.  226.)    ÄbeTn  Beweis  be- 
ruht auf  der  Betrachtung  der  Reihen  J^u^x*,  ^^^^^  ^  ^^  a:  =  1,  also  auf 

einem  stetigen  Grenzübergange.  Einen  Beweis  ohne  Benützung  dieses  der  Funk- 
tionenlehre angehörigen  Hülfsmittels  hat  E.  Cesaro  gegeben:  Bull.  d.  Sc.  (2)  14 
(1890),  p.  114.  —  Ähnlich  Jordan,  Cours  d*Anal.  1,  p.  282. 

236)  J.  f.  Math.  79  (1876),  p.  182.    Anderer  Beweis  von  W.  V.  Jensen,  Nouv. 
Corresp.  math.  1879,  p.  430. 

237)  Math.  Ann.  21  (1883),  p.  327. 
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zweier  (dtemierender  Reihen  mit  monotonen  Gliedern'^,  unter  der 
allgemeineren  Annahme,  dass  ^Up  absolut  konvergent  wird;  wenn 
man  die  Uy  in  Gruppen  yon  p^  Gliedern  (p^  constant  oder  verander- 
lichy  aber  endlich  bleibenH)  zusammenfasst,  habe  ich  eine  hinreichende 
Bedingung  angegeben ,  welche  den  Cauchy'schen  und  Jfer^en^'schen 
Satz  als  speziellen  Fall  umfasst.  Für  den  Fall  p^  =  2  hat  sodann 
A.  Voss^^y  für  beliebige  constante^  und  endlich-veränderliche^^)  p^ 
F,  Cajori  die  notwendigen  und  hinreichenden  Bedingungen  aufgestellt. 

86*  Doppelreihen.    Die  Additionsformel  (88)  ist  zwar  ohne  wei- 
teres auf  eine  beliebige  endliche  Anzahl  von  Beihen: 

OD 

^'«?'>    (^  =  0,l,...m), 

0 

aber  nicht  auf  den  Fall  m=^oo  übertragbar^  d.  h.  für  die  Gültigkeit 
der  Beziehung: 

(40)  i^(5«^')  =  ^(2«^1 

0  0  0  0 

erscheint  es  keineswegs  als  hinreichend^  dass  die  linke  Seite  einen  be- 
stimmten Sinn  hat;  also  schlechthin  konvergiert.    Cauchy  hat  gezeigt, 

oa  oa 

dass  Gl.  (40)  gilt,   wenn  auch    ^f  (  ^  |  u^^  \ )   konvergiert^*);   das 

0  0 

Multiplikationstheorem  (39)  für  zwei  absolut  konvergente  Reihen  er- 
weist sich  als  spezieller  Fall  dieses  Satzes '^).  Zugleich  hat  Cauchy 
an  die  Betrachtung  eines  zweifach-unendlichen  Schemas  von  Termen 
ti;  ^  (wobei  etwa  der  Index  ii  die  Zeilen,  der  Index  v  die  Kolonnen 
charakterisieren  mag)  den  Begriff  der  Doppel/reihe  geknüpft.   Setzt  man 

ujf*^  =  sS"\    so   heisst  die   aus   den   Gliedern  u^^    gebildete 

00 

Doppelreihe  ^l^^^u^^  konvergent  und  s  ihre   Summe,  wenn   in   dem 


2dS)  Eine  Anwendong  auf  die  Multiplikation  zweier  trigonometriidien  Reihen 
8.  Math.  Ann.  26  (1886),  p.  167. 

289)  Math.  Ann.  24  (1884),  p.  42. 

240)  Am.  J.  of  Math.  15  (1898),  p.  889. 

241)  N.  Y.  Bull.  (2),  1  (1896),  p.  180.  —  C<\iar%  giebt  eine  kurze  Analyse  der 
Ton  mir  und  Voss  gefundenen  Resultate:  N.  T.  Bull.  1  (1892),  p.  184. 

242)  Anal,  alg^r.  p  641.  —  Eine  allgemeinere,  f%lr  Potengreihen  geltende 
Form  einer  hinreichenden  Bedingung,  die  von  Weier8tr<M8  herrührt  (Werke  2, 
p.  206),  ist  wesentlich  fuhktionetUhearetischer  Natur.    Vgl.  II  B  1. 

243)  Cauchy  a.  a.  0.  p.  642. 

Eaoyklop.  d«  nath.  WlMentoh.    I.  7 
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Nr.  20  dieses  Artikels  angegebenen  Sinne:  liin^'"^=5  ist^;  (in  jedem 

anderen  Falle  heisst  sie  divergent  und  zwar  eigenüich  divergent,  wenn: 
lim  s^n^  =  -f.  oo  bezw.  —  oo).    Auf  Grundlage  dieser  Definition  ist 

die  Lehre  von  den  Doppelreihen  späterhin  von  Stolz^  und  neuer- 
dings von  mir***)  ausführlicher  behandelt  worden.  Stoh  hebt  vor 
allem  mit  Recht  hervor,  dass  jene  Eonvergenzdefinition  in  keiner 
Weise  die  Konvergenz  irgend  einer  einzelnen  Zeüe  oder  Kolonne  in- 
volviere; es  braucht  nicht  einmal  für  irgend  einen  einzigen  bestimm- 
ten Wert  II  (bezw.  v):  lim  u^^  =  0  (bezw.  ]imu^^  =  0)  zu  8ein>  wah- 

rend  allerdings  bei  einer  konvergenten  Doppelreihe  stets:  lim  u^^  =»  0 

sein  muss.  Ebensowenig  kann  aus  der  Konvergenz  der  einzelnen 
Zeilen  (Kolonnen)  und  der  von  ihren  Summen  gebildeten  Reihe,  ja 
nicht  einmal  aus  der  Existenz  der  Gleichung  (40)^^  die  Konvergenz 
der  Doppel/reihe  gefolgert  werden.  Dagegen  gilt  der  Satz:  „Konver- 
giert ausser  der  Doppelreihe  auch  jede  einzelne  Zeile  (Kolonne),  so 
hat  man: 


00  OD 


2.»«W  =  22«ir'    (bezw.  =22«'"')" 

0  0  0  0         0 

Man  kann  die  Terme  einer  Doppelreihe  auch  als  einfach -unend- 

OP 

liehe  Reihe  ^jw^  ordnen,  am  bequemsten  nach  f^Diagandlen^^,  d.  h. 

0  00 

wenn  man  setzt:  u;^  ■-  wo*^  -}-  wi*~^^  H h  wl^^   Ist  dann  ^f*»*  u?*^  =  s 


244)  Dies  seheint  wenigstens  der  Sinn  der  ihrem  Wortlaute  nach  nicht  ganz 
klaren  CaucA^schen  Definition  (a.  a.  0.  p.  588).  Freilich  ist  alsdann  die  von 
Cauchy  daraus  gezogene  Folgerung,  dass  jede  Zeüe  und  jede  Kolonne  eine  kon- 
vergente Reihe  bilde,  unrichtig.  Cauchy  dürfte  dies  später  selbst  bemerkt  haben, 
da  er  in  den  R^sum.  anal.  p.  56  eine  andere  Definition  zu  Grunde  legt;  dieselbe 
erscheint  mir  jedoch  teils  zu  eng  (da  sie  in  Wahrheit  nur  den  Fall  der  unbe- 
dingten Konvergenz  umfasst),  teils  zu  kompliziert  und  wenig  prägnant  (wegen 
der  grossen  Unbestimmtheit  des  a.  a.  0.  mit  8^  bezeichneten  Ausdrucks). 

245)  Math.  Ann.  24  (1884),  p.  157  ff. 

246)  Münch.  Ber.  27  (1897),  p.  101  ff. 


00  OD  Oft  00 


247)  Auch  wenn  ^u  ^j  u^\    ^y  ^u  ujf* ^  beide  konvergieren,  brauchen 

U  0  0  0 

sie  nicht  einander  gleich  zu  sein.  (Vgl.  F.  Arndt,  Arch.  f.  Math.  11  [1848],  p.  819. 
Pringsheim  a.  a.  0.  p.  119.)  In  diesem  Falle  ist  die  betreffende  Doppelreihe 
allemal  divergent. 
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und  u^^'^0,   80  hat  man  allemal  auch    ^»m;»  =  s.     Sind   die   m' 

0 

beliebig,  aber  so  beschaffen,  dass  die  einzelnen  Zeilen  und  Kolonnen 
konvergieren  oder  innerhalb  endUcher  Grenzen  oscillieren,  so  kann 
2^^  ^^^  osciUierm   oder  konvergieren  ^  und   im   letzteren  Falle   ist 


OD 


wiederum  ^j  to^  =  s.^ 

0 

Konvergiert   die   Doppelreihe    ^(<.»  |uy   |>   so   konvergiert   auch 

stets  ^j*»^uii*^  und  heisst  dann  wiederum  absohd  konvergent.  Zu- 
gleich konvergiert  jede  Zeile  (Kolonne),  und  es  konvergiert  die  Reihe 
der  Zeilen-  (Kolonnen-)  Summen,  desgleichen  diejenigen  der  Diago- 
nalen. Dieses  Resultat  lässt  sich  noch  folgendermassen  verallgemei- 
nem: „Von  den  vier  Gleichungen 

(41)    ^.^u^^s,    25«^'  =  «'    2^«'^'=-*'    J?«''^« 

0  0         0  0        0  0 

zieht  jede  die  drei  anderen  nach  sich,  wenn  die  betreffende  Reihe  bei 
Yertauschung  der  u^^^  mit  \u^^\  konvergent  bleibt  **^^. 

Jede  absolut  konvergente  Doppelreihe  ist  auch  unbedingt  konver- 
gent —  vice  versa^^). 

Für  die  Feststellung  der  absohden  Konvergenz  lassen  sich  analog 
wie  bei  den  einfachen  Reihen  mit  Hülfe  des  Prinzipes  der  Reihen- 
vergleichung allgemeine  Kriterien  aufstellen.  Als  wesentlich  ist  hier- 
bei hervorzuheben,  dass  för  die  Divergenz  der  Doppelreihe  ^^»^df^ 

(wo:  aff^^O)  schon  die  Divergenz  einer  einzigen  Zeile  (Kolonne)  aus- 
reicht^ aber  Iceineswegs  notwendig  ist,  während  umgekehrt  fiir  die  Konr 
vergenz  der  Doppelreihe  die  Konvergenz  aller  imglichen  Zeilen  (Ko- 
lonnen) notwendig  ist,  aber  nicM  ausreicht  Infolgedessen  erscheint  es 
zweckmässig,  die  Konvergenz-  und  i)it;er^en;erkriterien   wesentlich  von 


S48)  Münch.  Ber.  a.  a.  0.  p.  124.  —  Sind  unter  den  Zeilen  oder  Ko- 
lonnen der  konvergenien  Doppelreihe  solche,  deren  Summen  nicht  endlich  bleiben, 
80  kann  ^w^  gegen  einen  von  8  verschiedenen  Wert  konvergieren  oder  eigent- 
lich diyeigieren.    (A.  a.  0.  p.  130.) 

249)  A.  a.  0.  p.  133.  —  In  diesem  Satze  ist  der  zu  Anfang  erwähnte 
(kmehifwih^  als  Teil  enthalten. 

260)  A.  a.  0.  p.  138.  —  Beispiele  bedingt  konvergierender  Doppelreihen  s. 
Stolz  a.  a.  0.  p.  161.  —  Die  von  Eisenstein  (J.  f.  Math.  35  (1847),  p.  172  ff.) 
behandelten  ,^opp€lreihen"  fallen  überhaupt  nicht  unter  den  hier  gegebenen 
Kanvergenz-Begnß^  sie  können  nur  in  einem  ertoeitoien  Sinne  bedingt  konvergent 
genannt  werden.    Vgl.  meine  Bem.  a.  a.  0.  p.  140. 

7* 
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einander  verschieden  zu  formulieren  und  auch  die  erforderlichen  Ver- 
gleichsreihen entsprechend  verschieden  auszuwählen.  Von  diesem  Ge- 
sichtspunkte ausgehend  habe  ich  die  folgenden  allgemeinen  Kriterien 
aufgestellt**^): 

Konvergenz,  wenn: 

limC^.a?'^<(5o,     ]im  C,- a^^<oo,     hm  C^-C,' a^^<oo, 


(42) 


Divergenz,  wenn:        lim  (ft  +  v)  •  Z)^4-„aif^>0.***) 


36.  Vielfache  Beihen.  Die  oben  für  Doppelreihen  angestellte 
Eonvergenzdefinition  lässt  sich  ohne  weiteres  auf  hdiebig -vielfache 
Reihen  übertragen*^).  Dass  eine  solche  allemal  überhaupt  und  zwar 
unbedingt  konvergiert,  wenn  die  entsprechende  Reihe  der  absoluten 
Beträge  konvergiert,  ist  wiederum  schon  von  Cauchy  hervorgehoben 
worden*^).  Für  einen  speziellen  Typus  von  j}- fachen  Reihen^  näm- 
lich: J^{v^  +  «'j*  + h  v^y~^  {y^y  ^2;  •  •  •  gwize  Zahlen)  hat  Eisen- 

siein  die  Konvergenz  erwiesen,  falls  <y  >  ^,  und  daraus  die  Konvergenz 

einer  wesentb'ch  allgemeineren  Gattung  erschlossen***).  Behufs  Unter- 
suchung der  j}- fachen  Thetareihen**^)  hat  Riemann  durch  einfache 
Umformung  des  in  Nr.  23  erwähnten  Catuihy^schen  Satzes  über  den 


OD  00 


Zusammenhang  von    ^yf{v)  und  J  f(x)dx  ein  zur  Beurteilung  ein- 


m  m 


facher,  wie  beliebig-vielfacher  Reihen  brauchbares  Konvergenzkrite- 
rium gewonnen**").  Ä.  Hurwitz  hat  dasselbe  neuerdings  mit  einem 
durchsichtigeren  Beweise  versehen,  durch  ein  entsprechendes  Divergenz- 
kriterium ergänzt  und  auf  p-fache  Reihen  von  sehr  allgemeinem  Cha- 
rakter angewendet,  welche  die  Eisenstein' sehen  Reihen  und  j}- fachen 
Thetareihen  als  spezielle  Fälle  enthalten**®). 


261)  A.  a.  0.   p.  146.  150. 

252)  Diese  Kriterien  lassen  sich  wiederum  durch  passende  Wahl  der  C^,  D^ 
(vgl.  Nr.  26)  beliebig  verschärfen.  —  Einige  Kriterien  von  geringerer  Tragweite, 
darunter  auch  ein  solches  2^'  Art,  welches  dem  Cauc^'schen  Fundamental- 
kriterium  entspricht,  hat  0.  Biermann  angegeben:  Monatsh.  f.  Math.  u.  Phys. 
8  (1896),  p.  121  ff. 

258)  Eine  engere  Definition  wiederum  bei  Cauchy,  Bäsum.  anal.  p.  66.  — 
Vgl.  Nr.  85,  Fussn.  9. 

264)  Par.  C.  R.  19  (1844),  p.  1484. 

256)  J.  f.  Math.  85  (1847),  p.  157  ff.  a 

256)  Vgl.  n  B  7. 

267)  Ges.  W.  (1876),  p.  462. 

268)  Math.  Ann.  44  (1894),  p.  83. 


87*   Transformation  von  Reihen.  tOl 

37,  Transformation  von  Beihen.  Wie  wenig  sich  auch  die 
Analysten  des  vorigen  Jahrhunderts  um  die  Frage  nach  der  Konver- 
genz der  Reihen  kümmerten^  so  haben  sie  sich  doch  vielfach  mit  der 
TransformoMon  konvergierender  Reihen  in  schneller  konvergierende 
beschäftigt*^^).  Als  arithmetisch^lenientare  hierher  gehörige  Methoden 
sind  diejenigen  von  e/^S&rKn^r*^)  und  EtUer^^^)  zu  nennen.  Beide  beruhen 
im  Grunde  auf  dem  gleichen  Prinzipe^  nämlich  auf  der  Umwandelung  der 
einzelnen  Reihenglieder  in  unendliche  Reihen  und  der  Summation  des 
aus  jenen  Reihen  als  Zeilen  zu  bildenden  zweifach-unendlichen  Schemas 
nach  Kolonnen,    Euler  gelangt  so  zu  der  Transformationsformel: 

PC 

(43)       _2  o» «'  =  «0  +  «1  i-zTjB  +  ^«1  (r^  +  ■  ■  • 

(wo:  Aai=aj — a^,  A*ai  =  Ao^—- Ao^,  u.s.f.),  welche  für  x  =  —  l 
die  zur  Berechnung  gewisser  numerischer  Reihen  nützliche  Form  an- 
nimmt: 

(44)        2^~  ^y  •  O'  =  «0  —  |oi  +  |-.AOi 

+  (_l).+i._L_A'a,  +  .... 

Die  bei  Euler  selbstverständlich  fehlende  £ont;er^enjer- Untersuchung 
ist  später  von  J.  V,  Poncdet  durch  Aufstellung  des  die  Entwickelungen 
(43),  (44)  vervollständigenden  Bestgliedes  nachgeholt  worden***). 

Die  Anwendbarkeit  der  .Er«2^'schen  Transformation  ist  eine  ver- 
hältnismässig beschränkte.  Grössere  Allgemeinheit  besitzt  eine  von 
Kummer  herrührende  Methode**'),  welche  zugleich  gestattet,   durch 

269)  Über  die  sog.  Transformation  von  divergenten  Reihen  in  konvergente 
Tgl.  Nr.  40  FuBsn.  6. 

260)  Methodus  differentialis  sive  tractatus  de  summatione  et  interpolatione 
serierom  infinitanim.  Lond.  1780,  p.  6.  —  Näheres  über  Stirling^s  Methode  s. 
Xlügd  5,  Art.  „Umformung  der  Reihen**,  p.  850  ff.  —  Ein  Beispiel  derselben 
giebt  aiioh  Bertrand,  Galc.  diff.  p.  260. 

261)  Instit.  calc.  different.  1756,  p.  281. 

/  262)  1.  f.  Math.  18  (1885),  p.  1  ff.  —  Die  bemerkenswertesten,  übrigens  auch 
schon  Ton  Ijuler  (a.  a.  0.  p.  294)  angeführten,  von  Poncelet  genauer  disku- 
tierten (a.  a.  0.  p.  17—20)  Beispiele  für  die  Anwendung  der  Formel  (44)  sind: 


1  1 


«  00 

12 


4  ^  ^^      ^^'^'  2v  +  l  ""  2  +  2  ^  S    6- 

0  1 

268)  J.  f.  Math.  16  (1887),  p.  206  ff. 
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iterierte  Anwendung  die  Konvergenz  der  betre£fenden  Beike  immer 
weiter  zu  verstärken.  Dieselbe  bezieht  sich  zunächst  auf  Reihen  mit 
lauter  positiven  Gliedern  und  knüpft  unmittelbar  an  den  beim  Kummer^ 
sehen  Eonvergenzkriterium  (Nr.  24,  (18))  auftretenden  Ausdruck  an: 

(45)  P..-^-P.+i  =  A„ 

aus  welchem  ja  für:  lim  Ar  =  A  >  0  die  Konvergene  von  ^ck  resul- 
tierte.    Aus  (45)  folgt  nämlich: 

OD  OD 

(46)  2^  a,  =  I  (Poao  -  lim  P^a,)  +  ^.  (l  _  -!^) .  «„ 

1  *»  =  *  1 

wobei  die  rechts  auftretende  Reihe  wegen  lim  (A  —  A»_i)— =0  wesent- 
lich stärker  konvergiert,  als  ^«y.***)  Ledert  hat  in  einer  von  E.  Ca- 
tcHan  publizierten*^^)  Mitteilung  gezeigt,  dass  die  Formel  (46)  eben- 
falls auf  Reihen  mit  positiven  und  negativen  Gliedern,  insbesondere 
auch  nur  bedingt  konvergierende  anwendbar  ist^  und  hat  noch  eine 
zweite,  der  obigen  verwandte  Transformationsformel  angegeben. 

In  neuester  Zeit  hat  sich  A.  Markoff  mehrfach  mit  Reihentrans- 
formation beschäftigt'^"')  und  ist  zu  einer  allgemeinen  Transformations- 
formel gelangt*^®),  welche,  wiederum  auf  der  Umformung  der  gegebe- 
nen Reihe  in  eine  zweifach-unendliche  beruhend,  eine  erhebliche  Ver- 
allgemeinerung der  von  Stirling  und  Etder  entwickelten  Methoden 
darstellt  und  diese  letzteren  als  spezielle  Fälle  umfasst. 

38.  Buler-Kao  Laurin'sohe  SummenformeL  HalbkonTergente 
Beihen.  Von  durchgreifenderer  Bedeutung  als  die  genannten  rein 
elementaren  Transformationen  ist  die  als  Etder- Ma>c  Laurin'sche  Sum- 
menformel bekannte  Beziehung: 

264)  Bei  Kummer  werden  die  P^  noch  der  Beschränkung  unterworfen,  dass 
lim  P^a^  SS  0;   dieselbe  ist  indessen  unnötig,  vgl.  Nr.  24,  Fussn.  1. 

266)  M^m.  Belg.  cour.  et  sav.  to.  88  (1865).  —  Vgl.  auch:  O.  Darbaux, 
Bullet,  d.  Sc.  (2),  1  (1877),  p.  856. 

266)  Durch  dreimalige  Anwendung  der  Formel  (46)  auf  die  überaus  langsam 

konvergierende  Leibniz'sche  Reihe  -j  «  ^1( — !)*'""*  ^  — r  ergiebt  sich  e.  B.: 

^   =   A    +    24^. tliyZl ; 

4         8  ^  "^*  (4v«— i)«(4v«— 9)' 

eine  Reihe,  welche  so  stark  konvergiert,  dass  die  Summation  von  nur  vier  Glie- 
dern schon  n  auf  4  Dezimalstellen  richtig  liefert. 

267)  S.  z.  B.  Par.  C.  R.  109  (1889),  p.  984. 

268)  Pätersb.  M^m.  (7),  87  (1890).  Auch:  Differenzenfechnung,  deutsch  von 
Th.  Frieeendorff  und  E.  Prümm,  Leipzig  1896,  p.  178. 
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(47)    h-2*fia  +  vh)^ffix)dx-^  {f(a+ph)-f{a)} 

0  a 

(wo  jBti,4.i  ein  Restglied  bedeutet^  dem  man  yerschiedene  Fonnen 
geben  kann).  Dieselbe  gehört  indessen  nach  Form  und  Herleitung 
der  Integralrechnung  an**^)  und  findet  hier  nur  Erwähnung^  weil  sich 
daran  die  Entstehung  des  allgemeinen  Begriffs  der  sogenannten  Hciß)- 
konvergenz  von  Reihen  knüpft.  Wenn  in  der  fiir  jedes  n  geltenden 
61.  (47):  lim  JB^  »4-1  =  0  wird,  so  geht  die  rechte  Seite  für  limn  =  oo 

»sä« 

in  eine  konvergente  Reihenentwickelung  über,  deren  Summe  genau  mit 
dem  Werte  der  linken  Seite  übereinstimmt.  Dies  ist  aber  in  der 
Regel  nicht  der  Fall.  Dagegen  besitzt  iZ^n+i  die  Eigenschaft,  mit 
wachsenden  Werten  von  n  ztmäcfist  abzunehmen  und  für  einen  ge- 
wissen Wert  n=»JV^  einen  verhältnismässig  sehr  kleinen  Minimalwert 

n 

zu  erlangen,  so  dass  also  die  Reihe   ^^  bei  wachsendem  n-^N  den 

1 
Wert  der  linken  Seite  mit  wachsender,  für  n  =  ^  mit  relativ  grosser^ 

bei  weiterer  Vergrösserung  von  n  nur  zu  verringernder  Annäherung 
darstellt.  Solche  Reihen  heissen  dann  nach  dem  Vorgänge  von  Le- 
gendre^^)  halbkonvergent.  HaJhkonvergente  Reihenentwickelungen  sind 
also  divergente  Reihen  von  der  Beschaffenheit,  dass  die  Summe  einer 
passenden  endlichen  Anzahl  von  Gliedern  einen  gegebenen  arithme- 
tischen Ausdruck  mit  verhältnismässig  grosser  (aber  immerhin  durch 
den  Charakter  der  Reihe  definitiv  begrenzter,  nicht,  wie  bei  einer  kon- 
vergenten Reihe  mit  beliebig  grosser)  Annäherung  darstellt'''^).  Die  für 
die  Analysis  wichtigsten  halbkonvergenten  Reihen  entspringen  der 
Formel  (47),  z.  B.  die  als  /SfirKwgf'sche  Formel*^*)  bekannte  Darstel- 


269)  Näheres  darüber  s.  nA2  u. 3;  auch  IE. 

870)  Vgl.  Nr.  81,  Fussn.  5.  Die  Erscheinung  der  Halbkonvergenz  wurde 
toerst  von  Euler  bemerkt;  s.  Beiff  p.  100. 

871)  Für  wirkliche  numerische  Berechnung  erweist  sich  diese  nur  „verhalt' 
numässig^  grosse  Annäherung  häufig  wertvoller,  als  die  iheoretisch  zwar  „beliebig'* 
gross  zu  machende,  in  der  Praxis  aber  im  Verhältnis  zu  der  aufzuwendenden 
Rechnung  oft  geringt  Annäherung,  welche  durch  Summation  eines  konvergenten  8^ 
erzielt  wird. 

272)  Dieselbe  wurde  schon  vor  Auffindung  der  allgemeinen  Formel  (47), 
am  welcher  sie  fSr  f{x)=^\%x  hervorgeht,  im  wesentlichen  von  Stirling  ange- 
geben: a.  a.  0.  p.  135.    Übrigens  bezeichnet  man  häufig  als  Stirling' sehe  Formel 
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lung  von   ^l  lg  (^  +  v^)-     Einen  andern  Typus^  der  sich  ummttel- 

0 

bar  durch  fortgesetzte  partielle  Integration  ergiebt^  hat  Laplace  ge- 
legentlich der  angenäherten  DarsteUung  des  für  die  Wahrscheinlich- 

keitsrechnung   fundamentalen   Integrals    /  e~''-rfa:   hervorgehoben"*) 

0 

und  auch  darauf  hingewiesen,  dass  die  gewöhnliche  ToyJor'sche  Formel 
möglicherweise  zu  halbkanvergenten  Entwickelungen  führen  kann"^). 
Coiuchy  hat  in  ganz  elementarer  Weise  gezeigt  ^^^),  dass  gewisse  diver- 
gente Potenzreihen  allemal  zu  den  haJbhmvergenten  gehören,  und  einige 
auf  Grund  dieser  Bemerkimg  ohne  weiteres  als  haXblconvergexU  charak- 
terisierte Entwickelungen  abgeleitet,  welche  sonst  durch  die  Formel 
(47)  oder  andere  transscendente  Hülfsmittel  gewonnen  zu  werden 
pflegen  *'•). 

Gewisse  halbkonvergente  Reihen  (z.  B.  die  oben  ern^hnte  SHt' 
Ztts^sche)  haben  die  Eigenschaft,  dass  die  Annäherung  zwischen  der 
darzustellenden  Funktion  F{x)  und  der  Summe  Sn(x)  einer  endlichen 
Gliederzahl  mit  wachsendem  x  in  dem  Grade  mnimmt,  dass 

lim  X"  •  (Fix)  —  Snix))  =  0. 

x=oo 

Man  sagt  alsdann,  Sn{x)  liefere  eine  asymptotische  Darstellung  von 
F(x).  H,  Poincare  bezeichnet  deshalb  solche  Reihen  schlechthin  als 
asymptotische  und  hat  verschiedene  allgemeine  Typen  dieser  Art  an- 


teils  den  spezielleD  Fall:    ^ylg  y,  teils  aber  auch  den  allgemeineren  (von  SUr^ 

1 
ling  noch  keineswegs  behandelten):  lg  r(x-\-l)^  welcher  fSr  o; »  p  in  den  obigen 
Spezialfall  übergeht.  •—  Vgl.  auch  n  A  3. 

278)  Theorie  anal,   des  probab.  Livre  I,  Art.  27.    (Oeuvres  7,  p.  104.)  — 
Derselben   Methode   entspringt   die   von  Ch.  HermiU  angegebene  halbkonver- 

X 

gente  Entwickelung  von    r*(x)«**.  dx  (Tor.  Atti  14  [1879],  p.  107),  desgl. 


CO 


die  von  Edm.  Laguerre  zum  Ausgangspunkte  einer  konvergenten  Kettenbrach- 
entwickelung  benutzte  von    C- — dx  (Bull.  S.  M.  d.  F.  T.  7  [1879],  p.  72. 


X 


274)  A.  a.  0.  Art.  44,  p,  179. 

276)  Par.  C.  R.  17  (1848),  p.  872. 

276)  Weitere  Untersuchungen  über  halbkony.  Reihen,  insbesondere  übf 
zweckmässige  Wahl  von  n,  bei  T.  J.  StieHjes:  Recherches  sür  quelques  s^es  säm 
conv.  Th^se,  Paris  1886. 
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gegeben  ^^^^®).  Aucli  hat  er  gezeigt^  dass  man  auf  dieselben  gewisse 
Bechnungsoperationen  (z.  B.  Multiplikation^  Integration,  dagegen  nicht 
Differentiation)  ganz  wie  bei  Jconvergenten  Reihen  anwenden  kann^^). 

39.  Divergente  Beihen.  Dass  eine  divergente  Reihe  nicht  nach 
Art  einer  konvergenten  eine  bestimmte  Zahl  vorstellt,  folgt  schon  un- 
mittelbar aus  ihrer  Definition.  Nichtsdestoweniger  bleibt  zunächst 
die  Frage  offen,  ob  es  zweckmässig  und  ohne  Widersprüche  durch- 
führbar erscheint,  einer  divergenten  Reihe  eine  bestimmte  ZaM  als 
Summe  auztMrdnen,  und  ob  (bezw.  in  wieweit)  eine  Verwendung  di- 
vergenter Reihen  als  formales  Darstellungs-  und  Beweismittel  für  zu- 
lässig gelten  kann.  In  der  Periode  bis  zu  Cauchy  und  Abel  ist  diese 
Frage  von  der  übergrossen  Mehrzahl  der  bedeutendsten  Mathematiker 
fast  rückhaltslos  bejaht  worden*''^).  Namentlich  hat  Euler  in  einer 
grossen  Reihe  von  Arbeiten  divergente  Reihen  prinzipiell  als  völlig 
gleichberechtigt  mit  Iconvergenteti  benützt.  Als  Summe  einer  divergenten 
Reihe  betrachtet  er  den  endlichen  Zahlenwert  des  arithmetischen  Aus- 
druckes,  durch  dessen  Enttcickelung  die  Reihe  entstanden  ist**^).  Also: 
Besteht  für  irgend  welche  Werte  von  x  die  konvergente  Entwickelung: 


OD 


80  setzt  er  auch:  ^  \   ^ 

(n)  ^*A(«)  =  -F(«), 

0 

277)  Acta  math.  8  (1886),  p.  295  ff. 

278)  Mdth.  nouyelles  de  la  mdcanique  Celeste  2  (Paris  1893),  p.  2. 

279)  Gegen  die  Benützung  divergenter 'R/^ihea  erklärten  sich:  Fierre  VaHgnon 
(Reiff  p.  68),  Nie.  Bemoulli  (ibid.  p.  121)  und  mit  vollkommener  Klarheit  JecM  Le- 
rtmd  (fAlembert  (p.  135) :  „Pour  moi  j^avoue  que  tous  les  raisonnements  fondäs  sur 
las  s^ries  qui  ne  sont  pas  convergentes  .  .  .  me  paraltront  tr^s  .suspects,  mSme 
qnand  les  r^sultats  s'accorderaient  avec  des  y^rit^s  connues  d'ailleurs^^  (Opusc.math. 
5,  1768,  p.  188).  —  Am  schärfsten  hat  sich  wohl  Abel  in  ähnlichem  Sinne  aus- 
gesprochen: „Les  sdries  divergentes  sont  en  gdn^ral  quelque  chose  de  bien  fatal, 
et  c*est  une  honte  qu'on  ose  y  fonder  aucune  d^monstration^^  (Brief  an  Holmboe 
vom  16.  Januar  1826;  Oeuvres  2,  p.  256).  Doch  will  er  allenfalls  divergenU 
Reihen  als  symbolische  Ausdrücke  zur  abgekürzten  Darstellung  mancher  Sätze 
gelten  lassen.  (In  der  gleichfalls  von  1826  stammenden  Abhandlung  über  die 
binomische  Reihe:  Oeuvres  1,  p.  220.)  —  Cauchy  versteht  in  dem  Fussn.  275 
citierten  Aufsatze  unter  der  „legitimen  Anwendung  divergenter  Reihen**  lediglich 
die  Benützung  als  halbkonvergent  erkannter  Reihen  zur  angenäherten  Berechnung. 
In  einer  anderen  Arbeit  (Par.  C.  R.  20,  1845,  p.  829)  handelt  es  sich  um  diver- 
gente Doppelreihen^  die  immerhin  in  bestimmten  Anordnungen  noch  konvergieren, 
also  um  einen  besonderen  Fall  von  bedingter  Konvergenz  (ähnlich  wie  bei  den 
Eisenstein'schen  Reihen,  Nr.  85,  Fussn.  250). 

280)  Inst.  calc.  diff.  Pars  II,  Cap.  I,  9  (p.  289). 
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wenn  ^fv{€c)  divergiert  und  F(a)  eine  bestimmte  Zahl  vorstelli  Dass 
diese  J)efinition  in  der  von  Euler  ausgesprochenen  Allgememhüt  auf 
unlösbare  Widersprüche  führt  und  somit  in  dieser  Form  unhaltbar 
ist^  steht  heute  ausser  Zweifel;   weiss  man  doch^  dass  OL  (II)  sähst 

dann  nicht  allemal  aus  61.  (I)  zu  folgen  braucht,  wenn  ^fJa)  kon- 
vergiert —  nämlich  dann  nicht,  wenn  ^fJx)  in  der  Nähe  der  Stelle 

x  =  a  ungleichmässig^^^)  konvergiert,  oder  wenn  SfJx)  in  verschie- 
denen Teilen  des  Eonvergenzgebietes  verschiedene  arithmetische  Aus- 
drücke zur  Summe  hat.  und  zwar  kann  diese  Eventualitäi^  die  man 
zuerst  an  dem  yerhältnismässig  Jcompliisierten  (und  in  diesem  Falle 
wesentlich  auf  reelle  x  beschränkten)  Typus  der  Fourier' sehen  Eeihen^ 
beobachtet  hat,  schon  eintreten,  wenn  die  fv(x)  rationale  Funktionen 
aüereinfachster  Art  bedeuten^. 

Wenn  nun  aber  ^f^(x)  für  x  =  a  divergiert y  so  liegt  zimächst 
überhaupt  kein  stichhaltiger  Grund  vor,  gerade  den  Wert  F(a)  als 
Summe  der  Reihe  für  jenen  einzelnen  Wert  x  =  a  anzusehen.     Denn 

00 

es  giebt  unendlich  viele  Entwickelungen:  0{x)  =  ^y9>v{x)f  für  welche 

0 

(pv{a)=fv(a)  wird,  während  die  0{a)  unter  sich  und  von  F(a)  durch- 
aus  verschieden  sein  können;   der  Reihe   ^^/^(tt)  würden  dann  also 

0 

in  Wahrheit  unendlich  viele  verschiedene  Summen  zukommen.  Beispiel: 
Euler  folgert  aus  der  für  1  o;  |  <  1   geltenden  Beziehung: 


OD  00 


j^  =2(—  iy-^%    in^iem  er  :r  =  1  setzt:     2(—  1)"  =  |- ^) 


281)  Vgl.  n  A 1. 

282)  Vgl.  IIA 8. 

28S)  Beispiele  solcher  Reihen  sind  zuerst  von  L.  Seidel  (J.  f.  Math.  73  [1871], 
S.  297)  und  E.  Schroeder  (Z.  f.  Math.  22  [1877],  p.  184)  angegeben  worden.  Un- 
abhängig von  diesen  beiden  hat  Weierstrass  die  grosse  Tragweite  der  fraglichen 
Erscheinung  fär  die  Funktionentheorie  festgestellt:  Berl.  Ber.  1880,  p.  728  ff.; 
1881,  p.  228  (Werke  2,  p.  210.  231).  Vgl.  auch  meine  Note:  Math.  Ann.  22 
(1883),  p.  109. 

284)  Novi  Comment.  Petrop.  5  (ad  ann.  1764. 1766),  p.  206.  —  Die  Gleichung: 

OP  OP 

^v( — 1)"=—   /bezw.  die  damit  gleichwertige:   ^^i — 1)"-  —  =  ^ — )   war 

0  0 

schon  Ton  Jtic,  Bernoulli  als  ein  „paradoxon  non  inelegans^^  auf  die  gleiche  Art 
abgeleitet  worden  (Pos.  de  ser.  inf.  P.  lU  (1696);  Opera  2,  p.  761)  und  hatte 
zu  einer  umfangreichen  Diskussion  (Eei/f  p.  66 — 70)  geführt,  in  deren  Verlauf 
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Man  hut  aber  andererseits  für   |a;|<l    (wenn   [A]  die  grösste  in  X 
enthaltene  ganze  Zahl  bedeutet): 


^  (_!)•'.  J«J        ^i  —  iJ^x  —  x  +  x^  —  x^-] ^0. 


(48) 


0 

00 


0  n  ' 

U.     8.    f. 


Da  jede  dieser  Reihen  für  x  =  l    gleichfalls  -die  Form    ^*  ( —  1)" 

0 

annimmt^  so  könnte  man  nach  Euler  der  letzteren  Reihe  eben  so  gut 
die  Summe  0  oder  —  |  (oder  auch  unendlich  viele  andere  Summen- 
werte) beilegen  ^®^).     Wenn  also  Euler   an  jene   angeblich   zu  Recht 

00 

bestehende  Gleichung:    ^y( —  ly  =  —  die  unzweideutige  Bemerkung 

0 

knüpft  ^^):  man  könne^  wenn  man  durch  irgendwelche  Bechnung  auf  die 

0 

Zahl  -^  ersetzen  —  so  enthält  dieselbe  eine  prinzipiell  irrtümliche, 
durch  keinerlei  analytische  Hülfsmittel  irgendwie  annehmbar  zu  ma- 

chende  Behauptung,  während  allerdings  der  Gleichung  ^j  ( —  1)''  =  - 


insbesondere  Leibniz  für  die  Richtigkeit  der  Gleichung   ^^{ — ^Y  ==  «■  hedin- 

0 

gungsloB  eintrat  und  deren  wahre  Natur   mit  Hülfe    der  Wahrscheinlichkeits- 
rechnung metaphysisch  zu  erklären  suchte :  der  Wert  —  erscheine  als  das  ariih' 

m 

W 

w^Mht  Mittel  aus  den  fär  ^v  ( —  1)^  mit  vollkomfnen  gleicher  Wahrscheinlichkeit 

0  OB 

resultierenden  Summenwerten  1  und  0.    Die  Reihe   ^v  (— - 1)"  wird  seitdem  ge- 

0 

wohnlich  (auch  von  Euler)  schlechthin  als  die  Leibniz'ache  bezeichnet   (neben 

OD 

der  Nr.  81  erwähnten  Reihe:    ~  =  ^  (—  1)"  •  ir^^)' 

4         ^Jj  '        2ir  -4-  1 

286)  Der  umgekehrte,  schon  von  l^ic.  BtmoMi  (Beiff  p.  122)  gemachte 
Einwurf,  dass  man  fär  ein  und  dieselbe  Zahl  verschiedene  divergente  Entwicke- 
longen  finden  kOnne,  entbehrt  offenbar  der  nötigen  Beweiskraft. 

286)  L.  c,  p.  211.  —  Noch  Fowrier  (Theorie  analyt.  de  la  chaleur  1822) 
bedient  sich  ohne  Bedenken  dieser  Substitution  (Oeuvres  2,  p.  206). 
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als  einer  durch  eine  ganz  bestimmte  Becknung  abgeleiteten  cum  gram 
salis  eine  ganz  vemünfbige  analytische  Bedeutung  beigelegt  werden 

OP 

kann,  nämlich:    lim  y^ (—  1)"  •  a;*  =  ^ «^^^ 

40.  Divergente  FotenEreihen.  Auch  wenn  man  die  jEWfer'sche 
Definition  der  divergenten  Reihensummen  nicht  im  Sinne  der  eben 
citierten  Bemerkimg*®®),  sondern  in  dem  offenbar  vorteilhafteren*^) 
Sinne  auffasst,  dass  statt  einzelner  numerischer  Werte  a  allemal  ein 
zusammenhängendes  Dtvergenzgebiet  von  Werten  x'  in  Betracht  kommt, 
so  liefert  dieselbe  kein  brauchbares  Biesultat,  falls  man  nicht  die  /*y(x) 
sehr  wesenÜichen  Einschränkungen  unterwirft;  andernfalls  kann  ja^  wie 

oben  bemerkt,    ^^fv(x)   in  verschiedenen  Teilen  des  Konvergenz-Qe- 

0 

bietes  ganz  verschiedene  F(x)  vorstellen,  sodass  hieraus  eine  besHmnUe 

OD 

Definition  von  ^jfv{x)   für  das  DivergenZ'dQhi^i  nicht  entnommen 

0 

werden  kann.  Als  passendste  Spezialisierung  der  fv{x)  erweist  sich 
aber  die  Annahme:  /V(^)  =  ayX^j  und  thatsächlich  hat  Euler  seine 
obige    vid   zu   allgemeine  Definition    fast    ausschliesslich    in    diesem 


287)  Die  von  Leibniz  hervorgehobene  Eigentümlichkeit,  dass  hierbei  gerade 

n 

das  arkhmeHsche  Mittel  aus  den  Summen  8^=  ^v  (—  1)*'  zum  Vorschein  kommt, 

0 

haben  Radbe  (J.  f.  Math.  16  [1886],  p.  366)  und  Jeppe  Ptehn  (ibid.  41  [1861],  p.  8)  in 
freilich  unzulänglicher  Weise  zu  verallgemeinem  gesucht.  Eine  präcise  Fassung 
und  Begründung  hat  diese  Verallgemeinerung  erst  durch  G.  FrobeniHS  (ibid.  89 

[1880],  p.  262)  erhalten,  nämlich:  „Ist    ^ y a^  =  *n'    ®°  ^*^  msai: 


0 

00 


lim    ^r  fl  rc"  «s  lim 

0 


«0  +  «l+-+«n-l 


ar  =  l  ^»mmf  n=sCK>  ** 


falls  der  letztere  Grenzwert  existiert.^''  Dieser  Satz  bildet  das  Anfangsglied  einer 
ganzen  Kette  ähnlicher  Sätze:  0.  Holder,  Math.  Ann.  20  [1882],  p.  686 ff. 

288)  Damach  würde  schon  jeder  einzelnen  numerist^ten  divergenten  Reihe 
eine  eindeutig  bestimmte  Summe  zukommen. 

289)  Hierbei  treten  nämlich  an  die  Stelle  der  blossen  Zahlen  f^(cc)  gesetz- 
massig  gebildete  analytische  Ausdrücke  f^{x),  so  dass  also  auch  bei  numeriBcher 
Gleichheit  Ton  f^{x')  und  fp^{x')  fSr  irgend  einen  bestinmiten  Wert  o^  »=  «  die 

Reihen  ^/'^(a),  ^<Py{a)  inmier  noch  als  merklich  verschieden  charakterisiert 
erscheinen  und  ihnen  ohne  direkten  Widerspmch  auch  verschiedene  „Summen^ 
zugeordnet  werden  könnten. 
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sehr  speziellen  Sinne  gebraucht  ^^):  und  wenn  fiast  alle  Endresultate^ 
bei  denen  ihm  rein  formale,  nach  heutigen  Begriffen  an  sich  un- 
zulässige Operationen  mit  divergenten  Reihen  als  Durchgangspunkt 
gedient  haben,  sich  als  richtig  erweisen,  so  rührt  das  einfach  davon 
her,  dass  diese  Operationen  (sog.  Summation,  Transformation,  Inte- 
gration) *  infolge  der  ganz  besonderen  Qualitäten  der  „Potenereüien^^ 
^ckyixf'  sich  durch  OrenzObergänge^^^)  oder  durch  das  Prinzip  der 
analytischen  Fortsetzung^^)  a  posteriori  rechtfertigen  lassen. 

Hieraus  ergiebt  sich  aber  die  Berechtigung,  die  am  Anfang  von 
Nr.  39  angedeutete  Frage  nunmehr  in  folgender  Weise  spezieller  zu 
formulieren:  In  wieweit  kann  eine  Potenzreihe  ^a^x^  auch  dort,  wo 
sie  divergiert,  zur  Definition  einer  bestimmten  von  x  abhängigen  Zahl 
(„Funktion'^  F{x)  dienen?  Und  dürfen  gewisse  zunächst  nur  für  kon- 
vergente Reihen  definierte  Bechnungsoperationen  auf  solche  rein  formale 
Äquivalenzen:  F(x)  =  ^a^x^  (welche  nur  im  Falle  der  Konvergenz 
von  Sa^x^  den  Sinn  wirklicher  Gleichungen  annehmen)  ohne  Wider- 
spruch angewendet  werden? 

H.  Pade  und  E.  Bord  haben  neuerdings  in  ganz  verschiedener 
Weise  versucht,  diese  Fragen  zu  beantworten.  Der  erstere^*')  stützt 
sich  auf  die  Bemerkung,  dass  einer  Potenzreihe  niEtch  einem  genau  de- 
finierten Gesetze  unendlich  viele,  aus  rationalen  Funktionen  zusammen- 
gesetzte unendliche  Kettenbrüche  zugeordnet  werden  können,  von  denen 
jeder  einzelne  umgekehrt  auch  die  Gesamtheit  aller  übrigen  und  die 
Eoefficienten  der  ursprünglichen  Potenzreihe  vollständig  bestimmt  Sind 
unter  diesen  Eettenbrüchen  solche,  welche  gleichzeitig  mit  ^a^Xy 
konvergieren  f  so  stimmt  ihr  Grenzwert  mit  der  Summe  Sa^x^  über- 
ein.   Es  kann  aber  auch  solche  geben,  welche  konvergieren,  wo  die 


290)  Dies  erklärt  sich  ganz  naturgemäss  aus  dem  Umstände,  dass  man  zu 
jener  Zeit  anter  „Beihenentwickelungen**  schlechthin  zunächst  immer  nur  Potenz- 
reihen verstand.  Andererseits  war  man  gerade  deshalb  auch  sehr  geneigt,  jeder 
anderen  Reihe  ohne  weiteres  die  Eigenschaften  einer  Potenzreihe  beizulegen. 

291)  Vgl.  Fussn.  287.  —  Gewisse,  aus  Umformungen  der  divergenten  har- 
momtcAen  Reihe  von  £.  abgeleitete  Resultate  lassen  sich  einfacher  mit  Hülfe 

des  Grenzüberganges:   lim    >^-rx~  rechtfertigen. 

292)  Dies  gilt  insbesondere  bezüglich  der  Transformation  und  Summation 
divergenter  Beihen  mit  Hülfe  der  in  Nr.  87  erwähnten  j^Jer'schen  Methode,  da 
die  rechte  Seite  der  Gl.  (48)  dort,  wo  sie  überhaupt  konvergiert,  bezw.  falls  sie 
sich  auf  eine  endliche  Gliederzahl  reduziert,  die  „analytische  Fortsetzung'*  (H  B 1) 

von  ^«y«'  liefert.    Vgl  Math.  Ann.  60  (1898),  p.  458.  —  Par.  C.  R.  126  (1898), 

p.  632. 

296)  Acta  math.  18  (1894),  p.  97. 
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divergiert^]  diese  letzteren  können  dann  als  Ersat»  fttr  die 
divergeitte  Beilie,  also  gewissermassen  als  Definition  für  die  Summe 
der  divergenten  Beihe  dienen.  Auf  Grund  dieser  Definition  lasst  sich 
dann  zeigen^  dass  die  Regeln  der  Addition  und  Multiplikation  auch 
für  divergente  Potenzreihen  gültig  bleiben**^). 

Den  Ausgangspunkt  der  BoreTacken  Untersuchung'^)  bildet  eine 
direkte  Verallgemeinerung  des  Grenzbegri/fs  mit  Hülfe  der  Gleichung: 

OD 

(49)  lim  c^'  yj^Sn  ~  =  lim  5«, 

deren  Richtigkeit  zunächst  für  den  Fall   erweisbar   ist^   dass   lim  s^ 


«SSO» 


(als  endlich  oder  unendlich)  existiert.   Sind  nun  aber  lim  Sn  und  lim  Sn 


nr»«  "=»• 


verschieden,  so  hmn  immerhin  der  in  Gl.  (49)  links  stehende  Grenz- 
wert existieren  und  alsdann  zur  Definition  einer  Verallgemeinerung  von 
limSn  {„limite  geniraliseef^  dienen^  in  Zeichen  etwa: 

OP 

(50)  lim  gen  5,  =  lim  er-'  •  ^s«  •  ^ • 

294}  Dies  gilt  sogar,  wenn  ^a^x^  beständig  divergiert.    Auf  die  Existenz 
solcher  Kettenbruchentwickelungen   ist  man    durch    diejenige    des   Ausdrucks 

OD 

e***  f  e^'^ '  dx  aufmerksam  geworden,  welcher  andererseits  eine  beständig  di- 

vergente  Potenzreihe  liefert.  Die  gewöhnlich  P,  S.  Laplace  zugeschriebene  (M^can. 
c^l.  2,  Liyre  X.  Oeuvres  4,  p.  254)  formale  UmwandeHung  dieser  letzteren  in 
jenen  konvergenten  Kettenbruch  findet  sich  übrigens  (abgesehen  von  einem  un- 
wesentlichen Unterschiede  in  der  Bezeichnung)  schon  ToUst&ndig  bei  Euler  i  De 
ser.  diverg.  a.  a.  0.  p.  286  (nebst  einer  konyergenten  Kettenbruchentwickelung 
des  neuerdings  von  Lctguerre  —  vgl.  Nr.  88^  Fussn.  278  —  behandelten  Integrals 


^ 

/ 


«9 

—  dx).    Und  während  Laplctce  mit  der  an  sich  ungerechtfertigten  formalen 


Umwandelung  der  divergenten  Potenzreihe  in  den  konvergenten  Eettenbruch  sich 
begnügt,  lehrt  Euler  (a.  a.  0.  p.  232  ff.)  schon  diejenige  Methode,  welche 
späterhin  von  K.  G.  J.  Jacobi  (J.  f.  Math.  12  [1884],  p.  846)  zur  Legitimierung  der 
Xop^e'schen  Entwickelung  angegeben  wurde:  die  Integration  einer  Differen- 
zialgleichung,  welche  durch  das  betreffende  bestimmte  Integral  (und  auch  rein 
formal  durch  die  divergente  Potenzreihe)  befriedigt  wird,  mit  Hülfe  eines  un- 
endlichen Eettenbruches. 

295)  Im  übrigen  ist  diese  Theorie  noch  in  vieler  Beziehung  unvollständig. 
Verschiedene  lehrreiche  Ergänzungen  kann  man  den  Abhandlungen  von  T.  J. 
Stiemes  (Ann.  Toul.  8  [1894],  p.  1—122,  9  [1895],  p.  1—47)  entnehmen. 

296)  J.  de  Math.  4, 12  (1896),  p.  103.  Vgl.  auch:  Par.  C.  B.  122  (1896),  p.  78. 
805.  Auch  diese  Theorie  bedarf  noch  der  Vervollständigung  und  zum  Teil  sogar 
der  Berichtigung. 


41«  Unendliche  Produkte.    Historisches.  Hl 

n 

Substituiert  man  speziell:  5»  =  Sn(x)  =  ^lavX^,  so  wird  überall  da> 


0 

00 


wo  ^ja^x^  konvergiert,   ]imgenSn(x)  =  ^^a^x^,  und  die  Umkeh- 

0  0  *^ 

rung  dieser  Beziehung  bietet  dann  wiederum  die  Möglichkeit,  ^j^a^x^ 

0 

dort  zu  definieren,  wo  die  Reihe  (uneigenÜich)  divergiert.  Die  logische 
Zweckmässigkeit  dieser  an  sich  zunächst  ziemlich  willkürlich  erschei- 
nenden Definition  ergiebt  sich  dann  aus  der  Thatsache^  dass  (unter 
gewissen  noch  erforderlichen  Einschränkungen)  lim  gen  Sn{x)  wirklich 

die  analytische  Fortsetzung  f{x)  von  ^ra^x^   liefert.    Wie  Gl.  (50) 

0 

zeigt,  kann  in  diesem  Falle  lim  gen  Sn  {x)  für  irgend  eine  Divergenz- 
steile  x'  sogar  dann  zur  numerischen  Berechnung  von  f{ar)  dienen, 
wenn  nur  der  numerische  Wert  der  einzelnen  Sn{x)  (n  =  0,  1,  2, . . .), 
d.  h*.  schliesslich  der  numerische  Wert  der  einzelnen  Beihenglieder, 
nicht  deren  analytisches  Bildungsgesetz  bekannt  isi 

[In  diesem  Artikel  wurde  wesentlich  nur  die  allgemeine  Theorie 
der  Reihen  mit  Constanten  Oliedem  behandelt.  Über  spezielle  Reihen 
dieser  Art,  sowie  i^unX^tono^Reihen  sind  insbesondere  zu  vergleichen: 
Arithmetische  Beihen  (I D  3,  I E).  —  Recurrente  Reihen  (I E  und  Ent- 
wickelung  rationaler  Funktionen  in  Potenzreihen).  —  Harmonische  und 
Dirichlefsche  Reihen  (IC 3).  —  Gleichmässig  und  ungleichmässig  kon- 
vergente Reihen' (HAI),  —  Potenzreihen  (IIB  1).  —  Hypergeometrische 
Beihen  (II Bl).  —  Fourier'sche  Reihen  (IIA 8).  —  Summatum  von 
Beihen  (nA2,3,4).] 

IV.   Unendliolie  Produkte,  Xettenbrüohe  und  Determinanten. 

41.  Unendliche  Produkte.  Historisohes.  Auch  die  Einführung 
unendlicher  Produkte  knüpft  sich  unmittelbar  an  das  für  die  gesamte 
Gfrenzwertlehre  als  grundlegend  erkannte  Qtia(2ra^r-Problem,  speziell 
an  die  Quadratur  des  Kreises.  Schon  Vieta  stellte  das  Verhältnis  des 
Quadrates  mit  der  Diagonale  2  zur  Fläche  des  umschriebenen  Ej-eises, 

also  die  Zahl  — ,  durch  das  unendliche  Produkt  dar'^^: 


(61) 


ylVi+m-Vi+iVi+m-- 


297)  Fraadaci  Yietae  opera  math.   Ed.  Schooten,  Lugd.  Bat.  1646,  p.  400. 

—  KonT.- Beweis  Ton  Rudio,  Ztschr.  f.  Math.  36  (1891),  Eist.  Abt.  p.  189.  — 
Yerallgemeinerungen  dieser  Formel  bei  Eüler,  Opusc.  analyt.  1  (1785),  p.  346 

-  Qod  X.  Seidel,  J.  f.  Math.  78  (1871),  p.  873  ff. 
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Und  kurze  Zeit  darauf  gab  Waliis  die  nach  ihm  benannte  Formel*^: 

•co\  ^  13      8       6       6       7 

Durch    ein    Problem    der  Wahrscheiiüichkeüsrechnung*^    wurde 
Dan.  BemouUi  auf  das  folgende  unendliche  Produkt  gef&hrf^): 

(58)  y^ö+T.  1^+2  .  Va"+4  .%  +  8  •••. 

Die  prinzipielle  Wichtigkeit  dieses  Darstellungsmittels  hat  indessen 
erst  Euler  genügend  erkannt  und  dasselbe  vielfach  mit  glänzendem 
Erfolge  verwertet.  Das  von  ihm  behufs  InterpoUxtion^^)  von  w!  auf- 
gestellte unendliche  Produkt  •®*): 

^      ^  1  +  00  2  +  01  3  +  «      '"* 

irr  Verbindung  mit  der  gleichfalls  zuerst  von  ihm  gegebenen  Dar- 
stellung der  trigonotnetrischen  Funktionen  durch  unendliche  Produife**'), 
darf  geradezu  als  fundamental  für  die  Theorie  der  eindeutigen  amaly- 
tischen  Funktionen^  gelten.  Kaum  minder  wichtig  für  die  analff- 
tische  ZaMenlheorie^^)  erweist  sich  die  gleichfalls  von  ihm  herrührende 
Produktdarstellung  ^ : 


00 


(»)       ?^-(i7(>-^: 


(wo  (py)  die  Reihe  der  Primzahlen),  und  eine  Anzahl  anderer  (s.  Gl. 
(64)  -  (66)). 

Allgemeine  Regeln   über  die  Konvergene  und  Divergenz  unend- 


298)  Arithm.  infin.  (1669):  Opera  1,  p.  468.  Näheres  darüber  bei  Beiff 
p.  6  ff. 

299)  Vgl.  I  D  1. 

800)  De  mensnra  sortis.  Comment.  Petrop.  T.  V  (ad  ann.  1780.  81),  p.  188. 
—  Eony.- Beweis  in  der  von  mir  besorgten  deutschen  Ausgabe  (Leipzig  1896), 
p.  63,  Fuss.  12. 

301)  Vgl.  I D  3. 

302)  Brief  an  Chr.  F.  Goldbach  18.  Oct.  1729  (Corresp.  math.  et  phys.,  ^d. 
P.  H.  Fuss,  Pötersb.  1843,  p.  8).    Inst.  calc.  diff.  P.  II.  Cap.  XVII,  p.  834. 

303)  Introd.  1,  Cap.  19,  p.  120. 

804)  Vgl.  II  Bl.  —   Das  obige  Produkt  stimmt  genau  überein  mit  dem- 
jenigen Ton   Gauss   (Werke    3,   p.  146)    für    a  •  n(cD  —  1)  «  JT(e()),    welches 
Weierstrass  (Werke  2,  p.  91)  ausdrücklich  als  Vorbild  der  von  ihm  ersonnenen 
Produkte  von  Primfunktionen  zitiert.    Jenes  erste  typische  Beispiel  einer  solchen 
Produktdarstellung  findet  sich  also  in  Wahrheit  schon  bei  Euler, 

306)  Vgl.  I C  3. 
•     306)  Infcrod.  1,  Cap.  XV,  p.  226. 
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lieber  Produkte ^"^  hat  zuerst  Catxhy  angegeben^®);  dieselben  beruhen 
auf  der  Beziehung: 

ao  OD 

igjf7(i+«o=^'ig(i+M 

0  0 

und  der  Entwickelung  von  lg  (1  +  «y)  in  eine  Potenzreihe.  Weier- 
strass  hat  gezeigt^^,  dass  man  die  Fundamentalsätze  über  die  Kon- 
vergenz und  Divergenz  unendlicher  Produkte  auch  ganz  direkt^  ohne 
Benützung  dieses  transcendenten  Hülfsmittels  herleiten  kann.  Mit 
Pesthaltung  dieses  Grundgedankens  habe  ich  späterhin  eine  zusammen- 
hangende  elementare  Theorie  der  unendlichen  Produkte  entwickelt'^®). 

42.  KonvergenE  und  Divergenz«    Setzt  man:   r^l  (1  4~^y)  =  ^ii> 

OD  0 

80    heisst    das    unendliche   Produkt:     1*1  (1  +  w^),    wo    durchweg 

0 

I  1  +  w^  I  >  a  >  0  angenommen  wird,  konvergent  und  U  der  Wert 
desselben,  wenn  lim  U»  =  U  endlich  und  van  Null  verschieden  ist.  In 
jedem  anderen  Falle  heisst  das  Produkt  divergent,  insbesondere  also 
auch  dann,  wenn  lim  Z7»  =  0.  Der  Ausschluss  der  Produkte  mit  dem 
Grenzwerte  0  aus  der  Klasse  der  als  konvergent  zu  bezeichnenden  er- 
weist sich  als  unbedingt  notwendig,  wenn  ein  konvergentes  Produkt 
die  fundamentale  Eigenschaft  eines  endlichen  Produktes  behalten  soll, 
nicM  zu  verschwinden,  so  lange  kein  einzelner  Faktor  verschwindet'^^). 
Die  Bwd  für  die  Konvergenz  von  /7(1  +  Uy)  hiemach  notwendigen 
und  hinreichenden  Bedingungen,  nämlich: 

(56)  \U^\>9>0,      \Un^^-Un\<s        (p  =  0,l,2,...), 

lassen  sich  vollständig  durch  die  folgende  einzige  ersetzen: 


(57) 


5.±e_i 


^n 


<B        (p  =  0,l,2,...), 

welche  aussagt,  dass  das  y,BestproduJcif':    hl  (1+«^)   bei   passender 

Wahl  von  n  und  für  jedes  q  der  1  beliebig  nahe  kommen  muss,  also 
den  bis  dahin  erzielten  Produktwert  Un  nicht  mehr  wesentlich  ändert. 


807)  Ein  spezielles  Kriterium  für  die  Beurteilung  unendlicher  Produkte, 
welches  im  wesentlichen  dem  Reihenkriterium  von  Gauss  (Nr.  22)  entspricht, 
hat,  wie  G.  Entström  (Jahrb.  Fortschr.  d.  Math.  11  [1879],  p.  38)  bemerkte,  schon 
SMing  (Method.  difif.  1730,  p.  37)  angegeben. 

S08)  Anal,  algdbr.  Note  9,  p.  561. 

809)  J.  f.  Math.  61  (1866),  p.  18  ff.  —  Werke  1,  p.  173  ff. 

810)  Math.  Ann.  33  (1889),  p.  119.    Vgl.  auch  42  (1893),  p.  183. 

811)  Vgl.  meine  Bemerk,  a.  a.  0.,  p.  125  Fussn.,  p.  140  Pussn. 
Sacjklop.  d,  ]D»tii.  Wiiiensoh.    I.  8 
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Mit   dem  Produkte  /Z(l  + 1  tiy  |)   konvergiert  auch   allemal  das 

Produkt  /7(1  +  Uy)  und  heisst  dann  absolut  konvergent;  dasselbe 
konvergiert  in  diesem  Falle  unabhängig  von  der  Anordnung  der  Fak- 
toren^ also  unbedingt.  Umgekehrt  lässt  sich  aber  auch  zeigen^  dass 
ein  unbedingt  konvergentes  Produkt  auch  absolut  konvergieren  muss'"). 
Als  notwendig  und  hinreichend  für  die  absolute  und  unbedingte  Kon- 

vergenz  von   /Z(l  +  w,.)    erweist    sich    die   Konvergenz    der    Reihe 

Ist  ^Uv  nur  bedingt  konvergent,  so  konvergiert  /7(1  +  u»)  oder 

divergiert  nach  Null,  je  nachdem  ^u^  konvergiert  oder  divergiert^^*). 

Im  ersteren  Fall  konvergiert  TI{\  +  Wy)   nur   bedingt j   lässt   sich   in 

zwei  Produkte  von  der  Form  /7(1  +  a^),  /7(1  +  h)  (ar>  0,  6^  >0) 
zerfallen,  von  denen  das  erste  nach  +cx>,  das  zweite  nach  0  diver- 
giert, und  die  sich  wiederum  ganz  nach  Analogie  des  in  Nr.  31  er- 
wähnten JBiewawn'schen  Reihensatzes  zu  konvergenten  Produkten  von 
beliebig  vorzuschreibendem  Werte  vereinigen  lassen.  Die  von  mir  be- 
züglich der  Wertveränderungen  bedingt  konvergenter  Beihen  gefun- 
denen Resultate  lassen  sich  auch  auf  solche  Produkte  übertragen'^). 

43.  Umformung  von  unendlichen  Produkten  in  Beihen.    Ver- 
möge der  Identiföt: 

(58)  5»  =  s^  -f  ^•'(«r  —  Sv-i) 

1 

lässt  sich  jeder  Grenzwert  s  =  lim  5«  durch  die  unendliche  Beihe: 

CO 

(59)  5  =  5o  +  2  (Sv  —  5^-i) 


312)  A.  a.  0.,  p.  135  ff. 

313)  Man  kann  also  aus  der  etwa  anderweitig  erkannten  Konvergenz  oder 

Divergenz  YonJfJ{l  +  |t*y|)  auch  diejenige  von^|u^|  erschliessen.  Vgl.  Weier- 

strass,  Werke  1,  p.  175. 

314)  Die  vorangehenden  Sätze  gelten  auch  für  komplexe  «y,  der  letzte  in 
dieser  Fassung  nur  für  reelle.  (Von  Cauchy  mit  Hülfe  der  logarithm.  Reihe  be- 
wiesen: a.  a.  0.  p.  563;  rein  elementar  von  mir:  a.  a.  0.  p.  150,  einfacher:  44, 
p.  413.)    Eine  Verallgemeinerung  des  Satzes  für  complexe  u^  habe  ich  Math. 

Ann.  22  (1883),  p.  480  angegeben.  —  Auch  wenn   ^u^  divergiert,  lassen  sich 

noch    bestimmte    Aussagen    über   verschiedenartiges   Verhalten   des   Produktes 

JJi^  +  w J   machen ,   welches  selbst  in  diesem  Falle  noch  konvergieren  kann 

(a.  a.  0.  33,  p.  152  ff.). 

315)  Math.  Ann.  22,  p.  481. 
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n 

darstellen  ^^^.    Die  Anwendung  dieser  Methode  auf  £/'«=/•'/  (1  +Wr) 

0 

giebt  die  für  jedes  Jconvergente  (oder  auch  nach  0  bezw.  +  ^^  diver- 
gierende) Produkt  gültige  Reihendarstellung: 


00  QO 


(60)  ]7(l  +  «')='l  +  «o  +  5^£^-i-«>- 

0  1 

Konvergiert  das  Produkt  und  somit  auch  ^u^  absolut,  so  gestattet 
diese  Reihe  jede  beliebige  Änordnung^^'^)^  insbesondere  die  folgende: 

CD  

(61)      jfj(l  +  Wr)  =   1  +  ^«x  +^UxUl  +^U^tlitlft  H , 

wobei  die  Summen  ^^  ^^  ^^  . . .   über   alle   möglichen  Eombina- 

tionen   der  u^  zur  1**",  2*®°,  3**°,  . . .  Klasse   zu  erstrecken  sind.     Ist 
also  Uv  =  avXy  ^WA  konvergent,  so  hat  man  für  jedes  endliche  x\^^^) 

(62)   J^  (1  +  ayx)  =  1  +  ^  AyX''     (^1  =^ax,  A^  =^a^ax,  etc.) 

0  1 

und  allgemeiner: 


316)  Vermöge  der  (lediglich  an  die  Beschränkung:  |«„l2^a>0  gebunde- 
nen) analogen  IdentilAt: 


(58a)  s,  =  SoJJ-^ 


1 

lässt  sich  auch  jeder  Grenzwert  8 »»lim«    durch  das  unendliche  Produkt: 


n 

00 


<ö9a)  «  =  »0  J^TT 


n 


klarstellen.    Ist  also  speziell:  s^  =  ^•'*'»  ==  **— i  +  ^«i   ^^  ^^^ 


0 

OD  00 


<60a)  2?«^-«o]7(i  +  7!l7)- 

0  0  "^     * 

Sieraos  ergiebt  sich  z.  B.  der  Nr.  26,  Fussn.  2  erwähnte  ÄbeVache  Satz,  dass 

gleichzeitig  mit  der  Reihe    5*«^  (wo  u^  >  0)  stets  auch  ^  — —  divergiert. 

Im  übrigen  ist  aber  die  Transformation  (60  a)  von  wesentlich  geringerer  Bedeu- 
tung als  die  umgekehrte  (60).  Beispiele  für  ihre  Anwendung  giebt  Stern,  Joum. 
f.  Math.  (1884),  p.  358. 

317)  Vgl.  z.  B.  die  .BMZer'sche  Formel  (55). 

318)  Ein  solches  Produkt  stellt  dann  nach  Weierstrass'  Bezeichnung  eine 

8' 
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00 


(63)  ff  (1  +  2  "^'^)  =  1  +  2  ^'*'' 


0 

QO  00 


SO  lange    ^^  ^f^\a^^af'\  konvergiert. 


0  1 


Bei  geeigneter  Spezialisierung  der  a^,  cit^  lassen  sich  die  unend- 
lichen Reihen^  welche  zunächst  zur  Darstellung  der  A^  sich  ergeben, 
mit    Hülfe    von   Rekursionsformeln    summieren.     Schon   JEuUr   &ad 
durch  die  Substitutionen   a,  =  2*+S  a^)^qhi^+^)   (|g|<l)   die  Be- 
ziehungen"«): 

(64)    J7(i+2'.)  =^+2\,_l...^,_,^-^^ 


OD  oe 


(66)       J7(l  -  ,'»)-  -  1  +  ^'(._^.''.,._,^»-, 

und  aus  der  ersten  derselben  für  a?  =  —  1  und  durch  Entwickeluj^^'^8 
nach  Potenzen  von  q  die  folgende'^): 


QO  OD 


(66)  JT"  (1  -  <r)  =  1  +  ^'  (-  D' .  («*''"-•' + j^''"-^") . 


1  1 


Durch  Jacobi^s  Untersuchimgen  ist  der  enge  Zusammenhang  dies^  ^^^ 
von  Euler  für  naJilentJieoretische^^^)  Zwecke  aufgestellten  Formeln  — '"""^ 


ähnlicher  auf  analoge  Weise   zu   gewinnender  mit   der  Theorie  dts>^^' 
elliptischen  Funktionen^^^)   festgestellt   worden.     Derselbe   beruht  hx^:^-^ 
dem  Umstände,  dass  die  zur  Darstellung  der  elliptischen  Funktioner^  "*^^ 


ganze  transcendente  Funktion  mit  den  Nullstellen   x= dar.     Ober  di< 


a 

V 


TTcter^trcw^'sehe  Verallgemeinerung  dieser  Formel  (Nr.  41,  Fussn.  404)  für  den  Fall, 
dass  ^'l  «y  I  divergiert,  vgl.  II B  1. 

819)  Introd.  T.  I,  Cap.  XVI:   De  partitione  numerormn,  p.  259.  268. 

320)  L.  c.  p.  270.  Dort  zunächst  nur  durch  Induktion  gefunden,  bald  dar- 
auf von  E,  analytisch  bewiesen;  Petrop.  NoTi  Gomment.  5  (ad  ann.  1764.  66), 
p.  75.  —  Einfacherer  Beweis  von  Legendre:  Theorie  des  nombres  (1830),  T.  2, 
p.  128.  —  Jacohi  ist  mehrmals  auf  diese  Formel  zurückgekommen  und  hat  ausser 
zw^i  elemen;taflren  Beweisen  (J.  f.  Math.  21  [1840],  p.  18;  82  [1846],  p.  164  — 
Werke  6,  p.  281.  303),  deren  zweiter  eine  Modifikation  des  JB^Zer'schen  ist, 
noch  drei  weitere  mit  Hülfe  der  elliptischen  FwMionen  gegeben  (Fundam. 
nova,  §  62.  63  u.  64—66  =  Werke  1,  p.  228  ff.;  2,  p.  163  J.  f.  Math.  86 
[1848],  p.  75). 

321)  Über  die   zahlentheoretische  Verwertung  der  Formeln   (64)  bis  (66) 

Tgl.  IC 3, 
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dienlichen  Jacobi* sehen  Thetafunktionen^^  sich  aus  Produkten  von  der 
Form: 

OD  00 

(67)  jpT  (1  ±  «•'  •  a;±  1) ,      ff  (1  ±  «'•'+' '  a:±  ^ 

1  1 

zusammensetzen  lassen'^).  Von  den  weiteren  in  dem  genannten  Zu- 
sammenhange von  Jacöbi  abgeleiteten  Reihendarstellungen  unendlicher 
Produkte  will  ich  als  besonders  merkwürdig  noch  die  folgenden  her- 
vorheben'**): 

00  O  M  QO 


1  *  1 

OD  00 

(70)        ]:f(l_g')>=l+2r(_l)^.(2i,  +  l).5H'+i). 
1  1 

44.  Faktoriellen  und  Fakultäten.  Cauchy  hat  Produkte  von 
der  Form  JJ(1  +  ayx),  bei  welchen  die  a^  wie  in  (67)  eine  geatne- 
fnetrische  Progression  bilden^  als  geometrische  FaJdorieUefi  bezeichnet'**) 
und  eine  allgemeine  elementare  Theorie  derselben  entwickelt**^).  Die- 
selbe liefert  insbesondere  Transformationen  in  unendliche  Reihen, 
Welche  die  j^tiJer'schen  Formeln  und  die  Entwickelungen  der  ellipti- 
schen Funktionen  als  spezielle  Fälle  umfassen. 

Als  ariihmeüsehe  Faktoriellen  hätte  man  nach  Cauchy  solche 
TTO-  4"  ^'^)  ^^^^  etwas  allgemeiner  JI{^  +  cLvX)  zu  bezeichnen,  bei 
denen  die  a^  eine  arithmetische  Progression  bilden  und  die  sonst  zu- 
xneist  numerische  und  analytische  FaJcfdtätefi  oder  auch  FciktorieUen 
Schlechthin  genannt  werden**').  Setzt  man  etwa  ay^^a-^-vb  und 
sclireibt  wiederum  u  statt  u-\-a,  x  statt  bXy  so  folgt,  dass  man 
J^(U'\'ayX)  stets  auf  die  Form  /Z(ti  +  ^^)  bringen  kann.  Da  nun 
solche  unendliche  Produkte  offenbar  stets  divergieren  müssen,  so  han- 
delt es  sich  hierbei  zunächst  um  endliche  Produkte  von  der  Form: 


322)  Vgl.  HB  6a,  7. 

823)  Jacohi,  Fimdamenta,  §  64  (Werke  1,  p.  232).   Vgl.  auch  Gauss'  Nach- 
^Kt  (Werke  8,  p.  434).  —  Ch.  BiMer,  J.  f  Math.  88  (1880),  p.  186. 

824)  Fimdam.  §  66  (Werke  1 ,  p.  237).    Die  Formel  (69)  auch  bei  Gauss, 
Werke  2,  p.  20. 

826)  Par.  C.  R.  17  (1843),  p.  641. 

326}  Par.  G.  B.  17,  p.  623.  640.  693.  921.  1159. 

327)  Die  Terminologie  ist  sehr  schwankend. 
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f{u,  X,  n)  =  /f/  (m  +  vx)  und  sodann  um  deren  InterpolcUion  für  den 

0 

Fall^  dass  eine  beliebige  Zahl  y  an  die  Stelle  der  naüirlichen  Zahl  n 
tritt;  diese  führt  auf  gewisse  unendliche  Trodukte  (zur  Darstellung  von 
f(u,x,y)\  welche  als  analytische  Fakultäten  bezeichnet  zu  werden  pflegen. 
Das  fragliche  Problem  ist  zuerst  von  Euler^^)^  in  speziellerer 
Form  von  Vandennonde^^^)  behandelt  worden.  Die  erste  ausführliche 
Theorie  der  Fahütäten  hat  sodann  Kramp  geliefert '**),  an  welche 
sich  weitere  Arbeiten  von  BesseP^^\  CreUe^^),  Ohm^^)  und  Öttinger^ 
anschliessen.  Weierstrass  hat  gezeigt,  dass  alle  diese  auf  rein  formale 
Behandlungsweise  gegründeten  Theorien  auf  mannigfache  Widersprüche 
führen ^^^),  und  hat  eine  völlig  neue,  wesentlich  auf  funktiofientheore- 
tischer  Grundlage  ruhende  Theorie  der  analytischen  Fakultäten  ent- 
wickelt. Die  letzteren  werden  dabei  auf  das  von  W.  speziell  als  Fak- 
torielle  bezeichnete,  für  jedes  endliche  (reelle  oder  complexe)  u  kon- 
vergierende Produkt: 


oe> 


(71)  Pe(«)_„JJ(^)-.(,_i) 

1 

zurückgeführt,  welches  sich  als  identisch  mit  dem  Legendre'^aAiexi  -=7^ 
oder   dem  Gauss'schen   — erweisf*)   und   dessen   prinzipielle 

Bedeutung  vor  allem  darin  besteht,  dass  es  den  Ausgangspunkt  für 
die  Nr.  41,  42,  Fussn.  304.  318  erwähnten  Untersuchungen  gebildet  hat 

45.  Allgemeine  formale  EigenBChaften  der  Kettenbrüche.     Als 

n-gliedrigen  Kettenbruch^'^)  bezeichnet  man  einen  Ausdruck  von  der 
Form: 


328)  Inst.  calc.  diff.  2,  p.  832.    Vgl.  Nr.  41,  Formel  (64). 

329)  Vgl.  Nr.  10,  Fussn.  70.  V.  behandelt  nur  den  Fall:  /"(u,  — l,y)  und 
bezeichnet  die  f  als  Potenzen  zweiter  Ordnung. 

330)  Analyse  des  r^fractions  astronomiques  et  terrestres,  Chap.  m,  Nr.  142 
bis  203.  —  Gergonne,  Ann.  3  (1812),  p.  1. 

831)  Königsb.  Archiv  f.  Naturw.  u.  Math.  1812.    Abh.  2,  p.  343. 

332)  Theorie  der  analyt.  Facultäten,  Berlin  1824.   J.  f.  Math.  7  (1831),  p.  356. 

333)  J.  f.  Math.  39  (1860),  p.  23. 

334)  Ibid.  38  (1846),  p.  1  (hier  eine  übersichÜiche  Zusammenstellung  der 
bis  dahin  gebrauchten  verschiedenen  Definitionen  und  Bezeichnungsweisen),  p.  117. 
226.  329;  36  (1847),  p.  13;  38  (1849),  p.  162.  216;  44  (1862),  p.  26.  147. 

336)  J.  f.  Math.  61  (1866),  p.  1  ff.  Der  kritische  Teil  ausfahrlicher  in  dem 
Wiederabdruck  dieser  Abh. :  Werke  1,  p.  163  ff. 

336)  Vgl.  nA3. 

337)  Über  die  ältere  Geschichte  der  Eettenbruche  vgl.  ausser  der  im  Ein- 


~      s.\ft. 
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(72) 


6,  ±  — d.  h.  eigentlich:   &»  ±  ^ 


6  +?! 5  +?i— 


a-  ««-1 


^-1  +  ^  ± 


Derselbe  soll  hier  stets  in  der  gedrängteren  Form'^): 


(73)  «'o±r^'-'±r^'±-±r;" 


geschrieben  oder  durch  das  Symbol: 

(74)  [t„;  ±  y; 

bezeichnet  werden^^).    Die  a,^  b^  stellen  dabei  ganz  beliebige  Zahlen 


gange  zitierten  Schrift  von  S,  Günther  deren  erweiterte  italienische  Bearbeitung: 
Boncampagni,  Bnlletino  di  Bibl.  7  (1874),  p.  213.  Ibid.  p.  451:  Ant  Favaro, 
Kotizie  storiche  sulle  frazioni  continue.  Auch:  Klügel,  T.  3,  p.  88.  M.  Cantor, 
a.  a.  0.  2,  p.  631.  694;  3,  p.  92.  669.  —  Zusammenhängende  Theorien  der  all- 
gemeinen Kettenbrüche  haben  ausser  Euler  (Petrop.  Comment.  9  [1737],  p.  98;  11 
[1739],  p.  22.  Introductio  1,  p.  295)  noch  F.  Ä.  Möbius  (J.  f.  Math.  6  [1830], 
p.  216.  Werke  4,  p.  505)  und  sehr  ausführlich  M.  Ä.  Stern  (J.  f.  Math.  10  [1883], 
p.  1.  154.  241.  364;  11  [1834],  p.  33.  142.  277.  311)  entwickelt.  Lagrange  (Add. 
aax  £l^ment8  d'Algfebre  d*Euler:  Oeuvres  7,  p.  8)  und  Legendre  (Theorie  des 
nombres  [1830],  1,  p.  17)  haben  nur  aus  ganzen  Zahlen  zusammengesetzte,  ins- 
besondere sog.  regelmässige  Eettenbrüche  behandelt.  Im  übrigen  vgl.  die  citier- 
ten  Lehrbücher  von  Stern,  Schlömilch,  Hattendorff  und  Stolz \  auch:  J.  A.  Serret, 
Cours  d'Algdbre  supärieure  (Paris  1885),  I,  p.  7. 

338)  Diese  Schreibweise  scheint  mir  charakteristischer,  als  die  zumeist  ver- 

a»  Om  M 

breitete:    fto±T^i^±'±r-i  welche  nach  Baltzer's  Angabe  (El.  der  Math. 

1,  p.  189,  Fussn.)  von  J.  H.  T.  Müller  (Allg.  Arithm.,  Halle  1838)  herrührt  (vgl. 
äbrigens  Nr.  9,  Fussn.  52). 

r  «y1* 

339)  Allgemein  bezeichne  ich  also  durch  das  Symbol  ^„,;  +  t-  den 

a     I  jl  a  I  r         a  "I" 

ettenbruch  b^  +  rJ*      '  i  *  *  *  i  rr-'  •  Dabei  schreibe  ich  statt     0:+i^ 


IWi       ***^l^ 


«er:      ±Y  1   sodass  also:    U^;  +  -r  =6^+U:J:  .    - 

11  bedient  sich  a.  a.  0.  des  allzu  undeutlichen  Symboles:  F(b^,  bj  oder  auch 
wenig  übersichtlichen:   J^(&o  i  ^  *  ^i  i  «j  •  ^i  ±  •  •  )•    •^-  -ÖWw«  (Handb.  der 

?lf.  1  [1878],  p.  261)  schreibt  dafür:  +  'H  +  «i ' ' '  +  «, 


K       6i       6,  5, 


Ist  durchweg 


1 ,  so  pflegt  man  den  betreiFenden  Eettenbruch  nach  DiricMet  (Werke  2, 
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vor,  nur  wird  man  naturgemass  die  |at,|>0  voraussetzen,  wahrend 
von  den  6^  beliebig  viele,  mit  einziger  Ausnahme^  von  6»,  auch  =0 
sein  können;  im  übrigen  unterliegen  die  letzteren  noch  gewissen  Be- 
schränkungen,   sofern    der  Eettenbruch   überhaupt   einen   bestimmten 

Sinn  haben,  d.  h.  eine  bestimmte  ZaM  vorstellen  solL 

a 
Man   nennt   üq  das  Anfangsglied ,   4:^^   das  v^  Glied  oder  den 

v**"  TeUbmchy  +  a*  bezw.  bp  den  v^  TeüeäUer  bezw.  Teil/nenner  des 

Kettenbruches.    Verwandelt  man  den  Kettenbruch     6«;  -r^    ^^^  durch 


['•'  a") 


successives  Portschaflfen  der  Teilnenner  in  einen  gewohnlichen  Bruch 

A 

—  und  zwar  rein  formal  (d.  h.  insbesondere  ohne  Anwendung  von 

Beduhttonen,  falls  im  Laufe  der  Rechnung  infolge  besonderer  Beschaf- 
fenheit der  a,.,  6y  reduktible  Brüche  auftreten  sollten***)),  so  ergiebt 
sich  zunächst: 

(nK^\  A=*0  -Bo=l 

^'^^^  Ä,  =  b,^A,+  a,        B,  =  brB, 

und  sodann  (durch  vollständige  Induktion)  für  v  ^  2  die  Rekursions- 
formel ^^) : 

(75b)    A=&y- A-1+  ay'  Äy^2,    Bp=  bp'  Br^i+  a^-  By^i. 

Fällt  hierbei  B^  von  Null  verschieden  aus,  so  heisst  ~  der  v**  Nähe- 
rungsbrtich  und  im  Falle  v=n  der  Wert  des  Kettenbruches: 


a,  I    .      Or'  a 


(76)  jr,=&„  +  ^i  +  ^i  +  ...+ 


p.  141)  mit  (^o>  ^w  ••  •  ^n)  ^^  bezeichnen,  während  dieses  nämliche  Symbol  bei 


Mobius  a.  a.  0.  den  Kettenbruch   — ,— '  —  rv-  ' rr- '   bedeutet. 


340)  Indessen  darf  immerhin  lim  ^^  =  0  werden,  wenn  man  die  h^  als  Funk- 
tionen einer  Veränderlichen  auffasst;  in  diesem  Falle  geht  der  Eettenbruch  (73) 

«1  I  *»  — 2  I 

in  den  folgenden  über:  \  i  r^'  i  •  •  *  i  rr — —  •    (Nur  auf  diese  Art  können 

z.  B.  diejenigen  Schlüsse  legalisiert  werden,  die  Möhius  —  Werke,  4,  p.  607  — 
zieht,  indem  er  einfach  h^=^0  setzt.) 

841)  Es  ist  keine  Beschränkung  der  Allgemeinheit,  wenn  ich  von  jetzt  ab 
nur  Oy  statt  ±  a^  schreibe,  da  ja  die  a^  an  sich  beliebiges  Vorzeichen  besitzen 
dürfen. 

342)  Über  diese  Möglichkeit  vgl.  Stern  a.  a.  0.  2,  p.  13. 

343)  Dem  Sinne  nach  schon  bei  Wallis,  Arithm.  infinit,  p.  191  (Opera  1, 
p.  475).  —  Verallgemeinerung  der  Rekursionsformel  (75  b)  bei  Stolz  a.  a.  0.  2, 
p.  268. 
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Aus  (75)  ergiebt  sich  die  för  die  gesamte  Lehre  von  den  Eetten- 
brüchen  fundamentale  Relation'^): 

V  V  —  1  V — 1  V 

und  in  ahnlicher  Weise  die  allgemeinere: 

(78)  ^-^  =  (-l>-^"'-^-.V^-^''^"      ('»^—1)' 
wenn  noch  gesetzt  wird: 

(79)  a«  +  i?^l  +  ...  +  ^i  =  ^       (x^v). 

Vermöge  der  Identität  ,  ^    =  -yq^ —   lasst  sich  jeder  Eettenbruch 

Kn  durch  unendlich  viele  ihm  völlig  äquivalente  (d.  h.  durchweg  gleich' 
wertige  Näherungsbrüche  liefernde)  ersetzen^  nämlich: 

(80)  JT,  =  &,  +  ^ I  +  ^g^gL \^...^   'n-^^y^\. 


Durch  passende  Wahl  der  c^  kann  man  allemal   erzielen^   dass  sich 
ei^ebt: 


(81)  ir.  =  6,  +  -?L|  +  3|  +  ...+ 


«« 


WO  die  €Cy  oder  die  /3y  bdiehig  vorgeschriebene  Zahlen  sind  (mit  angemesse- 
nem Ausschluss  von  0).  Wählt  man  durchweg^  «y  =  + 1>  so  mag 
der  resultierende  Eettenbruch  als  die  Hauptform^^)  von  Kn  bezeichnet 
werden.  Für  «^  =  —  1  kommt  diejenige  Form  zum  Vorschein,  deren 
reciproken  Wert  Hobius  als  Normalform  benützt  hat  und  die  von 
Seidd^'')  die  reduzierte  Form***)  von  Kn  genannt  worden  ist. 

46.  Beknrscrisohe  und  independente  Berechnung  der  Nähe- 
rongsbrüche. Die  Rekursionsformeln  (75)***)  liefern  zugleich  auch 
die  Hülfsmittel  zur  independenten  Berechnung  der  A,,,  By, 


344)  Euler,  Petr.  Comment.  9,  p.  104. 
346)  Ibid.  p.  108. 

346)  Heine  (a.  a.  0.  p.  2S4)  gebraucht  diesen  Ausdruck,  falls  die  ß^  na- 
tdrliche  Zahlen  sind. 

347)  Münch.  Abh.  2.  El.  7  (1866),  p.  267. 

348)  Hiervon  wohl  zu  unterscheiden  ist  der  Ausdruck  „reduzierter  Ketten- 
bruehf'^  mit  welchem  man  nach  Stern  (a.  a.  0.  p.  4)  den  Wert  des  betr.  Ketten- 

bmchs,  also  den  Näherungsbruch  -^-  zu  bezeichnen  pflegt. 

349)  Bei  dem  entsprechenden  Bekursionsyerfahren  wird  mit  dem  Einrichten 
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Eiüer  hat  für  den  Fall;  dass  Ky  auf  die  Hauptform  gebracht  ist^ 
einen  eigenen  Älgoritlimtis  zur  Darstellung  der  Ät,  B^  ersonnen*^), 
der  sich  zwar  zur  Herleitung  gewisser  Eettenbruchrelationen  als  sehr 
nützlich  erweist;  dagegen  fiir  die  Äy^  By  im  Grunde  genommen  nur 
eine  symbolische,  zur  eflfektiven  Berechnung  nicht  genügend  durch- 
sichtigem^^) Darstellung  liefert,  nämlich: 

wobei  das  Symbol  (&,„,  6m+i,  •••  M  durch  die  Rekursionsformel  de- 
finiert ist: 

(83)       (hm,  &m+l,  ...&i)  =  hy'(h„tf  6m+lj  •••  &r— l)  +  (^iii,  Sm+l,  •••  &»-— 2). 

Mit  diesen  Etiler'schen  Symbolen  im  wesentlichen  identisch  er- 
weisen sich  trotz  der  zunächst  gänzlich  verschiedenen  Definition  die 
von  Möbius^^^)  eingeführten  Symbole  [&o>  &i;  •  •  •  M  —  abgesehen 
davon,  dass  sich  dieselben  auf  Kettenbrüche  von  der  Form: 

(84)  Zn  =  60  —  I  jy'  —  1^1 r^'     (^genauer  gesagt:  h  =  -^^ 

beziehen.     Setzt  man  nämlich  für  fn<,v: 

(85)  J5:„,,  =  6„  -  --U  -  ^-L-\ 1^1 

(also:     Ko^y  =^  Ky,    JEV,y  =  6,) 
und  definiert  nach  Mobius  das  fragliche  Symbol  durch  die  Gleichung: 

(86)  [60,  &j,  \,  ...  6J  =  Ko^y '  Ki^y '  K2,v  •  •  •  Ky^r, 

so  lässt  sich  zeigen,  dass  diese  Ausdrücke  ganze  rationale  Funktionen 
ihrer  Elemente  sind,  und  man  erkennt  im  übrigen  unmittelbar,  dass 

^     _^_  P01  ^,  &i,  •»■  K] 

in  voller  Analogie  mit  der  i^ier'schen  Formel  (82). 

der  Brüche  von  vom  begonnen.    Man  findet  •—   aus:   -^  =«   ' T*  p— ^   durch 
Substitution  von  6,  4-  -^   an  Stelle  von  6,  u.  s.  f.    Stern  hat  a.  a.  0.  p.  5  auch 

ein  mit  dem  Bruche   -=7-  = =-- beginnendes  und  rückwärts  laufendes 

n  H 

Rekursionsverfahren  entwickelt.    (Vgl.  auch  Stolz  a.  a.  0.  p.  266.) 

350)  Petrop.  Novi  Comment.  9  (1764).  Vgl.  auch  Gauss,  Disquis.  arithm. 
Art.  27    (Werke  1,  p.  20).    Dmchlet-Dedekind,  Vorl.  über  Zahlentheorie  §  23. 

351)  D.  h.  etwa  nach  Art  einer  Determinante.  —  Eine  brauchbare  Regel 
zur  Berechnung  der  J^uZer'schen  Symbole  hat  übrigens  F.  Schlegel  angegeben: 
Z.  f.  Math.  22  (1877),  p.  402. 

352)  Werke  4,  p.  511. 
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Da  die  Ä^,  By  durch  je  ein  System  linearer  Gleichungen  (und 
zwar^  abgesehen  von  den  beiden  Anfangsgleichungen  (75  a)  durch  das 
nämliche  System)  definiert  sind^  so  ergiebt  sich  als  nächstliegendes 
Darstellungsmittel  ^  der  Quotient  zweier  Determinanten,  der  sich  aber 
wegen  der  besonderen  Form  jener  Gleichungen  auf  eine  einzige  De- 
terminante  reduciren  lässt.  Für  den  Fall  a^  =  +  1  bezw.  a^  =  —  1 
wurde  dies  von  Sylvester  und  Spottiswoode  zuerst  hervorgehoben*^) 
Die  allgemeine  Auflösung  der  in  Frage  kommenden  rekurrenten  drei- 
gliedrigen  Linearsysteme  mit  Hülfe  von  Determinanten  wurde  aus 
anderweitiger  Veranlassung  von  Tainvin^^)  gegeben  und  zuerst  von 
S,  Giinther^^)  für  die  Darstellung  der  Äy,  By  prinzipiell  verwertet*^'). 
Unabhängig  davon  und  ungefähr  gleichzeitig  wurde  die  Determinanten- 
darstellung der  Ay,  By  von  G.  Bauer  ^^)  angegeben  und  auch  von 
K.  Hattendorff^^^)  in  sehr  einfacher  Weise  abgeleitet. 

Während  hiemach  das  Problem,  die  Näherungsbrüche  eines  vor- 
gelegten Kettenbruches  zu  berechnen,  auf  die  Auflösung  eines  rekur- 
renten dreigUedrigen  Linearsystems  führt,  so  kann  umgekehrt  jedes 
solche  System  zur  Definition  eines  bestimmten  Ketteiibruclies  dienen. 
Diese  schon  von  Euler  ^  gemachte  Bemerkung  ist  von  G.  Bauer  ^^\ 
Heine^^)  und  Scheibner^^)  mit  Vorteil  zur  Herleitung  von  Ketten- 
bruchrelationen   benützt   worden.     Durch   entsprechende  Betrachtung 


353)  Ich  übergehe  hier  die  auf  kombinatorischen  Betrachtungen  beruhenden 
Berechnungsmethoden  von  ßindehburg,  Eytehoein,  Stern  (a.  a.  0.  p.  5)  und  an- 
deren; näheres  darüber  (nebst  zahlreichen  einschlägigen  litterarischen  Notizen; 
in  8.  Crunther's  Habilitationsschrift:  ^^Darstellung  der  Näherungswerte  von  Eetten- 
brüchen  in  independenter  Fonn^\    Erlangen  1872. 

364)  Philos.  Mag.  (4)  6  (1868),  p.  463;  6  (1863),  p.  297.  —  J.  f.  Math.  61 
(1866),  p.  374. 

366)  J.  de  Math.  (2)  3  (1868),  p.  41. 

366)  Hieran  wird  durch  die  Bemerkung  Heine'a  (Eugelf.  1 ,  p.  262 ,  Fussn.), 
dass  ihm  der  Zusammenhang  des  gelegentlich  (J.  f.  Math.  66  [1869],  p.  80)  von 
ihm  benützten  Patnt'tn'schen  Resultates  mit  der  Kettenbruch-Theoiie  keineswegs 
entgangen  sei,  nichts  geändert. 

367)  In  der  oben  citierten  Schrift,  deren  zweiter  Teil  eine  Anzahl  yerschie- 
denartiger  Anwendungen  jener  „Eettenbruchdeterminanten**  (Continuanten),  vgl. 
IA2  Nr.  81,  enthält. 

368)  Münch.  Abb.,  2.  Kl.,  11  (1872),  Abt.  H,  p.  103. 

369)  Einl.  in  die  Lehre  von  den  Determinanten.  Hannover  1872,  p.  20. 
Auch:  Algebr.  Anal.  p.  264. 

360)  Acta  Petrop.  1779,  1,  p.  3. 
861)  J.  f.  Math.  66  (1869),  p.  106. 

362)  Ibid.  67  (1860),  p.  236. 

363)  Leipz.  Ber.  1864,  p.  44.    Vgl.  auch:  BdUzer,  £1.  der  Math.  1,  p.  189. 
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analoger  viergliedriger  Systeme  gelangte  J'aoofti*®*)  zu  einer  Verallge- 
meinerung des  Eettenbruchalgoritlmius^  die  sich  auch  auf  beliebig- 
vielgliedrige  Systeme  ausdehnen  lässt*^). 

Schliesslich  sei  hier  noch  auf  den  Zusammenhang  solcher  rekur- 
renter Systeme  mit  der  Theorie  der  THjfereneengleichungen^  hinge- 
wiesen. Insbesondere  genügen  die  A^^  By,  also  auch  die  Etüer^Bckexi 
und  Möbius'Bchen  Symbole  einer  linearen  DifPerenzengleichung  zweiter 
Ordnung**^. 

47.    Näherangsbraoheigensohafteii    besonderer    Kettenbrfiolie. 

Die  bisher  betrachteten  Eigenschaften  der  Kettenbrüche  sind  rein  for- 
maler Natur;  sie  bestehen  völlig  unabhängig  von  der  besonderen  Natur 
der  a^,  by  (unter  denen  man  sich  also  statt  beliebiger  reeUer  Zahlen 
eventuell  auch  cmnplexe  ZaJüen  bezw.  beliebige  FuiMcnen  denken 
kann).  Eigenschafken  anderer  Art  kommen  zum  Vorschein,  wenn  man 
die  ay^  hy  spezialisiert.  Insbesondere  tritt  der  eigentümliche  Charakter 
der  Näherungsbrüche,  welchem  dieselben  ihren  Namen  verdanken,  erst 
hervor,  wenn  die  ay  unter  sich,  desgl.  die  by  unter  sich  (abgesehen 
von  dem  allemal  irrelevanten  &o)  gleicHbejseichnet  sind.  Nimmt  man 
durchweg  6y>0  (was  vermöge  61.  (80)  keine  Beschränkung  der  All- 
gemeinheit bedeutet),  so  bleiben  folgende  zwei  Möglichkeiten: 

I.   a,>0.    Aus  Gl.  (75),  (77),  (78)  folgt  dann  unmittelbar,  dass 

die  Ayy  By  mit  v  monoton  zunehmen^  die    -J^"^    eine  zunekriMnde^  die 

A.y  ''""' 

^—  eine  abnehmende  Folge  bilden,  so  dass  also: 

(87)      ^<^<ir.<^^<^^-^     (l<^<|_l).3es) 
n.   ay<0  —  wobei  es  wegen  der  Formulierung  des  folgenden 


364)  J.  f.  Math.  69  (1868),  p.  29.  Werke  6,  p.  386.  (Aus  J.*8  Nachlasse 
von  Heine  herausgegeben.)  Vgl.  E.  Furstenau,  Wiesbaden  Gymn.-Progr.  1874. 
—  Die  fragliche  Untersuchung  ist  neuerdings  von  W,  Fr.  Meyer  erheblich  ver- 
einfacht und  vervollständigt  worden:  Königsb.  Ber.  1898,  p.  1.  Züricher  Verh. 
(1898),  p.  168. 

366)  S.  die  Schlussbem.  einer  anderen,  der  eben  citierten  unmittelbar  vor- 
angehenden Abh.  von  Jacohii  a.  a.  0.  p.  28,  bezw.  384. 

366)  Vgl.  IE. 

367)  Eevne,  Kugelf.  1,  p.  261. 

368)  Eine  geometrische  Deutung  dieser  Relation  s.  SMömilch,  Algebr.  Anal, 
p.  268.  Weitere  Ausfahrung  dieses  Gredankens  bei  LiehUin,  Z.  f.  Math.  12  (1887), 
p.  189;  F.  Klein,  Gott.  Nachr.  1896,  p.  267.  Andere  geometrische  Darstellung 
bei  Jtf.  Koppe,  Math.  Ann.  29  (1887),  p.  187.  (Weiterbildung  einer  von  Foinacft, 
J.  de  Math.  10  [1846],  p.  60  herrührenden  Methode.) 
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zweckmässig  erscheint,  ai>0,  60  ^^  anzunehmen '^^).     Genügen  so- 
dann die  &y  noch  der  Bedingung: 

(88)  6v^|a.|  +  l        (v^l), 

so  sind  die  A^y  By  und  (die  -g^  positiv  und  mit  v  monoton  eunehmend. 

Definiert  man  femer  als  v^^  Nebmnaherungsbnuih^'^^)  den  Wert  des 
Eettenbruches: 

(89)  ^-^=ft„4.3.|j U-'-^A ^'       l^^flZAnlV 


so  hat  man  stets  ^>j?i,,  und  es  bilden  die  -^  eine  im  allgemeinen 


monoton  abnehmende  (nur  an  Stellen,  wo  gerade  6y  =  |av|  +  l;  kon- 
stante) Folge,  so  dass  also  statt  Ungl.  (87)  hier  die  folgende  erscheint: 

(90)  ^<^rH^jr,<^^fil        (l^vgn-1). 

Charakteristische  Beziehungen  von  ähnlicher  Einfachheit  finden 
bei  den  Näherungsbrüchen  sonstiger  allgemeiner  Kettenbruchtypen 
nicht  statt.  Dagegen  ergeben  sich  noch  ^^ifisch  arithmetische  Eigen- 
schaften*'^), wenn  die  a^,  6y  ganise  Zahlen  sind*'*),  namentlich  wenn 
noch  durchweg  a^  =  +  1  • 

Dem  Typus  I  gehören  die  für  a^  =  1  und  positiv  ganzzahlige  K 
resultierenden  regelmässigen  (auch:  einfacJien  oder  gewöhnlicJien)  Ketten- 
brüche an,  deren  spezielle  Näherungsbrucheigenschaften  den  eigent- 
lichen Anstoss  zur  Ausbildung  der  Lehre  von  den  Kettenbrüchen  ge- 


369)  Der  Fall  a^  <0,  ^^ beliebig,  ist  ohne  weiteres  auf  den  im  Text  be- 
handelten zurückzufahren. 

370)  Stern,  von  dem  diese  für  die  Beurteilung  analoger  unendlicher  Ketten- 

^; 

brfiche  nützliche  Bemerkung  herrührt,  bezeichnet  die  ^^   als  mittelbare  Nähe- 
rt 
rungsbrOche  (a.  a.  0.  p.  168).     Der  Ausdruck  Nebennäherungsbrüche  wird  sonst 

gewöhnlich  in  etwas  weiterem  Sinne  gebraucht,  nämlich  für  alle  Brüche,  welche 
aus   -^  entstehen,  wenn  man  den  letzten  Teilnenner  b^  durch  b^ — Är(3fc«l,2, ..., 

r 

soweit  als  b^  —  ^  >•  0)  ersetzt.  Dieselben  spielen  namentlich  bei  gewissen  arith- 
metischen Betrachtungen  über  regelmässige  Eettenbrücbe  eine  Rolle  und  werden 
von  Stern  (a.  a.  0.  p.  18)  als  eingeschcHtete  Näherungabrüche  bezeichnet.  (Bei 
Lagrange,  Oeuvres  2,  p.  567:  fractions  secondaires;  7,  p.  29:  fractions  interm^- 
diairee.)    Vgl.  auch  Stern,  Algebr.  Anal.  p.  292.  306. 

371)  Vgl.  I C  1. 

872)  Sind  die  a^,  b^  beliebige  rationale  Zahlen,  so  kann  man  den  Eettenbr. 
mit  Hülfe  Ton  Gl.  (80)  stets  in  einen  ftquivalenten  ganzzahligen  transformieren. 
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geben  haben  •").  Für  ay=  —  1,  &>  ^  |a,,| +1>  d-  h-  ^2  ergeben 
sich  dem  Typus  11  (der  „reduzierten  Form^^  angehörige,  kaum  minder 
einfach  charakterisierte  Eettenbrüche^  die  etwa  als  reduziert^egdmässig 
bezeichnet  werden  mögen ''^).  Jede  rationale  (bezw.  irrationale)  Zahl 
Ä  lässt  sich  auf  eine  einzige  Weise^'^^)  durch  einen  begrenzten  (bezw. 
unbegrenzt  fortsetzbaren)  regelmässigen  oder  auch  reduziert-regdmässi- 

gen  Kettenbruch  darstellen.     Setzt  man :   Ä  =  \'] ,  r^  =  6^  H f 

u.  s.  f.,  so  erscheint  die  regehnässige,  bezw.  reduziert-regdmässige  Ent- 

wickelung,  je   nachdem  man  —   allemal  dem  Intervalle  (0,  1)   oder 

(0,-1)  entnimmt*^«). 

48.  Konvergenz  und  Divergenz  unendlicher  Kettenbrüohe. 
Allgemeines  Divergenzkriterium.  Aus  zwei  unbegrenzten  Zahlenfolgen 
(tty),  (6y)  kann  man,  zunächst  rein  formal,  einen  ,yUnendlichen^^  (d.  h. 
unbegrenzt  fortsetzbaren)  Kettenbruch^'^'^  bilden,  der  mit: 

(91) ^0  +  r§-l  +  ij'  +  -         oder:     [j„;  ^^ 

373)  Die  Näherungsbrüche  regelmässiger  Kettenbrüche  wurden  zuerst  von 
Daniel  Schwenter  zur  angenäherten  Darstellung  von  Verhälinissen  grosser  Zahlen 
benützt  (Geometria  practica  1625  bezw.  1641).  Der  durch  üngl.  (87)  dargestellte 
Charakter  der  Näherungsbrüche  und  ihre  Irreduktibilität  bei  Huygens  (Descriptio 
automati  planetarii  —  Datierung  unbestimmt,  erst  mit  seinem  Nachlass  1698 
veröffentlicht). 

374)  Eine  besondere  Benennung  scheint  sich  bisher  nicht  eingebürgert  zu 
haben. 

375)  Mit  der  Nebenbedingung,  dass  bei  einem  begrenzten  regelmässigen 
Kettenbruche  das  letzte  Glied  stets  <[1,  bei  einem  reduziert -regelmässigen  nicht 

=  —  -o    z^  nehmen  ist. 

376)  Eine  andere  Art  der  Entwickelung,  bei  welcher  —  stets  dem  Inter- 
valle ( — —»  +-Ö")  entnommen  wird,  also  eine  solche  „nach  nächsten  Ganzen'^, 

hat  fSr  einen  besonderen  Fall  C.  Minnigerode  (Gott.  Nachr.  1873,  p.  160)  und 
allgemein  A.  Hurwitz  untersucht  (Acta  math.  12  [1889],  p.  367).  Vgl.  auch 
Burwitz,  Math.  Ann.  39  (1891),  p.  281;  44  (1894),  p.  429. 

377)  Als  erstes  Beispiel  eines  unendlichen  Kettenbruches  erscheint  nächst 

der  von  Cataldi  gegebenen  Entwickclung  von  Quadratwurzeln  (s.  Nr.  9)  die  Be- 

4        r      (2v l)*"l* 

Ziehung:  —  =  Ui^^ ä —     \   i   welche  Lord  Brouncker  (um  1659)   auf  unbe- 

kannte  Weise  aus  der  TTaZ/iff'schen  Formel  abgeleitet  hat.  (Einfachster  Beweis 
von  Euler  durch  Transform,  der  Xet&nt£;'schen  Keihe  für  — :  Opusc.  analyt.  2, 

p.  449.    Im  übrigen  vgl.  G,  Bauer,  Münch.  Abh.  Cl.  II  11*  [1872],  p.  100.) 
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izeichnet  werden  mag.     Nennt  man  wiederum  Kn=^  -^   den  Wert 

3s  betr.  n-gliedrigen  Eettenbruches,  so  heisst  der  unendliche  Eetten- 
ruch  konvergent  und  K  sein  Wert,  wenn  lim  JT«  =  jST;  dagegen  eigent- 
ch  oder  uneigenüidi  divergent  (im  letzteren  Falle  auch  oscillierend), 
enn  das  entsprechende  von  der  Zahlenfolge  (Ky)  gilt*'®).  Mit  Hülfe 
m  Gl.  (77)  hat  man: 

n  n 

id  daher: 

Us  die  betreflfende  Reihe  konvergiert^  während  andererseits  die  Diver- 
91^9.  dieser  Reihe  stets  diejenige  des  Eettenbruches  nach  sich  zieht, 
tt  Gegensatz  zu  unendlichen  ReiJien  oder  Produkten  können  hon- 
rgente  KeUenhrüclie  lediglich  durch  Weglassung  einer  endlichen  An- 
M  von  Anfangsgliedem  auch  divergent  werden  und  umgekehrt.  Ich 
mne  Kettenbrüche,  deren  Verhalten  durch  solche  Weglassungen  nicht 
teriert  wird,  unbedingt  konvergent  bezw.  divergent.  Damach  ist 
der  eigentlich  divergente  Kettenbruch  nur  bedingt  divergent;   beginnt 

an  ihn  erst  mit  dem  Gliede  -^,  so  muss  er  gegen  den  Wert  —  a^ 

mvergieren. 

Die  Beziehung  (92)  bezw.  (93)   liefert   ein   einfaches   und   sehr 
Igemeines  ZHVer^rewjef-Kriterium.     Ist  nämlich  der  Kettenbruch  in  der 

^auptform  vorgelegt,   etwa:    h^oS  ~     ;    ^^   lautet   die   gleichgeltende 

eihe:   gp  +  ^Z' ( — 1)*'""*  *  ((?v-i  •  <?v)"S   wenn   Q^  den  Nenner   des 

1 

•"  Näherungsbruches  bezeichnet.     Da  aber  offenbar 


1 

»  folgt,  dass  jene  Reihe  und  somit  auch  der  Kettenbruch  allemal  di- 


878)  Der  Begriff  der  Konvergenz  und  Divergenz  von  KetUnbrüchen  scheint 
st  von  Seidel  („Unters,  über  die  Konv.  und  Div.  der  Kettenbr.**,  Habil.-Schr., 
ünchen  1846)  hinlänglich  präzisiert  worden  zu  sein.  Stern  (a.  a.  0.  10,  p.  364) 
chnet  die  innerhalb  endl.  Grenzen  oscillierenden  Kettenbr.  zu  den  konvergenten 
id  hat  diese  Anschauung  erst  später  modifiziert  (a.  a.  0.  37  [1848],  p.  255). 

379)  Mit  angemessener  Abänderung,  wenn  einzelne  B^  verschwinden  sollten. 

880)  Diese  Beziehung  schon  bei  Euler,  Petrop.  Gomm.  9,  p.  104. 
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vergiert,  wenn  ^Is^l  konvergiert^^).    Andererseits  lasst  sich  der  ur- 
sprünglicli  betrachtete  Eettenbruch  mit  Hülfe  von  Gl.  (80)  stets  auf 

die  obige  Hauptform  bringen,   wobei  sich  ergiebt:  q^  =  6q,  q^  =  -- 

und  far  1/^2,  fi^l: 

und  somit  divergiert  der  Eettenbruch,  falls  die  beiden  Reihen: 


2 


d^  •  04  •  •  •  Oö  6 


«Ai  •'«/*  + 1 


«l«»  •••Ö2/4-1      %  +  l 


(95)     2' 

konvergieren.    Die  Untersuchung  der  letzteren  kann  dann  mit  Hülfe 

der  Kriterien  zweiter  Art  auf  diejenige  des  Quotienten 
zurückgeführt  werden. 

49.    Kettenbrüohe   mit  positiven  Gliedern.    Ein  Eettenbruch 
mit  lauter  positiven  Gliedern:     —      bezw.  \^\     (wo:  2y>0,  ay>0, 

&y>0)  kann  vermöge  der  besonderen  Eigenschaften  seiner  Näherungs- 
brüche   (s.   Ungl.   (87))    nur  konvergieren    (in   welchem   Falle    stets: 

—     <1,   ^     ^^)^  ^^®^  innerhalb  endlicher  Grenzen  osdUieren. 

Die  soeben  angegebene  hinreichende  Diver^en^r-Bedingung  erweist  sich 
hier  zugleich  als  notwendig]  d.  h.  der  Eettenbruch  konvergiert  und 
zwar  stets  unbedingt,  wenn  ^q^  bezw.  mindestens  eine  der  beiden 
Reihen  (95)  divergiert^^).    Da  aber  die  Divergenz  von  J^qy  feststeht, 

wenn  ^2vjv-fi  divergiert  (jedoch  nicht  umgekehrt!),  so  liefert  die 
Divergenz  von  ^q^-qv-^-i  bezw.  diejenige  von  ^    ^  ^"^^  eine  merk- 

lieh  einfachere  hinreichende  (aber  nicht  notwendige)  Bedingung  für  die 

b  a 

Konvergene  des  Eettenbruches*®*).    Bleibt  dabei  —  über,  also  ^  unter 


381)  Für  positive  q^  bei  <S>ewicZ  a.  a.  0.;  för  beliebige  q^  bei  StoU  a.  a.  0. 
p.  279. 

382)  Zuerst  von  Seidel  (a.  a.  0.)  bewiesen;   unabhängig  auch  von  Stern, 
J.  l  Math.  37  (1848),  p.  269. 

383)  ScMömilch  (Algebr.  Anal.  p.  290)  giebt  die  von  ihm  aufgefundene  allzu 

enge  Bedingung:   lim ^^;>0   —  mit  dem  unrichtigen  Zusätze,  dass  man 

h  h   i^ 
im  Falle:   lim H-sO  über  die  Beschaffenheit  des   Eettenbruches  nichts 

aussagen  könne.    Andere  Lehrbücher  geben  f&r  diesen  Fall  die  gleichfalls  un- 
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einer  endlichen  Grenze,  so  genügt  schon  die  Divergenz  der  noch  ein- 
facheren Reihe  2^v*    Daraus  folgt   insbesondere,   dass  jeder  ganz- 

zahlige  Kettenbruch    t^     ;  falls  0  <  a»,  ^  6^,  insbesondere  also  jeder 

regdmässige  kotivergiert.  Sein  Wert  ist  stets  irrational^  und  <  1. 
Über  den  mit  Hülfe  der  Näherungsbrüche  zu  erzielenden  Qrad  der 
Annäherung*^»)  geben  die  Formeln  (77),  (78),  (87)  Aufschluss. 

Ist  dagegen  ay>6v  und  der  Kettenbruch  konvergent  (was  mit 
Hülfe  der  oben  angegebenen  Regeln  in  unendlich  vielen  Fällen  wirk- 
lich festgestellt  werden  kann),  so  kann  sein  Wert  auch  rational  sein'®*), 
und  man  besitzt  keine  allgemeinen  Kriterien,  um  seine  etwaige  Irra- 
tiondlität  zu  beurteilen.  Schon  Euler  hat  bemerkt*®^),  dass  der  Ketten- 
bruch  I Y^  j  7   welcher   nach  dem  gesagten  irroitional  ausfällt  für 

t»  =  0  und  in  =  l,*®')  einen  rationalen  Wert  besitzt,  wenn  die  ganze 
Zahl  fH  ^  2  ist.     Analoges  Verhalten  zeigt  der  allgemeinere  Ketten- 

— X~"J  ;  dessen  Wert  nur  für  m^n  irrational,  dagegen  für 

m^«  +  l  rational  ist*^). 

60.  Konvergente  Kettenbrüohe  mit  Gliedern  beliebigen  Vor- 
seiohens.  Ein  Kettenbruch,  dessen  Teilzähler  und  Teilnenner  beliebige 
Vorzeichen  besitzen,  kann  mit  Hülfe  von  Gl.  (80)  stets  auf  die  Form 

gebracht  werden:  *o^o4"  rr^     >  ^o-  ^y  =  il;  ^>0,  &r>0.    Ein 

Kettenbruch  dieser  letzteren  Art  ist  unbedingt  konvergent,  wenn  durch- 
weg oder  zum  mindesten  für  v^w: 

(96)  6.  ^  a,  +  1.        (Vgl.  Ungl.  (88)).«»») 


nötig  eingeengte   Ergänzungsbedingimg:     ^^  Mhl divergent   (her- 

rührend  von  F.  Arndt,  Disqu.  de  fractionibus  continuis,  Snndiae  1846). 
384)  Nach  Legendre;  vgl.  Nr.  9,  Fussn.  69;  Nr.  50,  Pussn.  391. 
384  a)  Vgl.  Koppe  a.  a.  0.  p.  199.    Hurmtz,  Math.  Ann.  39  (1891),  p.  279. 
386)  Einen  besonderen  Fall  dieser  Art  s.  Fussn.  390. 

386)  Opusc.  anal.  1,  p.  86. 

387)  Er  hat  för  w  =  0  bezw.  w  =  1  die  Werte: —  1  bezw.  c  •—  2 . 

888)  Euler  a.  a.  0.  p.  103.  SUm  a.-a.  0.  11,  p.  43  ff.  Vgl.  auch  18,  p.  74. 
G,  Bauer,  Münch.  Abh.  11«,  p.  109. 

389)  In  dieser  allgemeinen  Form  (auch  für  complexe  s^,  wo  |  s^  { »=  i)  habe 
ich  den  Satz  neuerdings  bewiesen:  Münch.  Ber.  28  (1898),  p.  312  (daselbst  auch 
emige  weitere  Eriterienformen  p.  319 ff.).  —  Für  den  besonderen  Fall:  fy^y  =  —  1 
(die  „reduzierte**  Form  der  Kettenbrüche)  findet  er  sich  bei  Seidel  ^  Münch.  Abh. 
2.  Kl.,  7'  (1866),  p.  582;  für  den  etwas  allgemeineren:  Fy  =  — 1,  ay>0  — 
bei  Stern,  Algebr.  Anal.  p.  301. 

Baeyklop.  d.  math.  Wiuensch.    I.  9 
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Dabei  ist  stets:  0  <  «^ •   -|-^     <  1,  ausser  wenn  durchweg:  6^  =  Oy-f- 1, 

£v^  —  1  und  ^a^a^  •••  Oy  divergiert ^  in  welchem  Falle  der  Wert  1 
resultiert'^).  Sind  die  a^,  h^  ganze  Zahlen,  so  ist  der  Wert  dieses 
Eettenbruches  irrcUional^^^\  sofern  nicht  die  eben  genannten  Spezial- 
bedingungen  für  v ^  1  bezw.  v'^n  bestehen,  in  welchem  Falle  er 
=  1,  bezw.  ein  rationaler  ächter  Bruch  ist  In  der  durch  UngL  (96) 
charakterisierten  Elasse  konvergenter  Eettenbrüche  sind  insbesondere 
die  redujsiert-regdmässigen  (Nr.  47)  und  die  von  Ä.  Hurwitz  betrach- 
teten Kettenbruchentwickelungen*®*)  nach  „nächstgelegenen  Ganzen^' 
enthalten.  Der  Konvergenzgrad  der  ersteren  kann  mit  Hinzuziehung 
der  Nebennäherungsbrüche  (Ungl.  (90))  genauer  beurteilt  werden. 

Im  übrigen  ist  die  Eonvergenzbedingung  (96)  weit  davon  ent- 
fernt, eine  notwendige  zu  sein.    Seidel  hat  gezeigt,  dass  es  imter  den 

Eettenbrüchen  von  der  Form (welche   nur  für  jy  ^  2  als 

redueierlnregdmässig  zu  gelten  haben)  sowohl  konvergente,  als  divergente 
giebt,  falls  gy<2,  lim  g^ e=2;*^')  ja  es  giebt  sogar  konvergente,  für  welche 

lim  qy  <  2,  z.  B.  =  Y2.  '^)  Allgemeine  Kriterien  zur  Beurteilung  von 
Eettenbrüchen,  welche  nicht  der  Bedingimg  (96)  genügen  (abgesehen 
von  solchen  mit  lauter  positiven  Gliedern)  scheinen  bisher  nicht  ent- 
deckt worden  zu  sein. 

51.  Feriodisohe  Slettenbrüohe.  Bestimmtere  Aussagen  lassen 
sich  noch  bezüglich  der  speziellen  Elasse  der  periodischen  Eetten- 
brüche machen.    Der  Eettenbruch     -—       heisst  rein  periodisch  mit 

Y    f  wenn  für  jedes  A  und  für  fA=l, 2,...»i: 

r— «fi*  1 

390)  Man  hat  also  in  diesem  Falle:  —    — -r--      t=  1,  dagegen  «1 , 

wenn  1  +  ^»  04  a,  •  •  •  a^  —  s.    Analog  ist  für  o^ >  1 :      — - —      =  i    (Stern 

Joum.  f.  Math.  11,  p.  41). 

891)  Schon  in  dieser  Allgemeinheit  von  Legendre  (a.  a.  0.)  ausgesprochen, 
aber  nur  insoweit  bewiesen,  als  der  Kettenbruch  ohne  weiteres  als  konvergent 
angesehen  wird.    Vgl.  Pringsheim,  Münch.  Ber.  28  (1898),  p.  326. 

392)  Nr.  47,  Fussn.  876. 

393)  A.  a.  0.,  p.  585  ff.    Der  fragliche  Eettenbruch  ist  z.  B.  divergent  fOx 

^»'■"2""  v'  konvergent  f^r  q^  =  2 -p^  {q>0). 

894)  A.  a.  0.  p.  695. 
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(97)  OmX-^-f*  =  Ctfi  j         bml-^fi  =  6/i 

(mit  der  selbstverständlichen  Nebenliedingung;  dass  die  Periode    y 
nicht  schon  in  mehrere  kleinere  Perioden  zerfällt).   Ist  nur  der  Ketten- 
brach     -r^      (w  >  1)  periodisch  y   so   heisst     —      gemischt -periodisch. 
Für    die    Eonvergenzuntersuchung    genügt    die    Betrachtung    eines 

rein -periodischen  Eettenbruches.     Falls  nun   der  Eettenbruch     i:^ 

ra-l«  .   '-*'-'> 

mit  der  Periode    -^       überhaupt  konvergiert,  so  bestimmt  sich  sein 

Wert  X  aus  der  Beziehung:  x  =  j.    , — ;^ ,  also,  wenn  |Bm-i|>0, 

aus  der  quadratischen  Gleichung: 

(98)  B„,^ix*  +  (B„,  -  ^n-i)a:  —  Äm  =  0, 

aus  deren  Natur  dann  umgekehrt  die  Konvergenz  oder  Divergenz  des 
Eettenbruches  erschlossen  werden  kann,  soweit  dieselbe  nicht  schon 
aus  den  früher  angegebenen  Eriterien  hervorgeht.  Als  notwendige 
Bedingung  für  die  Konvergene  des  Eettenbruches  ergiebt  sich  bei 
reellen  a»,  6y  ohne  weiteres  die  Bealität  der  Wurzeln  x^,  x^  von  61.  (98). 
Dieselbe  ist  auch  hinreichend  (und  zwar  hat  man  x  =  Xj),  wenn  ent- 
weder Xi=^  x^  oder  x^,  x^  verschieden  und  zugleich: 

\B„,  +  x,Bm^t\>\B„,  +  x^B„,^i\,  \Ä,  —  x,B,\>0 
(i/  =  0,l,...(m  — 2),  A)=0,  JBo=l)- 
In  jedem  anderen  Falle  divergiert  der  Eettenbruch;  dies  gilt  insbe- 
sondere auch,  wenn  B«,— 1=0.*^)  Sind  bei  verschiedenen  rCj,  x^ 
die  obigen  £i9nt;er^enj8r-Bedingungen  in  soweit  erfüllt,  dass  nur  für 
einen  oder  mehrere  bestimmte  Werte  v  =  p:  An  —  a:, jB„  =  0,  so  oscil- 
Uert  der  Eettenbruch  in  der  Weise,  dass:  lim  Kmx-\-p  =  x^,  im  übrigen 
aber  lim  jK,  =  rCj  wird*^).  ^"^^ 

Unter  den  periodischen  Eettenbrüchen  nehmen  wiederum  die 
regelmässigen y  deren  Konvergenz  nach  Nr.  49  a  priori  feststeht,  eine 
bevorzugte  Stellung  ein'^^.    Im  Gegensatz  zu  der  (im  wesentlichen 

896)  Die  Yorstehenden  Bedingungen  rühren  von  Stolz  her  (Innsbr.  Ber.  1886, 
p.  1.  Allg.  Arithm.  2,  p.  302).  Dieselben  gelten  auch  fOr  complexe  a^,  h^  (in 
welchem  Falle  natürlich  die  Eeälüät  von  x^,  x^  sAb  notwendige  Eonvergenzbe- 
dingung  wegfällt).  Ein  weiteres  IHvergenz-Kritenvaai  giebt  Stolz:  Innsbr.  Ber. 
1887/88,  p.  1.    Vgl.  auch:   Mansion,  Mathesis  6  (1886),  p.  80. 

896)  T.  N.  Thiele,  Tidskr.  (4)  3  (1881),  p.  70. 

897)  Eine  etwas  allgemeinere  Gattung,  bei  welcher  an  Stelle  des  Zählers  1 
immer  eine  beliebige  konstante  ganze  Zahl  steht,  ist  von  E,  de  Jonquih^es  aus- 

9* 
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schon  bei  CaUüdi  vorhandenen)  f^e^'schen  Entwickelungsform*^: 
(99)       a;  =  6  +  -|-l  +  j|.l  +  ...;    wo:    x'  —  hx-a^O, 
hat  Lagrange  die  regelmässige  Entwickelung**^): 


(100)    ic=6„  +  ^l  + -11  +  ^1  +  ...,    wo:    l.x'-hAx-h-^, 

und  (wegen  der  zuweilen  damit  verbundenen  Abkürzung  der  Rech- 
nung*^) allenfalls  eine  solche  von  der  Form:     6o?  dlT"      ^  einzig 

wertvolle  hingestellt  *°^).  Von  ihm  rührt  der  Fundamentalsatz^  dass 
sich  jede  reelle  Wurzel  einer  quadratischen  Qleichung  mit  reellen 
ganzzahligen  EoefGcienten  durch  einen  allemal  periodischen  regdmässi- 
gen  Eettenbruch  darstellen  lässt*^^).  Den  einfachen  Zusammenhang 
zwischen  den  Entwickelungen  der  beiden  verschiedenen  Wurzeln  hat 
Galois  zuerst  festgestellt*®');  die  eine  Periode  ist  genau  die  inverse 
der  anderen*^). 

führlich  betrachtet  worden:  Par.  C.  R.  96  (1883),  p.  568.  694.  882.  1020.  1129.  1210. 
1297.  1351.  1420.  1490.  1571.  1721.  Insbesondere  werden  die  Periodengesetze 
solcher  allgemeinerer  Eettenbruchentwickelungen  för  bestinunt  klassifizierte  qua- 
dratische Irrationalitäten  untersucht  und  der  Gang  der  Näherungsbrfiche  mit 
denjenigen  der  entsprechenden  regelmässigen  Entwickelungen  verglichen. 

398)  Introductio  P.  I,  p.  315.  Der  Eettenbruch  wird  nur  dann  regelmässig, 
wenn  gerade  a  =  1.  —  Petrop.  Novi  comment.  11  (1765)  giebt  Euler  die  Ent- 
wickelung  von  Yg  (g  eine  beliebige  natürliche  Zahl)  in  einen  regelmässigen  Eet- 
tenbruch. —  Die  Übertragung  der  eingliedrig-periodischen  .f^ler'schen  Entwicker 
lungsform  (99)  auf  den  Fall  einer  beliebigen  quadratischen  Gleichung  mit  ganz- 
zahligen Eoefficienten  und  reellen  Wurzeln  findet  sich  (anonym):  Gergonne  Ann. 
14  (1823),  p.  329. 

399)  Oeuvres  2,  p.  594. 

400)  Ibid.  p.  622. 

401)  In  den  Zusätzen  zu  Euler^s  Algebra  sagt  er  geradezu  folgendes  (Oeuvres 
7,  p.  8):  „Nous  ne  considärons  ici  que  les  fractions  continues  oü  les  num^rateurs 
sont  ^aux  ä.  Tunitä  .  .  .  car  celles-ci  sont,  ä.  proprement  parier,  les  seules  qui 
soient  d'un  grand  usage  dans  T Analyse,  les  autres  n*itant  presque  que  de  pure 
curiosiU. " 

402)  Oeuvres  2,  p.  609.  —  Einfachere  Beweise  geben:  M.  Charves^  Darboux 
(2)  1  (1877),  p.  41,  Hermite,  ibid.  9  (1885),  p.  11,  W.  Veitmann,  Z.  f.  Math.  32  (1887), 
p.  210).  —  Eine  zusammenhängende  Darstellung  der  Lehre  von  den  regelmässigen 
Eettenbruchenentwickelungen  quadratischer  Irrationalitäten:  Serret,  Gours  d*Al- 
gäbre,  Paris  1885,  1,  Chap.  II. 

403)  Gergonne  Ann.  19  (1828),  p.  294.  Vgl.  auch  Bermite,  VeUmann  a.  a.  0. 
—  Der  entsprechende  Satz  für  reduziert-^egelmässige  Entwickelungen  bei  Möbius, 
Werke  4,  p.  526. 

404)  Eine  ähnliche  Art  des  Zusammenhanges  ergiebt  sich  auch  bei  der 
.^uninVschen  Entwickelung  nach  nächsten  Ganzen:  Acta  math.  12,  p.  899. 
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52.  TransfoTmation  unendlicher  Kettenbrüche.  Neben  der  in 
Nr.  45  erwähnten  Transformation  eines  Kettenbruches  in  einen  äqui- 
v(denten,  bei  welcher  der  Wert  sämüicher  NäherungsbrücJie  ungeändert 
bleibt^  giebt  es  noch  unendlich  viele  andere^*),  bei  denen  dies  nur 
teütoeise  zutrifiPt;  letzteres  ist  eo  ipso  allemal  dann  der  Fall^  wenn  der 
transformierte  Kettenbruch  eine  grössere  oder  geringere  GliedereaM 
enthält,  als  der  ursprüngliche.  Es  liegt  auf  der  Hand,  dass  bei  Trans- 
formationen der  gedachten  Art  ein  konvergenter  Kettenbruch  sehr  wohl 
divergent  werden  kann  und  umgekehrt^^^)  (analog  wie  bei  entsprechen- 
den Umformungen  unendlicher  Reihen  *^^)).  Immerhin  können  die- 
selben mit  der  notigen  Vorsicht  bisweilen  zur  Verwandlung  hmver- 
genter  Kettenbrüche  in  schneller  konvergierende*^®)  und  sogar  zur  wirk- 
lichen Wertbestimmung^^)  {„BeduTction^^  „Darstellung  in  geschlossener 
Formf',  häufig  auch  —  nicht  recht  passend  -^  als  „StmmiaHon"  be- 
zeichnet) oder  zur  Ableitung  von  Relationen  zwischen  den  Werten 
verschiedener  konvergenter  Kettenbrüche  dienlich  sein*^^). 

63.  Umformung  einer  unendlichen  Reihe  in  einen  äquivalen- 
ten Kettenbmoh.     Die   ümkehrung   der   Gleichung  (93)   liefert   die 


OD 


Verwandlung  einer  unendlichen  Beihe  ^J  ( — ly^^-Cp  in  einen  äqui- 
endlichen  Kettenbruches  mit  der  Summe  der  Betlie,  sondern  auch  der 


xdlenten  Kettenbruch  I  t^  I  ;  dabei  stimmt  nicht  nur  der  Wert  des  unr 


405)  Euler,  Comment.  Petrop.  9,  p.  127;  Opusc.  analyt.  1,  p.  101.  Stern 
a.  a.  0.  10,  p.  167.  Seidel  a.  a.  0.  p.  667.  Mölmis  a.  a.  0.  p.  618.  0.  Heuer- 
ma/nn,  Z.  f.  Math.  5  (1860),  p.  362.  —   Die  Transformation  des  Eettenbruches 

\t'\   »  ^^  ^»  ^  l^yl  +  ^»  "^  einen  positiv-gliedrigen  bei  Heine,  Kugelf.  1,  p.  266; 

diejenige  eines  regelmässigen  in  einen  solchen  nach  nächsten  Ganzen  bei  Hurwitz, 
Zürich.  Natorf.  Ges.  41  (1896),  p.  62. 

406)  Vgl.  Seidel  a.  a.  0.  p.  669. 

407)  Ist  z.  B.  J^c^  konvergent  und  a^^c^-^-  ( —  1)»',  so  divergiert  J^a^^ 
während  ^(a<i^__i  +<»9J  konvergiert. 

408)  Vgl.  MÖbius  a.  a.  0. 

409)  SUm  a.  a.  0.  11,  p.  43. 

410)  Dahin   gehört   z.  B.    die   schon   von  Wcdlis  (Arithm.  inf.  Prop.  191: 

4 
Opera  1,  p.  470)  behufs  Ableitung  des  Brouncker' sehen  Kettenbruches  für  — 

(Nr.  48,  Fussn.  377)  aufgestellte,  aber  nicht  ausreichend  bewiesene  Formel: 

r      ^    (2i;  — i)n«  r    .  ^     ^v  —  ii^      , 

ond  deren  Verallgemeinerungen;  vgl.  G,  Bauer  a.  a.  0.  p.  113. 
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A 
Wert  jedes  einzelnen  Näherungsbruches  -^  mit  demjenigen  der  ent- 

n 

n 

sprechenden  Partialsumme  ^i5(— 1)"-^  überein,  so  dass  also  durch 

1 
die  Konvergenz  der  Beihe  auch  diejenige  des  Kettenbruches  von  vorn- 
herein gesichert  ist.    Die  zur  Bestimmung  der  a^,  h^  lediglich  erfor- 
derliche Auflösung  der  Gleichungen: 

[■?T  =  2(-^)'~'-''        («=1,2,3,...) 

gestattet  entweder  die  a,  oder  die  h^  yöUig  willkürlich  anzunehmen 
(mit  angemessenem  Ausschluss  von  0  —  cf.  Gl.  (80),  (81)).  Lässt  man 
etwa  die  h^  beliebigy  so  ergiebt  sich,  wie  schon  Euler  gründen  hat^^^): 

-L  c^b,bm 


und  für  v  >  3 :      a«  = 


(101) 

iiTifl    "Rlr    <i*  '^  S  •         n.  — — 

(C,_8-C^_l)(c^_i-C^) 

Werden  die  j^y  speziell  so  gewählt,  dass  die  Brüche  in  den  Teilzah- 
lem  wegfallen,  d.  h.  setzt  man:  J^  =  1  und  für  v  ^  2:  6y  =  Cy—i — Cr, 
so  ergiebt  sich  die  j^^er'sche  Hauptformel  *^): 

(102)       J?(_l)-.c,  =  ^  +  i^l  +  ...  +  p^l  +  ..., 
aus  der  unmittelbar  noch  die  folgenden  beiden  resultieren^^'): 

(103)  T»(-i)'-i£!i./£\'=  A^l  +  i— Ä^^^y— 1+... 


00 


(104)   y.(-i)>-iAi:^./f\-=  ft£|_|.    ft«.«y  !■)■... 

V       y    ^v        y         3,  •••3,    Vy/        IftV    ^ISiy— P»«    ^ 

-t-  1 '  -+-  •  •  •  • 

Die  letzteren*^')  liefern  insbesondere  für  y  =  l  bezw.  a;=l  die  Ent- 
wickelung  von  steigenden  bezw.  fallenden  Potenzreihen  in  äquiv<üenJle 


411)  Introductio  1,  p.  302. 

412)  L.  c.  p.  303,  309,  310. 

413)  Dieselben  enthalten  u.  a.  alle  jene  Spezialentwickelungen,  welche  EuUr, 
ohne  auf  diese  allgemeinen  Formeln  zu  rekurrieren,  in  einer  eigenen  Arbeit  über 
die  Verwandelung  von  Reihen  in  Kettenbrüche  umständlich  abgeleitet  hat  (Opusc. 
anal.  2,  p.  138—177). 
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KeäefibrüchCj  deren  Teilzähler  und  Teilnenner  durchweg  ganze  lineare 
Funktionen  von  x  bezw.  y  sind. 

54.     Anderweitige    KettenbrachentwiokelTingen    unendlicher 
Beihen.    Bei  der  eben  betrachteten,  auf  der  für  jedes  n  geforderten 

Beziehung:   Sn  —  W^^^   beruhenden   Kettenbruchtransformation   der 

Reihe  $  =  lim$n;  erscheint  der  resultierende  Eettenbruch  nur  in  soweit 
willkürlich,  als  er  nach  Massgabe  von  Gl.  (80)  auch  durch  jeden  ihm 
äquivalenten  ersetzt  werden  kann.  Daneben  sind  aber  noch  unendlich 
viele  andere  Kettenbruchentwickelungen  denkbar,  bei  denen  lediglich 

lim  (s,  -  ^)  =  0.    Setzt  man  nämUch: 

(105)  s  =  6o+^,    r,  =  5,  +  ?,    •••    r,  =  ft,  +  ^, 

SO  kann  man  offenbar  bei  willkürlicher  Annahme  der  Oy,  b^  die  r,, 
msbesondere  schliesslich  fn-^i  passend  bestimmen  und  erhält  auf  diese 
Weise*^*): 

(106)  .  =  J,  +  -Al  +  -^l  +  ...  +  ^l+   ""+^ 


Bei  unbegrenzter  Fortsetzung  dieses  Verfahrens  ergiebt  sich  eine 
Eettenbruchentwickelung   von    der   Form  5  =    6q;  -—     ,    sobald   der 

letztere    Eettenbruch    konvergiert   und    ausserdem    lim  (s  —  —  )s=0 

wird*^^).  Erscheint  hierdurch  die  Willkürlichkeit  bezüglich  der  Aus- 
wahl der  tty,  bv  von  vornherein  erheblich  eingeschränkt,  so  ergeben 
sich  weitere  Einschränkungen  aus  der  Bemerkung,  dass  Eettenbruch- 
entwickelungen  mit  ausgeprägten  arithmetischen  oder  analytischen 
Eigenschaften  auf  dem  gedachten  Wege  offenbar  nur  zu  stände  kom- 
men werden,   wenn  die  Art  der  successiven  Annäherung  der  -g^   an 

414)  Dabei  könnte  offenbar  8  jede  beliebige  ZM  oder  F%Mlctum  bedeuten, 
d.  h.  man  kann  jedes  beliebige  8  durch  einen  Eettenbruch  darstellen,  dessen 
erste  n  Glieder  willkürlich  vorgeschrieben  sind. 

416)  Die  blosse  Konvergenz  des  Eettenbruches  würde  zur  Erschliessung  der 

Beziehung  «  a  &^ ;  ~I  nicht  genügen  (ähnlich  wie  bei  der  TayJor^schen  Reihe). 
Dagegen  involviert  umgekehrt  die  zweite  Bedingung  (die  sich  folgendermassen 

schreiben  lässt:  lim  \''^^!^±1-J^ '\  ^""^^  -J^^  __  »  j  =  0)  offenbar  die  K<m- 
vergen»  des  Eettenbruches. 
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den  Grenzwert  8  in  irgend  welcher  gesetzmässigen  Weise  genauer 
präzisiert  wird.  Im  übrigen  ist  die  angedeutete  Methode  bisher  ledig- 
lich zur  Ableitung  gewisser  spezieller  Kettenbruchtypen  für  PotefUh 
reihen  oder  Quotienten  zweier  Potenzreihen  verwertet  worden*^*). 

66«  Kettenbrüohe  für  PotenBreihen  und  Potensreihenquotien- 
ten.  Lambert*^'')  hat  das  durch  GL  (105)  charakterisierte  Entwicke- 
lungsverfahren  (d.  h.  ein  successives  Divisionsverfahren  nach  Art  der 
Euklidischen  Methode  zur  Aufsuchung  des  grossten  Gemeinteilers)  auf 

de.  Quotienten  tag« --J 

in  der  Weise  angewendet,  dass  er  setzt:  6q=0;  05^  =  !,  im  übrigen: 
ay  =  —  1,   6y  =  (2i/ —  l)ar-^,   so  dass  sich  ergiebt: 

(.07)  tag.— [-_i-^];__i.[-^]; 

und  analog*"): 

Als  eine  ftir  die  damalige  Zeit  ausserordentlich  bemerkenswerte 
Leistung  ist  hervorzuheben,  dass  Lambert  sich  keineswegs  mit  der 
formalen  Ableitung  der  obigen  Entwickelungen  begnügt  hat,  sondern 
durch  eine  zwar  etwas  umständliche,   aber  durchaus  strenge  Unter- 


416)  Ein  brauchbares  allgemeines  Prinzip  für  die  genauere  Piftzisierung  der 
unendlich  vielen  einer  Potenzrexhe  zuzuordnenden  Eettenbruchentwickelungen  hat 
R.  Pade  angegeben  (Sur  la  r^präsentation  approch^e  d'une  fonction  par  des  firao^ 
tions  rationelles.    Th^se  de  Doctorat.   Paris  1892).    Vgl.  Nr.  40. 

417)  ffist.  Acad.  de  Berlin,  Annöe  1761  (1768),  p.  268. 

418)  A.  a.  0.  p.  807.  —  Der  Kettenbruch  (108)  findet  sich  im  wesentlichen 
auch  bei  Euler  und  zwar  schon  in  der  Eettenbruchabhandlung  von  1737  (Petrop. 
Gomment.  9,  p.  132);  späterhin  (z.  B.  Opusc.  anal.  2,  p.  216)  auch  der  Ketten- 
brach  (107).  Eüler  gewinnt  aber  die  fraglichen  Beziehungen  nicht  durch  En^ 
Wickelung  jener  Quotienten  in  Kettenbrüche,  sondern  gerade  umgekehrt  durch 
Bedüktion  einer  bestimmten  Klasse  Ton  Kettenbrüchen  mit  Hülfe  eines  Integra- 
tionsverfahrens  (vgl.  Nr.  9  und  Münch.  Sitzber.  1898,  p.  327).  Die  arithmetischen 
Eigenschafben  jener  Klasse  von  Kettenbrüchen  (bei  denen  nämlich  die  Teilnenner 
arithmetische  Reihen  bilden)  sind  neuerdings  von  Ä.  Hurwitz  untersucht  worden, 
Zürich.  Naturf.  Ges.  41  (1896),  p.  34.  —  Auch  Lagrange  hat  die  Lambert* Bchen 
Kettenbrüche  und  einige  ähnliche  durch  Integration  von  Differentialgleichungen 
abgeleitet,  Berl.  Möm.  1776,  p.  236  (Oeuvres  4,  p.  320). 
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^n 


Buchung  von  lim  -g-   wirklich  deren  CrOUigkeit  beweist*^*).    Bei  Le- 

H 

gendre*^),  welcher  das  Jüow&erfsche  Divisiötw-Verfahren  durch  ein 
kürzeres  reJcursorisches  ersetzt^  findet  sich  von  einem  derartigen  Be- 
weise keine  Spur;  auch  nicht  einmal  bei  Gauss^^^),  der  die  Legendre'sche 

Methode  auf  Quotienten  von  der  Form:  — — £/    o"^  \  '       und  ähn- 

liehe  übertragen  hat;  dabei  bezeichnet  das  Symbol  F  die  sog.  hyper- 
geometrische  Seihe: 

(109)       F(.,ß,y,x)^l+l^^x  +  "-^±^tM^:^.... 

Durch  die  Annahme  /}  =  0  ergiebt  sich  sodann,  wegen  F(a,  0,  y,  x)  =  1, 
für  die  Reihe: 

(110)  F{a,l,r>x)  =  l  +  fx  +  f^yX*+... 

eine  Eettenbruchentwickelung  von  der  Form***): 

ritt\       1  CLX\  (ux\  a  y  —  a 

(111)      l_3_l_^l_...,      wo:    a,==-,    a^  =  -JL-^y 

_        (Cc  +  V){y  +  V^a)  _         (y  +  l)(y  +  y  .,«) 

^''+*~  (Y  +  2v—l)(y  +  2v)^      "**'+*         (y  +  2v)(y  +  2v  +  l)' 

Ein  allgemeiner  Konvergenz-  und  Gültigkeitsbeweis  dieser  Ent- 
Wickelungen  ist  durch  Heim^B  Untersuchungen  über  das  Bildungs- 
gesetz   der    betreffenden    Näherungsbrüche^^^)    vorbereitet    und    von 


419)  Vgl.  Münch.  Ber.  28  (1898),  p.  381.  Auf  dem  Lambert  schein  Divisions- 
Terfahren  bemhen  auch  die  Eettenbruchentwickelungen  von  Bret  (Gergonne  Ann. 
9  [1818],  p.  45)  und  Gergonne  (ibid.  p.  263).  Letzterer  behandelt  die  der  Gauss- 
sehen  Beihe  (110)  verwandte  Stainvüle* sehe  (ibid.  p.  229): 

nnd  gewinnt  u.  a.  vermöge  der  Relation:  /*(«,  y)  •/"(?,  y)  —  /"(«  +  P,  y)  verschie- 
dene merkwürdige  Beziehungen  fOr  Produkte,  Potenzen  und  Quotienten  von 
Kettenbrüchen. 

420)  t\6m.  de  G4om.  Note  IV. 

421)  Disquis.  gen.  circa  seriem  inf.  1812  (Werke  3,  p.  134). 

422)  Dieselbe  enth&It  die  Eettenbruchentwickelungen  für  (l-f-^)*^«  ^9(1+^)1 

«*  u.  a.  als  spezielle  Falle,  wahrend  der  allgemeinere  Fall      l«M^-r    >y~r    ■>   ; 

^(a,  P,  y»  so) 
Q.  a.  die  Xam^ert'schen  Kettenbrüche  liefert. 

423)  J.  f.  Math.  34  (1847),  p.  301;  57  (1860),  p.  231.  Heine  dehnt  zugleich 
die  Untersuchung  auf  die  von  ihm  eingeführte  (a.  a.  0.  32  [1846],  p.  210)  ver- 
aMgememerU  hypergeometrische  BeOie  aus: 

9(«,fty>g,«)«=»iH -^ ^x+^^ ^-^ ^— — ^^^ri -x^+"'> 

(2  - 1)  («''- 1)  (2  - 1)  («•  -  1)  (2''- 1)  (2''+ '  - 1) 
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A 


W.  Thome  durch  direkte  Bestimmung  von  lim  ^  wirklich  geliefert 

worden^^).  Die  Skizze  eines  anderen  durchaus  funktionentheoretischen 
Beweises  hat  sich  in  Riemann^s  Nachlasse  vorgefunden^^).  Elemen- 
tare Beweise  für  besondere  Fälle  geben  Sfem***)  und  (besser)  Schtih 
wöcÄ*")  in  ihren  Lehrbüchern. 

Die   allgemeinere  Aufgabe,   eine   beliebige  Potenzreihe    ^»c»ag% 

0 

deren  reziproken  Wert  oder  den  Quotienten  zweier  solcher  Potenz- 
reihen in  einen  Eettenbruch  von  der  Form:  ^o5  T"       (^^  ^o^  ^^  ^^^ 

X  unabhängig)  zu  entwickeln,  ist  von  Stem^^)  und  mit  besserem  Er- 
folge  von  0.  Heüermann^^^)  behandelt  worden.    Letzterer  giebt  auch 

OD  OD 

für  den  Quotienten  Ton  ^'ca^',  ^'d.x-'  eine  DarateUung  von 


U 


der  Form:   \\\ XT"     **^)     B^W©   Arten   von   Entwickelungen 

sind  (ähnlich  wie  die  regelmässige  einer  Irrationalzahl)  nur  auf  eine 
einzige  Weise  möglich.  Diren  allgemeinen  Charakter  und  gegenseitigen 
Zusammenhang  hat  Heine  genauer  festgestellt^^). 

(NB.   Ln  vorstehenden  wurden  fast  ausschliesslich  solche  Arbeiten 


welche  fCir  lim  9=1  in  die  6^au68' sehe  übergeht.  —  Vgl.  auch:  Kugelf.  1,  p.  280. 
J.  Thomae,  J.  f  Math.  70  (1869),  p.  278. 

424)  Für  den  besonderen  Fall  (110),  (111):  J.  f  Math.  66  (1866),  p.  322;  fElr 
den  allgemeineren  des  Reihenquotienten:  ibid.  67  (1867),  p.  299.  Die  Ketten- 
hrüche  konvergieren  für  alle  x  mit  Ausschluss  des  reellen  Intervalles  (1,  oo)  imd 
stellen  die  durch  die  Reihen  definierte  Funktion  bezw.  deren  analytische  Fort- 
setzung dar. 

425)  Werke  p.  400.  Der  auf  complexer  Integration  beruhende  Beweis  ist 
vom  Bearbeiter  dieses  Fragments  H,  A.  Schwanz  einigermassen  ergänzt  worden. 

426)  Algebr.  Anal.  p.  467. 

427)  Algebr.  Anal.  p.  321.    Vgl.  auch  Stolz  2,  p.  810. 

428)  A.  a.  0.  10,  p.  246. 

429)  Ibid.  33  (1846),  p.  174.  Stern  giebt  nur  eine  Eehursionsformel,  Heuer- 
mann  dagegen  eine  independente  Darstellung  der  b  .    Beide  haben  auch  das  um- 


OD 


gekehrte  Problem  (Umformung  von  ^o»  T~       ^  ^»  Cy^^  behandelt:  a.  a.  0. 
18  (1838),  p.  69;  46  (1863),  p.  88.  •'    ^  0 

OP 

430)  Der  Fall  einer  einzigen  Reihe   ^v  c^x~~*  bei  Herrn.  Hankd,  Z.  f. 

0 

Math.  7  (1862),  p.  388 ;  und  T,  J.  SHeltjes,  Toul.  Ann.  3  (1889),  p.  1. 

431)  Kugelf.  1,  p.  268. 
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berücksichtigt^  welche  im  wesentlichen  mit  formalen  Methoden  ope- 
rieren. Die  weitere  Ausbildung  der  Beziehungen  zwischen  Reihen 
und  Eettenbrüchen^  sowie  der  entsprechenden  Eonvergenzbetrachtungen 
gehört^  wie  schon  gelegentlich  der  6^au^schen  Reibe  hervortrat^  der 
Funktionentheorie  an.) 

66.  Beziehnngen  swisohen  unendlichen  Kettenbrüohen  und 
Produkten.  Die  Yerwandelung  eines  unendlichen  Produktes  in  einen 
äquivalenten  Eettenbrucb  —  und  umgekehrt  —  kann  entweder  mit- 
telst Durchganges  durch  die  entsprechende  Beihe  oder  auch  direkt 
bewerkstelligt  werden.  Beide  Methoden  sind  von  Stei^  diskutiert 
worden***).     Setzt  man: 

(112)  ^^  =  [^];=^      («-=1,2,3,...), 
80  ergiebt  sich: 

(113)  ^==1,     ^=— ^LHiL,     ^  =  _(£!^l3i)&ii, 
^      ^        \         ^      h  Pi  h  PiPi  —  ^i^t 

«^4-2    ^  (Py-l    —    gy-l)(i>y-|.l    --   qy^l)    '   Py  gy       (v  ^  2) 

00 

und   hieraus   die  Entwickelung  von    hl  -^   in   einen   konvergenten 

1      ^^ 

Kettenbruch^  falls  das  Produkt  selbst  konvergiert.    Da 


ms-m 


m 
} 


80  besitzt  diese  Gattung  von  Eettenbrüchen  die  merkwürdige  Eigen- 
schaft^ dass  deren  m^  Potenz  wiederum  als  Eettenbrucb  von  der  glei- 
chen Form  dargestellt  werden  kann***). 

umgekehrt  ergiebt  sich  aus  der  Identität: 

ow)  ^  -  ^  JT  J^. 

die  konvergente  Produktentwickelung: 

432)  A.  a.  0.  10,  p.  266.    Algebr.  Anal.  p.  821. 

433)  Man  kennt  keinen  allgemeinen  Satz  über  die  Darstellung  von  Eetten- 
brochsummen,  -produkten  oder  -potenzen.  Über  einige  besondere  Fälle  vgl. 
Nr.  52,  Fussn.  410;  Nr.  55,  Fussn.  419. 
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falls  der  betreffende  Eettenbruch  konvergiert.  Mit  Hülfe  dieser  Formel 
findet  Stern  u.  a.  aus  Kettenbruchentwickelungen  fElr  c,  ——r  eigen- 
tümliche Produktdarstellungen  (nach  Art  der  TFoJZis'schen  Formel)^. 

67.   Aufsteigende  Kettenbxüohe.     Setzt  man: 
(116)         ir(»)  =  ?L+!i,      ri  =  ^^,    ... 

Tn-i  = ^— y       rn^i  =  y* 

SO  entsteht  durch  Elimination  der  r^  ein  sog.  n-gliedriger  aufsteigen- 
der Kettenbruch: 


a.  +  ^+""' 


n 


Da  andererseits^  wie  unmittelbar  erkannt  wird: 

(»«)         l^i:-t+Ä  +  -  +  Pr^' 

so  kann  man  einen  solchen  aufsteigenden  Eettenbruch  von  vornherein 
durch  dieses  einfache  Aggregat  bezw.,  im  Falle  lim  n  =  cx)^  durch 
die  betreffende  unendliche  Reihe  ersetzen**^).  Von  bedeutenderen 
Mathematikern  haben  sich  nur  Lambert^^)  und  Lagrange^"^)  gelegent- 
lich mit  dieser  Gattung  von  Ausdrücken  beschäftigt.  Letzterer  hat 
insbesondere  auf  deren  Zusammenhang  mit  den  gewohnlichen  Eetten- 
brüchen  aufitnerksam  gemacht^  wobei  es  ihm  (wie  auch  den^  späteren 
Bearbeitern  dieser  Theorie)  entgangen  zu  sein  scheint,  dass  dieser 
Zusammenhang  schon  vollständig  durch  die  Euler^ sehe  Formel  (104) 
festgestellt  erscheint.  Die  letztere  (welche  ja  auch  gilt,  wenn  man  n 
statt  oo  setzt)  liefert  unmittelbar  die  Beziehung: 


(119)  (i-r=A'-i  ^^^  I ,"-^^-^-^ 


484)  Vgl.  auch  Nr.  44,  Fussn.  316. 

436)  Damach  können  umgekehrt  die  endlichen  oder  unendlichen  systema- 
tischen Brüche,  die  Potenzreihen  für  e^,  cos  a,  sin  a,  femer  die  in  Nr.  10  er- 
wähnten Beihendarstellungen  der  rationalen  und  irrationalen  Zahlen  auch  als 
aufsteigende  Eettenbrüche  betrachtet  werden. 

486)  BeytrSge  zum  Gebr.  der  Math.  Teil  II,  Berlin  1770,  p.  104. 

487)  Zur  Lösung  der  Aufgabe:  einen  gegebenen  Bruch  mit  möglichster 
Annäherung  durch  einen  solchen  mit  Torgeschriebenem  ZSMer  oder  Nenner  dar- 
zustellen  (J.  Polyt.  Cah.  6  [1798],  p.  93.   Oeuvres  7,  p.  291). 
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aus  welcher  sich  mit  Leichtigkeit  alle  weiteren  Eigenschaften  der  auf- 
steigenden Eettenbrüche  und  ihrer  Näherungsbrüche  ergeben**®). 

58.  irnendliohe  Determinanten:  HiBtorisohes.  Das  Problem, 
ein  System  von  unendlich  vielen  Lineargleichungen  mit  unendlich  vielen 
Unbekannten  aufzulösend^)  und  die  bekannte  Auflösungsmethode  für 
ein  begrenztes  System  dieser  Art  mit  Hülfe  von  Determinanten  haben 
naturgemäss  auf  die  Betrachtung  „unendlicJier'*  Determinanten  geführt. 
Der  Versuch,  diese  Lösungsform  endlicher  Linearsysteme  auf  unend- 
liche zu  übertragen,  ist  wohl  zuerst  von  Th.  Kötteritzsch  gemacht  wor- 
den^. Das  Wesen  seiner  Methode  besteht  darin,  dass  er  ein  beliebig 
vorgelegtes  Linearsystem  von  der  Form: 


OD 


(120)  2  «^''  *''  =  y"        (v  =  1, 2,  3, ...  in  inf.) 

1 

in  ein  anderes: 

oo 

(121)  2*^"^"  =-">'         ("  =  1'  2,  3, . . .) 

1 

transformiert,  wo  b^^^  =  0,  so  lange:  ft<v  (d.  h.  wo  alle  Koefficienten 
links  von  der  Hauptdiagonale  verschwinden).     Dieses  letztere,  dessen 

OD 

Determinante    sich    auf  den   einfachen  Ausdruck    hl  b^J^    reduziert, 

1 

kann  (unter  geeigneten,  a.a.O.  ganz  unzureichend  erörterten  Konvergenz- 
bedingungen) unmittelbar  aufgelöst  werden;  und  aus  dem  Umstände, 
dass  diese  Lösungen  Xf^  auch  dem  ursprünglichen  Systeme  (120)  ge- 
nügen müssen,  lassen  sich  bestimmte  Schlüsse  auf  den  Wert  (welcher 


488)  Im  übrigen  vgl.  S.  Oanther^  Verm.  Unters,  zur  Gesch.  der  math.  Wis- 
senschaften. Leipzig  1876.  (Kap.  IL  Die  Lehre  von  den  aufsteig.  Eettenbrüchen 
in  ihrer  geschichtL  Entw.  p.  93  ff.) 

439)  Dieses  Problem  kommt,  allgemein  zu  reden,  überall  da  zum  Vorschein, 
wo  es  sich  um  Reihenentwickelungen  nach  der  Methode  der  unbestimmten  Koeffv- 
denUn  handelt.  Dabei  wird  es  in  dem  vorliegenden  Zusammenhange  so  aufge- 
iasst,  dass  die  för  ein  System  von  n  Gleichungen  geltende  Lösung  durch  einen 
(allemal  noch  speziell  zu  legitimierenden)  Grenzübergang  auf  den  Fall  n=-cx) 
Übertragen  wird.  Ein  erstes  Beispiel  dieser  Art  liefert  die  Bestimmung  der 
Founer'schen  Beihenkoefficienten  auf  dem  von  Lagrange  vorgezeichneten  (Oeuvres 
1,  p.  80),  aber  (trotz  der  scheinbar  widersprechenden  Stelle  1.  c.  p.  663  —  vgL 
Riemann^B  Bemerkungen,  Werke  p.  219)  nicht  bis  zum  Grenzübergange  durch- 
gef&hrten  Wege  (s.  Biemanf^Hattendarff,  Part.  Diff.-Gleichungen  §  22).  Ein  an- 
deres einfaches  Beispiel  ähnlicher  Art  (Beihenentwickelung  der  elliptischen  Funk- 
tionen) giebt  P,  Appell:  BuUet.  Soc.  Math.  d.  Fr.  13  (1885),  p.  18.  Vgl.  auch 
die  sich  munittelbar  daran  anschliessende  Note  von  Poincari. 

440)  Z.  f.  Math.  15  (1870),  p.  1—16.  229—268. 
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«=  hl  if^^  gefunden  wird)  und  die  Eigenschaften  der  aus  den  a^^  ge- 

1 
bildeten    unendlichen    Determinante    und    ihrer   ünterdeterminanten 

ziehen.  Obschon  die  fraglichen  Arbeiten  an  mancherlei  Unzuläng- 
lichkeiten und  sogar  wirklichen  Unrichtigkeiten  leiden ,  so  haben  sie 
schwerlich  die  völlige  Nichtbeachtung  verdient,  die  ihnen  von  allen 
späteren  Bearbeitern  dieses  Gegenstandes  zu  teil  geworden  ist.  G^ 
wohnlich  wird  die  EinfQhrung  der  unendlichen  Determinanten  dem 
amerikanischen  Astronomen  G,  W.  HiU  zugeschrieben,  der  dieselben 
in  einer  Arbeit  über  Mondbewegung**^)  rein  formal  (d.  h.  ohne  genü- 
gende analytische  Begründung  und  die  nötige  Konvergenzuntersuchung, 
aber  mit  grossem  praktischen  Erfolge)  dazu  benützt  hat,  eine  lineare 
Differentialgleichung  durch  Auflösung  eines  unendlichen  Linearsystems 
zu  integrieren.  Die  fragliche  Lücke  ist  übrigens  bald  darauf  durch 
PoincarS  ausgefüllt  worden**^).  Letzterer  giebt  insbesondere  den 
Konvergenzbeweis  fiir  die  in  Betracht  kommende  Eüasse  unendlicher 
Determinanten,  welche  dadurch  charakterisiert  ist,  dass  die  Glieder  a!!^ 
der  Hauptdiagonale  (mit  eventuellem  Ausschlüsse  einer  endlichen  An- 
zahl) durchweg  den  Wert  1  haben,  während  die  Gesamtheit  der  übri- 
gen Glieder  (mit  eventuellem  Ausschlüsse  einer  endlichen  Anzahl  von 
Zeilen  oder  Kolonnen)  eine  absolut  konvergente  Doppelreihe  bilden. 
Dieser  nämlichen  Klasse  von  Determinanten  hat  sich  sodann  auch  Helge 
von  Koch  zur  Koefücientendarstellung  der  Integrale  linearer  Differen- 
tialgleichungen bedient^')  und  ist  im  weiteren  Verlaufe  dieser  Unter- 
suchungen auf  die  Betrachtung  einer  etwas  allgemeineren,  von  ihm 
als  Normalform  bezeichneten  Klasse  näher  eingegangen***);  an  die 
Stelle  der  Bedingung  a^T^  =  1  tritt  hier  die  absolute  Konvergenz  von 

hl  a^j\    Ausser  der  Entwickelung  ihrer  Haupteigenschaften  giebt  er 


OD 


auch    Anwendungen    auf   unendliche    homogene    Linearsysteme    und 
lineare  Differentialgleichungen**^).    Schliesslich   hat  T.  Cazmniga^ 

441)  Acta  math.  8  (1886),  p.  26.  (Im  wesentlichen,  Abdruck  einer  Monogr. 
Cambridge  Mass.  [U.  S.  A.],  1877). 

442)  Bullet.  S.  M.  d.  F.  14  (1886),  p.  87. 

443)  Acta  math.  15  (1891),  p.  66. 

444)  Ibid.  16  (1892—93),  p.  219. 

445)  Anwendungen  auf  nicht-homogene  Linearsysteme  ibid.  18  (1894),  p.  877; 
desgl.  auf  Eettenbrüche  (im  Anschlüsse  an  die  Nr.  46  erwähnte  Determinanten- 
darstellung  der  Ä^,  B^  G.  B.  120  (1895),  p.  144.  —  Einige  Bemerkungen  über 
eine  etwas  allgemeinere  Form  konvergenter  Determinanten  nebst  Anwendungen 
auf  die  Eonvergenzbestimmung  gewisser  Potenzreihen  giebt  G,  VivanH,  Ann.  di 
Mat.  (2),  21  (1893),  p.  27. 


59»  Haupteigenschaften  unendlicher  Determinanten.  143 

in  einer  umfangreichen  Arbeit  eine  zusammenhängende  Theorie  der 
unendlichen  Determinanten  entwickelt,  die  ausser  den  Koch^schen  Re- 
sultaten noch  mannigfache  Ergänzungen  und  YeraUgemeinerungen 
enthalt.  Insbesondere  wird  hier  der  von  Koch  anfangs  ausschliesslich 
betrachtete  Typus  (den  ich  Nr.  69  als  „vierseitig -unendlichen"  be- 
zeichne) auf  einen  etwas  einfacheren  (,^weiseitig-unendlichen''),  übri- 
gens späterhin  gleichfalls  von  jKocä**®*)  untersuchten  zurückgeführt. 

69.    HaupteigenBOhaften   unendlioher  Determinanten.    Es   sei 

eine  zweifach-unendliche  Zahlenfolge  (ajTO  v  1  =  "~  ^^  — f~  ^^o  vorgelegt 
und  in  Form  eines  vierseitig  unbegrenzten  Schemas  angeordnet,  der- 
art, dass  der  obere  Index  eine  bestimmte  Zeüe,  der  untere  eine  be- 
stimmte Kolonne  charakterisiert.  Bildet  man  sodann  die  Determinante 
(m  +  n  +  l)^""  Grades: 


(122)      !>»•»  = 


•  •  •    a© 

•  •  •    a« 

•  •  •    öo 

•  •  •    a« 

r  (»1"^" 

L        J — tn 

•  •  •    flto 

•  •  •    a„ 

(d.  h.  diejenige,  deren  Hauptdiagonale  aus  den  Tennen  a^J^  von  v  =  —  m 
bis  v  =  n  besteht),  so  heisst  die  vierseitig-unendliche^'^)  Determinante 
der  (aj^^)  konvergent  und  D  ihr  Wert,  wenn  (im  Sinne  von  Nr.  20) 
lim      Dm,n  =  -D  (d.  h.  endlich  oder  Null)  ist**®),  in  Zeichen: 


issao,n: 


446)  Ann.  di  Mat.  (2),  26  (1897),  p.  143.  Vgl.  auch:  E.  H.  Boberts,  Ann. 
of  Math.  10  (1896),  p.  35. 

446  a)  Stockh.  Aead.  Bih.  22,  No.  4,  1896. 

447)  Das  Beiwort  „vierseitige^  wurde  in  Bücksicht  auf  das  folgende  von  mir 
liinzngefQgt. 

448)  Diese  von  Ckuzaniga  (a.  a.  0.  p.  146)  gegebene  Eonvergenzdefinition 
erscheint  mir  konsequenter  und  zweckm^siger,  als  die  ursprünglich  von  Poincari 
eingeführte  (a.  a.  0.  p.  85)  und  auch  yon  Koch  acceptierte,  wonach  die  Deter- 
minante schon  konvergent  genannt  wird,  wenn  nur  Hm  D^  n""-^*    ^^^  pflegt 

4-00  »«=•       ' 

ja  auch  eine  Beihe  von  der  Form    ^^a^   erst  konwergent  zu  nennen,  wenn 
lim         ^ya^«—«,  nicht  aber,  wenn  nur:   lim  ^»-»5.    In  der  That  wird 

— m  — n 

auf  diese  Weise  (ganz  analog  wie  bei  einer  unendlichen  Beihe  der  genannten 
Art)  die  Unabhängigkeit  der  Konvergenz  und  des  Grenzwertes  von  der  Wahl  des 
AnfangagUedes  (vgl.  Cazzaniga  a.  a.  0.  p.  151)  erzielt,  und  es  treten  überhaupt 
erst  die  nötigen  Analogien  mit  den  endlichen  Determinanten  hervor.  Im  übrigen 
genfigen  die  von  PoincarS  betrachteten,  sowie  die  JToc^'schen  Normaldetermi- 
mmten  eo  ipeo  dieser  engeren  Definition  (vgl.  Koch,  Acta  math.  16,  p.  221). 
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(123)  fe^CA**)  =  D. 

Eine  solche  konvergente  unendliche  Determinante  besitzt  dann  ganz 
ähnliche  Fundamentaleigenschaften;  wie  eine  endliche;   insbesondere: 

Sie  bleibt  ungeändert;  wenn  man  mit  Festhaltung  der  Bbaptdia- 
gonale  die  Zeilen  zu  Kolonnen  macht. 

Bei  Yertauschung  zweier  Zeilen  oder  Kolonnen  geht  lediglich 
D  in  — D  über^^)y  bleibt  also  ungeändert^  wenn  man  gleichzeitig 
zwei  Zeilen  und  zwei  Kolonnen  vertauscht.  Infolge  dessen  lasst  sidi 
die  i;ter$^*%-unendliche  Determinante  durch  successives  Transponieren 
der  Zeilen  und  Kolonnen   in   eine  gweiseitig-xmenHiche  yerwandeln^ 

z.  B.  in  eine  solche  mit  der  Hauptdiagonale:  Oo^^oi^^aia  ^  •  •  •  aü^'^at^J^  i •-, 
wenn  man  jede  Zeile  und  Kolonne  mit  negativem  Index  unter  bezw. 
hinter  die  entsprechende  mit  positivem  Index  setzt  ^^).  Umgekehrt 
kann  eine  ^M;ew?a%- unendliche  Determinante  von  der  Form«*): 

(124)  2)  =  lim  2)»  =  [a^;^'^>-) ,      wo:      D,  =  [a^^^Tiß. r) , 

in  eine  konvergente  t;ierset%-unendliche  transformiert  werden,  falls 
sie  selbst  unbedingt,  d.  h.  in  dem  Sinne  konvergiert,  dass  ihre  Kon- 
yergenz  durch  Yertauschung  von  Zeilen  oder  von  Kolonnen  nicht 
alteriert  wird**^).  Es  genügt  also,  für  alles  weitere  lediglich  Deter- 
minanten dieser  letzteren  Form  in  Betracht  zu  ziehen.  Multipliziert 
man  alle  Qlieder  einer  Zeile  oder  Kolonne  mit  einem  Faktor  p,  so 
geht  D  in  p'D  über.    Allgemeiner  findet  man: 


OO  00 


(125)  ri>A-«jr'l^>*)=fJJ7i'u-?,--ö,    - 

L  Jl  11 

falls  das  betreffende  Produkt  absolut  konvergiert***). 

Als  hinreichende  Bedingung  für  die  unbedingte  Konvergenz  ergiebt 

Qß  Qß  00 

sich  die  absolute  Konvergenz  von   ^*  ^^(^^^  (ft  ^  v)  und  J[''|  oiT^;*^) 


449)  Man  hat  also,  gerade  wie  bei  endlichen  Determinanten,  Db=0,  wenn 
zwei  Zeilen  oder  Kolonnen  einander  gleich  sind. 

450)  Cazzaniga  a.  a.  0.  p.  163,  Nr.  6. 

451)  Dieser  etwas  einfachere  Typus  bildet  den  Ausgangspunkt  der  Poin- 
care*schen  Betrachtungen;  a.  a.  0.  p.  83. 

452)  Koch  bezeichnet  diese  Eigenschaft  als  absolute  Konvergenz  (Acta  math. 
16,  p.  229).  Später  (Stockh.  Acad.  Bih.  22)  definiert  er  die  unbedingte  Konver- 
genz in  etwas  anderer  Weise  und  giebt  sowohl  die  notwendigen  v/nd  hinreichen- 
den, als  auch  lediglich  hinreichende  Bedingungen  dafür  an. 

453)  Cazzaniga  a.  a.  0.  p.  155,  Nr.  7. 
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die  Determinante  heisst  alsdann  (nach  dem  Vorgänge  von  Koch)  eine 
normale.  Eine  A^onwai-Determinante  bleibt  'konvergent,  wenn  man  die 
Glieder  einer  endlichen  Anzahl  von  Zeilm  bezw.  Kolonnen  durch  he- 
liebige  endlich  bleibende  Zahlen  ersetzt^.  Bezeichnet  man  als  Unter- 
determinante  r*®'  Ordnung  diejenige  Determinante,  welche  entsteht, 
wenn  man  sämtliche  Glieder  von  r  willkürlich  gewählten  Zeilen  und 
ebensoviel  Kolonnen  durch  0,  nur  das  der  q*^^  Zeile  und  p*^"  Kolonne 
(p  =  1,  2, . . .  r)  gemeinsame  Glied  jedesmal  durch  1  ersetzt,  so  folgt 
unmittelbar,  dass  jede  Unterdeterminante  einer  Nomialdeterminante  wie- 
derum eine  normale  ist.  Ihr  Wert  stimmt,  abgesehen  von  dem  in 
jedem  Falle  bestimmbaren  Vorzeichen,  mit  dem  Werte  derjenigen 
Determinante  überein,  welche  aus  der  ursprünglichen  durch  blosse 
Weglassung  der  betreffenden  Zeilen  und  Kolonnen  entsteht.  Bezeich- 
net man  mit  J^Jl^  die  Unterdeterminante  erster  Ordnung,  welche  durch 
die  angegebene  Modifikation  der  v^^  Zeile  und  ^^^  Kolonne  entsteht, 
so  hat  man: 

(126)  D  =  2  4" .  a<"  =  ^  4" .  af 

1  1 

(i;  =  1,  2,  3, ...     bezw.     fi  =  1,  2,  3,  ...).*^fi) 

Diese  Entwickelung,  wie  auch  verschiedene  andere  Formen  er- 
geben sich  aus  der  unmittelbar  Gl.  (124)  entspringenden  Beziehung: 


00 


(127)  2)  =  A  ^  2  (^'+»  -  -^')- 

1 

Alle  betreffenden  Entwickelungen  sind  absolut  konvergent.     Der 
Wert    einer   Normaldeterminante    wird    nicht    geändert,    wenn    man 

die  GUeder  ajf)  der  n*«"  Zeile  durch  ajf) +2c^aJ;''^  ersetzt  (dabei 

darf  die  Summation  auch  über  unendlich  viele  ganze  Zahlen  n^  — 
excl.  «y  =  w  —  erstreckt  werden,  sofern  nur  die  |  Cy  |  unter  einer  end- 
lichen Zahl  bleiben).  Das  Produkt  zweier  Normaldeterminanten  lässt 
sich  wiederum  durch  eine  ^orwioZ- Determinante  darstellen,  nämlich: 


(128)    KT- [*!:']:- KT'  -  «r-2f<'»' 


V 

l' 


Die  in  allen  diesen  Sätzen  hervortretende  Analogie  mit  der  Lehre  von 
den  endlichen  Determinanten  erstreckt  sich  mulatis  mutandis  auch  auf 


454)  Diese  Hauptsätze  (nur  mit  der  unwesentlichen  Einschränkung  a^^^  =»  1) 
schon  bei  Povncari. 


OD  00 


456)  Dagegen:      ^  ^{;>ajf>  =  0  ,      ^J  A^^^a^J^^  -  0 . 

1  1 

Enejklop.  d.  math.  Wiisenfoli.    I.  10 
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die  Beziehung  von   [a!]^^*   zu   der   sog.   reeiprdken  Determinante***): 

Von  Iconvergenten  Determinanten,  vrelche  nicht  der  Normalform 
angehören  oder  durch  Abänderung  einer  endlichen  Anzahl  von  Zeilen 
(Kolonnen)  in  dieselbe  übergeführt  werden  können,  hat  Koch  eine 
dazu  in  naher  Beziehung  stehende  etwas  allgemeinere  Klasse  hervor- 
gehoben*^), Cazzaniga  eine  andere  mit  dem  speziellen  Qrenzwerte  0 
genauer  untersucht**^). 


456)  Bei  Baltzer  (Determinanten  §  6)  als:  Determinante  des  a^jnngierten 
Systems  bezeichnet. 

467)  Näheres:  Cazzaniga  p.  187. 

468)  A.  a.  0.  p.  236.  Vgl.  auch  Cazzaniga  p.  200.  Die  fraglichen  Deter- 
minanten sind  von  der  Form  [ajj'^]*,  wo  (bei  geeigneter  Wahl  der  Zahlen  x  )  für 

(i^v:    ^  ^  ~**ir^  ^^^  /  /  ^t*^  ^^  absolut  konvergent  vorausgesetzt  wer- 
den. Vivanti  bezeichnet  a.  a.  0.  diese  Klasse  von  Determinanten  als  „narmaloidef', 

469)  A.  a.  0.  p.  206.  Auf  diesen  nämlichen  Typus,  welcher  mit  gewissen 
Untersuchungen  von  S.  Pincherle  (Ann.  di  Mat.  (2),  12  [1884],  p.  29)  im  Zusam- 
menhange steht,  bezieht  sich  eine  neuere  Arbeit  desselben  Verfassers:  Ann.  di 
Mat.  (8),  1  (1898),  p.  84. 


Nachträge. 


Zu  p.  74,  Fussn.  134.  Weitere  Verallgemeinerungen  des  fraglichen  Grenz- 
wertsatzes 8.  J.  L.  W.  Jensen,  Par.  C.  R.  106  (1888),  p.  833.  1620;  Stolz,  Math. 
Ann.  83  (1889),  p.  237 ;  E.  Schimpf,  Bochum,  Gymn.-Progr.  1846,  p.  6. 

Zu  p.  79,  Nr.  21.  Eine  genügende  Definition  der  Beihenkonvergenz  hat 
schon  J.  Faurier  in  einer  Abhandlung  von  1811  (also  vor  Bolzano  und  Ca%uAy) 
gegeben:  s.  Par.  M^m.  1819—20  [24],  p.  326  (auch  in  die  Theorie  analytique 
de  la  chaleur  übergegangen:  Oeuvres  1,  p.  166.  221).  Freilich  rechnet  Fourier 
mit  divergenten  (ib.  p.  149)  und  oscillierenden  (p.  206.  234)  Reihen  ohne  Skrupel. 

Zu  p.  105,  Fussn.  277,  Über  asymptotische  Darstellung  von  Integralen 
linearer  Diff.-Glcichungen  durch  halbkonvergente  Reihen  vgl.  Ä.  Kneser,  Math. 
Ann.  49  (1897),  p.  389. 

Zu  p.  141,  Fussn.  440.  Vgl.  Fürstenau  a.  a.  0.  p.  67.  Günther,  Determ. 
Cap.  IV,  §  6. 
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COMPLEXEN  GRÖSSEN. 
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Inhaltsübersicht. 

1«  Imaginäre  Grössen  im  17.  und  18.  Jahrhundert. 

2«  Bechnen  mit  GrÖssenpaaren. 

8«  Gemeine  complexe  Grössen. 

4.  Absoluter  Betrag,  Amplitude,  Logarithmus. 

5«  Darstellung  der  complexen  Grössen  durch  Punkte  einer  Ebene. 

6»  Darstellung  gewisser  Transformationsgruppen  mit  Hülfe  gewöhnlicher  com- 
plezer  Grössen. 

7«  Allgemeiner  Begriff  eines  Systems  complexer  Grössen. 

8«  Typen,  Gestalten,  Beducibilität. 

9«  Systeme  mit  zwei,  drei  und  vier  Einheiten. 
10»  Specielle  Systeme  mit  n'  Einheiten.    Bilineare  Formen. 
11«  Specielle  Systeme  mit  commutatiyer  Multiplikation. 
12.  Complexe  Grössen  und  Transformationsgruppen. 
18*  Klassifikation  der  Systeme  complexer  Grössen. 

14«  Ansätze  zu  einer  Funktionentheorie  und  Zahlentheorie  der  Systeme  höherer 
complexer  Grössen. 

Vorbemerlning. 

Die  Theorie  der  gemeinen  complexen  Grössen  bildet  die  Grund- 
lage mehrerer  der  wichtigsten  Zweige  der  Analysis^  namentlich  der 
-Algebra  und  der  Funktionentheorie.  Sie  wird  daher  in  allen  Lehr- 
büchern dieser  Disciplinen,  wie  auch  in  den  besseren  Lehrbüchern  der 
Infinitesimabechnung  abgehandelt.  Wegen  der  grossen  Zahl  dieser 
Werke  müssen  wir  auf  eine  Zusammenstellung  ihrer  Titel  ver- 
zichten. In  der  Darstellung  der  Theorie  selbst  beschränken  wir  uns 
»uf  die  ersten  Elemente^  und  verweisen  wegen  weiterer  Entwicke- 
lungen  auf  die  Abschnitte  I  B  und  U  B  der  Encyclopädie^  femer 
wegen  specieller  geometrischer  und  anderer  Anwendungen  auf  die 
Artikel  HI  A  7,  UI  B  3  und  HI  D  5,  endlich  auf  die  Bände  IV 
und  V.  — 

In  der  Theorie  der  Systeme  von  sogenannten  Jiölieren  complexen 
Ghrössen  bleiben  die  eigentlich  geometrischen  und  physikalischen  An- 
wendungen im  Geiste  von  W.  B.  Hamilton  und  seinen  Nachfolgern  eben- 

10» 
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falls  ausgeschlossen,  da  für  die  einen  ein  besonderer  Artikel  (m  B  3) 
in  Aussicht  genommen  ist,  die  anderen  aber  ebenfalls  in  den  Banden  IV 
und  y  zur  Sprache  kommen  werden.  Hier  werden  nur  die  allgemd- 
nen  Sätze  dargelegt,  auf  denen  diese  Anwendungen  im  letzten  Onuide 
beruhen.  Von  Lehrbuchlitteratur  dieses  noch  ziemlich  neuen  Zwages 
der  Algebra  und  Gruppentheorie  wird  daher  nur  zu  nennen  sein: 

H,  Hanlel,  Theorie  der  complexen  Zahlen,  Leipzig  1867.  S.  JMe, Vor- 
lesungen über  endliche  continuierliche  Gruppen,  bearbeitet  von  G.  Schef- 
ferSj  Leipzig  1893  (Kap.  21).  Nur  auf  einen  sehr  beschrankten  Ab- 
schnitt dieser  Theorie  (§11  gegenwärtigen  Artikels)  bezieht  sich  eine 
Monographie  von  B,  Berloty,  Theorie  des  quantites  complexes  ä  n  unites 
principales  (Th^se.  Paris  1886).  Einiges  darüber  findet  man  auch 
bei  0.  Stoh,  Vorlesungen  über  allgemeine  Arithmetik,  Bd.  II,  Leipzig 
1886.  

1.  Imaginäre  Grössen  im  17.  und  18.  Jahrhundert.  Der  ur- 
sprüngliche Begriff  der  Zahl  ist  der  der  positiven  ganzen  ZahL  Wie 
nun  das  Bedürfnis  nach  einer  einfacheren  Darstellung  und  allgemeineren 
Ausführbarkeit  gewisser  Operationen  schon  in  der  elementaren  Ariih- 
metik  mehrere  Erweiterungen  dieses  einfachsten  Zahlbegrifb  ver- 
anlasst  hat,  indem  zu  den  ganzen  Zahlen  die  gebrochenen,  zu  den 
positiven  die  negativen,  zu  den  rationalen  die  irrationalen  „Zah- 
len" oder  „Grössen"  hinzugefügt  wurden  (I  A  1  und  I  A  3),  so  hat 
dasselbe  Bedürfiiis  zu  einer  ferneren  Ausdehnung  des  Zahlbegrifb, 
zur  Einführung  der  (gemeinen)  „complexen"  Zahlen  oder  Grössen  ge- 
führt: Man  postulierte,  um  zunächst  alle  quadratischen  Gleichungen 
wenigstens  der  Form  nach  auflösen  zu  können,  die  Quadratwurzel  aus 
der  negativen  Einheit,  die  thatsächlich  nicht  vorhandene  „Grösse^ 
y —  1,  als  ein  blosses  Gedankending,  ein  Rechnungssymbol,  eine 
„imaginäre",  „unmögliche"  Zahl.  Mit  diesem  Symbol  arbeitete  man, 
mit  allmählich  wachsender  Sicherheit,  wie  man  es  mit  wirklichen 
Zahlgrössen  zu  thun  gewohnt  war.  Dabei  e;rgab  sich  ein  doppelter 
Vorteil:  Erstens  zeigte  es  sich,  dass  nicht  nur  die  Auflösung  der 
quadratischen,  sondern  auch  die  der  kubischen  und  biquadratischen 
Gleichungen  mit  Hülfe  dieses  Zeichens  allgemein  (formal)  ausfilhrbar 
wurde.  Zweitens  gelang  es,  durch  Vermittelung  des  Symbols  Y —  1 
mehrere  wichtige  Funktionen  der  Analysis  miteinander  in  Verbindung 
zu  bringen.  Das  grösste  Verdienst  in  dieser  Periode  der  Theorie  des 
Imaginären  hat  L.  Eulery  durch  seine  Entdeckung  des  Zusammen- 
hanges der  Exponentialfunktion  mit  den  goniometrischen  Funktio- 
nen, und  durch  seine  daraus  hervorgegangene  Entscheidung  der  (ehe- 
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nais)  berülimien  Streitfrage  ;;0b  auch  negative  Zahlen  Logarithmen 
iaben?"0 

Die  Einfahrung  der  „imaginären"  Grössen  begegnete  anfanglich 
rielen  Bedenken.  Diese  bezogen  sich  indessen  nicht  eigentlich  auf 
lie  Sache  selbst,  sondern  auf  die  Art  ihrer  Herleitung  und  auf  die 
inklaren  Vorstellungen,  die  von  Vielen  damit  verknüpft  wurden,  und 
lie  namentlich  in  dem  von  K.  F.  Gauss  gerügten  Gebrauch  des  Wortes 
^unmöglich"  ihren  Ausdruck  gefunden  haben.  Gauss  drückt  sich  über 
len  Wert  der  imaginären  Grössen  anfangs  nicht  sehr  bestimmt  aus*); 
T  hat  sich  aber  jedenfalls  sehr  bald  von  ihrer  Zulässigkeit  und  prak- 
isehen  Unentbehrlichkeit  überzeugt.  Seine  Autorität  und  die  von 
hm  selbst  gemachten  Anwendungen  auf  Algebra  und  Zahlentheorie  ^), 
ferner  die  Arbeiten  von  N,  H,  Abel  und  C  G.  J.  JürCÖbi  über  ellip- 
ische  Funktionen  [11  B  6  a]  haben  die  erhobenen  Zweifel  endgültig 
;erstreut.  Leider  hat  Gauss  die  von  ihm  versprochene  Rechtfertigung 
ler  Einführung  der  „imaginären"  oder,  wie  er  später  lieber  sagte, 
fiomplexen"^)  Grössen  niemals  geliefert;  und  das  ist  wohl  der  Grund 
lafür,  dass  man  auch  heute  noch  in  verbreiteten  Lehrbüchern  eine 
Lrt  der  Darstellung  antrifiTt,  der  man  schwer  entnehmen  kann,  was  nach 
Ansicht  der  Verfasser  Definition  und  was  Folgerung  sein  soll. 

3.  Beclinen  mit  Grössenpaaren.  Bei  Einfiihrung  der  complexen 
»der  imaginären  Grössen  verfährt  man  am  besten  nach  dem  Vorgang  von 
W.  IL  Hamüton^y)  in  rein  arithmetischer  Weise,  da  so  die  Einmischung 
mgehöriger  Vorstellungen  mit  Sicherheit  vermieden  werden  kann. 

Wir  betrachten  eine  einzelne  —  positive  oder  negative,  rationale 
>der  irrationale  —  Grösse  a  als  besonderen  Fall  eines  geordneten, 
1.  h.  in  bestimmter  Reihenfolge  gesetzten  Crrössenpaares  (a,  a);   wir 


1)  Wegen  der  Geschichte  der  Theorie  des  Imaginären  s.  H.  Hankel,  Theorie 
ler  complexen  Zahlensysteme  (Lpz.  1867),  Abschnitt  V.  E.  Kossdk,  Elemente 
ler  Arithmetik  (Progr.  Berl.  Fried.  Werd.  Gymn.  1872).  B.  BalUer,  J.  f.  Math. 
14  (1883),  p.  87.  L.  Janssen  van  Baay,  Arch.  Teyler  4  (1894),  p.  58.  Ä,  Bamth 
ino,  Giom.  di  mat.  35  (1897),  p.  233. 

2)  S.  Gauss'  Dissertation  (Demonstratio  nova  etc.)  Helmstedt  1799  =  Werke 
t,  p.  8;  deutsch  Yon  E.  Netto,  in  OsttocUd^B  Klassikern  Nr.  14  (Lpz.  1890).  Ins- 
)e8ondere  kommt  in  Betracht  die  Anmerkung  zu  Nr.  3. 

8)  Theoria  residuorum  biquadraticorum  11  und  die  Selbstanzeige  zu  dieser 
Abhandlung  (1831).   Werke  2,  p.  169.  —  Wegen  des  Vorkommens  des  Zeichens 

I  fttr  y — 1  bei  L.  Euler  s.  die  Abh.  „De  formulis  differentialibus  .  .  .",  Petrop. 
icia  (6.  Mai)  1777,  abgedruckt  in  Instit.  Galculi  Integralis,  ed.  tertia,  Petrop. 
1845,  Tol.  4,  p.  183,  bes.  p.  184;  vgl.  W.  Beman,  Am.  Bull.  4  (1898)  p.  274. 

4)  Dubl.  Trans.  17  (1837),  p.  393. 

5)  Lectures  on  Quatemions  (Dublin,  1853).    Vorrede. 
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betrachten  sie  nämlich  als  ein  Grossenpaar,  dessen  zweite  Grosse  a  den 
Wert  Null  hat.  Wir  schreiben  demgemäss  a  =  (a,  0).  Die  Regeln 
des  gewohnlichen  Rechnens  lassen  sich  dann  in  folgender  Weise  auf 
beliebige  Grössenpaare  (a,  a),  {h,  ß)  u.  s.  w.  ausdehnen: 

Zwei  Grössenpaare  (a,  a)  und  (a\  a)  werden  dann  und  nur  dann 
einander  gleich  gesetzt,  (a,  a)  =  (a\  a  ),  wenn  a=^  a'  und  a  *=  a  ist 
Es  wird  femer  die  „Sunime'^  zweier  Grossenpaare  (a,  a)  und  (6,  ß) 
definiert  durch  die  Formel: 

(1)  («,  a)  +  (b,  ß)  =  (a -\- b,  a -\-  ß). 

Weiter  wird  das  „Produkt*^  eines  Grössenpaares  (a,  a)  und  einer 
einzelnen  Grosse  w  =  (w,  0)  (s.  oben)  erklart  durch  die  Formel 

(2)  m •  (a,  cc)  =  (a,a)'m  =  (tna,  ma). 

Aus  diesen  naheliegenden  Festsetzungen  folgt  sofort,  dass  ein  jedes 
Grössenpaar  sich  aus  zwei  „unabhängigen"  Grössenpaaren  —  soge- 
nannten Einheiten  —  durch  Multiplikation  dieser  Grossenpaare  mit 
einfachen  Grössen  und  nachfolgende  Addition  zusammensetzen  lässi 
Man  hat  zufolge  (1)  und  (2): 

(3)  («,«)  =  «.(1,0) +  «(0,1); 

oder,  da  nach  obiger  Definition  (1,0)  =  1  ist,  bei  Einführung  des 
neuen  Zeichens  i  för  die  zweite  Einheit  (0, 1) 

(3*)  (a,  a)  =  a  +  ia . 

Alles  dieses  lässt  sich  offenbar  ohne  weiteres  auf  Grössentripe!, 
Grössenquadrupel  u.  s.  f.  ausdehnen. 

Man  kann  nun  aber  neben  die  gelehrte  Addition  der  Zahlenpaare 
noch  eine  andere  Art  der  Verknüpfung  stellen,  die  die  gewöhnliche 
Multiplikation  zweier  einfacher  Grössen,  sowie  die  durch  (2)  gegebene 
„Multiplikation"  einer  einfachen  Grösse  und  eines  Grössenpaares  um- 
fasst,  und  wegen  ihrer  sonstigen  Analogie  mit  der  gewöhnlichen  Mul- 
tiplikation ebenfalls  noch  als  „Multiplikation"  der  Grossenpaare  be- 
zeichnet wird^:  Das  „Prodükf'  zweier  Grossenpaare  (a,  a)  und  (6,  ß) 
wird  erklärt  durch  die  Formel 

(4)  (a,  a)  .  {l,  ß)  =  {ah  —  aß,  aß  +  ha) , 

oder,  bei  Verwendung  des  eben  angeführten  Zeichens  t,  durch  die 
äquivalente  Formel 

(4*)  (a  +  ia) {h  +  iß)  =  ah  —  aß  +  (aß  -f  ha)i .  — 

6)  In  aUgemeinerem  Sinne  noch  als  in  der  Theorie  der  Systeme  complexer 
Grössen  werden  die  Worte  Produkt  und  Multiplikation  von  H,  Grfusmcum 
und  anderen  verwendet.  Wir  verweisen  auf  Chrassmann'B  Ges.  Werke  und  ins- 
besondere auf  den  Aufsatz  „Sur  les  divers  genres  de  multiplication^*,  J.  f.  Math. 
49  (1855),  p.  123. 
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Die  Definition  der  Multiplikation  der  Grössenpaare  durch  die 
Formel  (4)  hat  zunächst  den  Anschein  der  Willkür.  Man  sieht  nicht 
sogleich,  warum  unter  einer  Menge  verschiedener  scheinbar  gleich- 
wertiger Bestimmungen  gerade  diese  herausgegriffen  wird.  Dieser 
Anschein  verschwindet  indessen  bei  näherer  Untersuchung,  wobei  sich 
zeigt,  dass  obige  Festsetzung  in  der  That  vor  anderen  ausgezeichnet 
ist.     (S.  Nr.  11.) 

Die  Multiplikation  der  Grössenpaare  genügt  denselben  formalen 
Regeln  wie  die  Multiplikation  der  einfachen  Zahlgrössen.  Stellt  man 
zur  Abkürzung  das  Grossenpaar  (a,  a)  oder  a  -|-  i(x>  durch  ein  ein- 
faches Zeichen  A  dar,  so  sind,  ganz  wie  bei  einfachen  Grössen  a,  6, 
c,  .  .  .,  die  (durch  die  Formeln  (1)  und  (4)  erklarten)  Gleichungen 

(5)  {A'B)'C  =  A'{B'C) 

(6)  A'{B+C)  =  A'B  +  A'C 

(7)  A'B  =  B'A 

erfilllt,  die  man  heute  allgemein  als  das  assodoMve,  das  distributive 
und  das  commutcUive  Gesetz  der  Multiplikation  bezeichnet')  (vgl. 
I  A  1,  Nr.  7).    Insbesondere  folgt  aus  (4) 

(8)  (1, 0)  .  (0, 1)  =  (0, 1),     (0,1).(0,1)  =  (-1,0) 
oder 

(8*)  l.i  =  tj      i.i  =  i>s=  —  1; 

und  es  ist  deutlich,  dass  diese  Formeln  (8),  zusammen  mit  den  aus 
dem  gewöhnlichen  Zahlenrechnen  herübergenommenen  Regeln  (5),  (6), 
(7),  die  Formel  (4)  vollständig  ersetzen  können.  Es  gilt  endlich  für 
die  erklärte  „Multiplikation^^  der  Grössenpaare  ganz  wie  für  die  Mul- 
tiplikation der  einfachen  Grössen  der  Satz,  dass  ein  Produkt  nicht 
verschwinden  kann,  ohne  dass  einer  seiner  Faktoren  verschwindet. 

Gleicht  somit  das  Rechnen  mit  Grössenpaaren  dem  Rechnen  mit 
einfachen  Grössen  in  wichtigen  Beziehungen,  so  unterscheidet  es  sich 
doch  von  diesem  in  einem  wesentlichen  Punkte:  Die  Formel  (8) 
oder  (8*)  zeigt,  dass  im  Bereiche  der  Grössenpaare  die  Gleichung 
Z  •  X  =  ( —  1,  0)  oder  X*  =  —  1  lösbar  ist,  während  eine  einfache 
Grösse  X  ==  (X,  0),  die  dieser  Gleichung  genügte,  nicht  existiert.  Die 
angeführte  Gleichung  wird  nämlich  erfüllt  durch  das  Grössenpaar 
Z=(0,  l)  =  i,  wie  auch  durch  das  Grössenpaar  X=(0,  —  1)  =  —  i, 
aber  durch  kein  weiteres  Grössenpaar.  Die  durch  die  Gleichung 
Q?^=^a  ausgedrückte  Forderung  pflegt  man  in  der  elementaren  Algebra 

7)  Wegen  des  muthmasslichen  Ursprungs  dieser  Namen  s.  J9anÄ:eZ,  Theorie 
der  complezen  Zahlensysteme  (Leipzig  1867),  Anmerkung  auf  p.  3. 
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auch  durch  das  Zeichen  x  =  Ya  darzustellen.  Es  steht  nichts  im 
Wege;  diese  Bezeichnung  auf  das  Rechnen  mit  Grossenpaaren  auszu« 
dehnen.     Man  kann  daher  das  bisher  mit  i  bezeichnete  Ghrossenpaar 

(0, 1)  auch  mit  ]/( —  1, 0)  oder  kürzer  mit  Y —  1  bezeichnen.    Das 

Grössenpaar  — i  oder  (0,  —  1)  muss  dann  das  Zeichen  — }/( — 1,0) 

oder  —  Y —  1  erhalten,  wobei  natürlich  das  Vorzeichen  der  Wurzel 

in  allen  Rechnungen  festzuhalten  ist,  so  dass  das  einmal  mit  y—  1 

bezeichnete  Grössenpaar  nicht  mit  —  V—l  verwechselt  werden  kann. 
Es  ist  aber  seit  Gauss^)  üblich  geworden,  die  genannten  beiden  spe- 
ciellen  Grossenpaare  durch  die  von  Etiler  eingeführten  Zeichen  i  und 
—  %  darzustellen,  wie  wir  es  bereits  gethan  hatten. 

3.  Gemeine  complexe  Grössen.  Der  heute  in  der  Analysis  allge- 
mein gebrauchliche  Begriff  der  (gewöhnlichen)  „complexen"  oder  „imagi- 
nären^^ Grösse  unterscheidet  sich  von  dem  in  Nr.  2  erklarten  Begriff  des 
Grössenpaares  gar  nicht;  nur  die  Terminologie  ist  eine  andere.  Man  hat 
es  zweckmässig  gefunden,  dem  Singularis  „Grösse^^  einen  erweiterten 
Sinn  beizulegen,  und,  was  wir  bisher  „Grössenpaar*^  nannten,  ebenfalls 
noch  als  „Grösse"  zu  bezeichnen.  Der  Begriff  des  Dualis  wird  dann  in 
das  Beiwort  „complex"  verlegt:  Die  einfache  Grösse  a=(a,0),  die  einzige 
Zahlgrösse,  die  die  elementare  Arithmetik  kennt,  heisst  nunmehr  zum 
Unterschiede  von  der  complexen  oder  imaginären  „Grösse"  eine  „reeße** 
Grösse.  Die  Nützlichkeit  dieser  auf  den  ersten  Blick  jedenfalls  be- 
fremdlichen Redeweise  kann  im  Grunde  nur  durch  den  Aufbau  der 
gesamten  Analysis  dargethan  werden;  wir  begnügen  uns  hier  mit  dem 
Hinweise  auf  die  Umgestaltung  und  Erweiterung,  die  der  Fundamental- 
satz der  Algebra  [I  B  1,3]  bei  Einführung  dieser  Terminologie  er- 
fährt. Während  man  im  Gebiete  der  gewöhnlichen  (sog.  reellen)  Grössen 
nur  sagen  kann,  dass  eine  ganze  Funktion  n**"  Grades  einer  Veränder- 
lichen X  als  Produkt  von  ganzen  Funktionen  ersten  oder  zweiten  Gra- 
des dargestellt  werden  kann,  gilt  im  Gebiete  der  complexen  Grössen 
der  einfachere  Satz,  dass  jede  solche  Funktion  ein  Produkt  von  Funk- 
tionen ersten  Grades  ist;  und  zwar  gilt  dieser  Satz  auch  für  ganze 
Funktionen  mit  complexen  Coefficienten.  — 

Gänzlich  verschieden  von  der  hier  vorgetragenen  Exposition  ist 
der  Vorschlag  A.  CaucJiy^s,  i  als  eine  reelle  veränderliche  Grösse  auf- 
zufassen, und  an  Stelle  von  Gleichungen  Congruenzen  nach  dem  Modul 
i*  +  1  2^  betrachten®).  Zwei  ganze  rationale  Funktionen  der  (reellen) 
Veränderlichen  i  heissen  nach  dem  allgemeinen  Gongruenzbegnff  dann 


8)  Cauchy^  Exercises  d^analyse  et  de  physique  math.  4  (1847),  p.  84. 
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congruent  nach  dem  Modul  i^-^l  (^^äquivalent^^  nach  Cauchy),  wenn 
sie,  durch  {^-{-1  geteilt^  denselben  Rest  lassen.  An  Stelle  der  Glei- 
chung (4*)  z.  B.  tritt  dann  die  Gongruenz 

(a  +  ia){b  +  iß)  =  (ab  —  aß)  +  i(aß  +  6a)      mod.  (t«  +  1). 

Dieser  Gedanke  ist  neuerdings  noch  von  L.  Kronecker  yerallgemei- 
nert  worden •).  [Vgl.  B  1,  3;  C  5.]  Ob  und  wie  weit  er  sich  ausser- 
halb des  Bereiches  der  Algebra  als  brauchbar  erweist^  darüber  liegen 
Untersuchungen  zur  Zeit  nicht  yor. 

4*  Absoluter  Betrag,  Amplitude,  Logarithmus.  Die  Zahl  Eins 
wird  die  reellC;  i  die  imaginä/re,  auch  wohl  y^sAj&raXef^  Einheit  genannt. 
Ist  e  ssa  X  -\'iy  irgend  eine  complexe  Grosse  ^  so  heisst  x  der  reelle, 
iy  der  imaginäre  Bestandteil  von  e.  Der  reelle  Bestandteil  wird  nach 
K.  Weierstrass  (Vorlesungen)  vielfach  mit  9i  (b)  bezeichnet.  Ist  y  =  0, 
so  heisst  die  Grösse  e^  wie  gesagt,  reell,  ist  x  =  0,   so  heisst  sie 

„rein  imaginär'^.  Der  positive  Wert  der  Quadratwurzel  yx^  +  y*  wird 
,,Modul^  {Cauchy y  An.  alg.  1821,  cap.  7,  §  2),  besser  —  wegen  der 
Vieldeutigkeit  dieses  Wortes  —  nach  Weierstrass  yjdbsoluter  Betragt' 
der  Zahl  z  genannt,  und  durch  mod.  jer,  abs.  z,  meist  aber  (nach  Weier- 
strass)  durch  das  Zeichen  \z\  dargestellt.  Das  Quadrat  dieser  reellen 
Grosse  —  also  die  Summe  a:*  +  y*  —  ^^^d  nach  Gauss  die  y,Nornif* 
von  z  genannt^)  und  vielfach  mit  N{z)  bezeichnet 

Je  zwei  complexe  Grossen  von  der  Form  x  +  iy  und  x  —  iy 
heissen  „conjugiert-camplex^^  oder  ,/!onjugiert4maginäf^^.  (Cauchy,  An.  alg. 
cap.  7;  §  1.)  Wird  die  erste  z  genannt^  so  wird  die  zweite  vielfach  mit 
i  bezeichnet  Das  Produkt  zweier  conjugiert-complexer  Grössen  ist 
reell  und  gleich  der  Norm  einer  jeden  von  ihnen,  jßr-i^  =  a;*  +  y*. 
Die  eindeutig  bestimmte  complexe  Grösse,  die  mit  z  multipliciert  die 
Zahl  Eins  liefert,  wird  der  ,,redpr6ke  Werf^  von  z  genannt,  und  mit 

-  oder  zr-^  bezeichnet;  es  ist 

,-  =  ]TF  =  fi^      (I'l  +  O). 
Jede  complexe  Grösse  z  =  x  -j-  iy  kann  auf  die  Form 

z  =  r  (cos  9  +  i  sin  q>) 

m 

gebracht  werden,  wo  r  =  | ;? |  =  yS^+y*  den  absoluten  Betrag,  imd 
9>  einen  reellen,  bis  auf  Vielfache  von  2x  bestinmiten  Winkel  be- 
deutet (Euler,  Jean  k  Band  d'Älembert.  S.  Anm.  1.)  Der  zweite  Faktor 
des  Ausdruckes  wird  zuweilen  „Bichtungscoefficient^^  genannt  (expres- 

9)  J.  f.  Math.  100  (1887)  p.  490,  vgl.  101,  p.  887.  J,  MM,  Acta  Math.  6 
(1884X  p.  8.    Vgl.  femer  unsere  Anmerkung  88,  sowie  I A  8  Anm.  42. 
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sion  reduiie  n.  Cauchy);  der  Winkel  q>  selbst  heisst  jyÄmpUüukf^,  auch 
j^rgument"  „Abweichung^^,  „Anomalie'^,  ^^imuth^^,  „Arcus"  der  com- 
plexen  Grösse  z.  „HauptwerP*  der  Amplitude  heisst  der  Wert  von  % 
der  den  Ungleichungen  —  x  <.(p  ^-{^  tc  genügt    Ist 

z  =  r  (cos  9)  +  *  sin  y) ,     so  ist 

(9)  11/  •    •       ^ 

^  ^  -  =  -  (cos  q>  —  tsmq>). 

Für  Grössen  von  der  besonderen  Form  cos  9  +  *  sin  9  gilt  die 
sogenannte  Moivre'sche  Formel: 

(cos  9>  +  i  sin  9))(cos  ^  +  i  sin  ii)  =  coQ((p  +  !(')  +  ♦  sm((p  +  ii). 

Mit  Ausnahme  der  Null  lässt  sich  femer  jede  complexe  Grosse  g 
durch  eine  andere  complexe  Grösse  g  in  der  Gestalt 

(10)        ^==cf=i  +  e  +  ji^.6«  +  ^.g«  +  ... 

darstellen  (IIB  1).  Wegen  der  durch  die  Formeln  6^i.c^  =  c^i+^ 
und  e«^'  =  1  ausgedrückten  Eigenschaften  der  Exponentialfunktion 
ist  dabei  die  complexe  Grösse  g  nur  bis  auf  Vielfache  von  2xi  be- 
stimmt. Diese  unendlich  vieldeutige  Grösse  wird  der  LogariOimus 
von  z  genannt,  und  durch  das  Zeichen  g  =  log  z  oder  g  «=  lg  jer 
oder  endlich  t^=lz  dargestellt.  ,yHauptwer1f^  des  Logarithmus  heisst 
der  Wert  von  g,  dessen  imaginärer  Bestandteil,  geteilt  durch  i,  grösser 

als  —  n   und  kleiner  als  oder  gleich   +  ^   ^^^  ( —  ä  <  81  f?^)  ^  «). 

Der  Hauptwert  des  Logarithmus  einer  reellen  positiven  Grösse  ist 
reell  und  identisch  mit  dem  natUrlidum  (Neper*schen)  Logarithmus 
(I  A  1,  3);  der  Hauptwert  des  Logarithmus  einer  negativen  reellen 
Grösse  hat  den  imaginären  Bestandteil  ijc.  Eine  imaginäre  Grösse, 
deren  absoluter  Betrag  den  Wert  Eins  hat,  hat  rein  imaginäre  Loga- 
rithmen und  umgekehrt.  Allgemeiner  ist,  sobald  wir  unter  lg  r  irgend 
einen  Wert  des  Logarithmus  der  positiven  Grösse  r  verstehen, 
.^  ^ V  g  ^  lg  r  +  i^?        (moi  2i7c) ,        wenn 

^    ^  z  =  r(cos  9)  +  i  sin  9)         (r  =  |  j2^|). 

An  Stelle  der  Congruenz  tritt  hier  die  Gleichung  S  =  lg  f  4*  *9i 
wenn  man  für  die  Amplitude  g),  wie  auch  für  den  Logarithmus  % 
deren  Hauptwerte  setzt.  Für  r  =  1  ergiebt  sich  aus  (11)  die  jE^nfer^sche 
Gleichung 

(12)  e*>  =  cos  9)  +  i  sin  9) , 

die  übrigens  auch  für  complexe  Werte  des  Argumentes  (p  Gültigkeit 
hat.     {Introdudio  in  anal,  inf,]  vgl.  Anm.  1.) 
Durch  die  zusammengehörigen  Formeln 

(13)  ^i-^2  =  ^8>     5i  +  £«  =  58      (mod.2i7t) 


5*  Geometrische  Deutung. 
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wird   yermoge    der  Logarithmen   die   Multiplikation    der    complezen 
Grossen  auf  eine  Addition  zurückgeführt 

5.  Darstellting  der  oomplezen  Grössen  durch  Punkte  einer 
Kbene.  Das  Rechnen  mit  den  complexen  Grossen  lasst  sich  anschau- 
lich auffassen^  wenn  man  sich  einer  geometrischen  Vorstellungsweise 
bedient  ^^).  Diese  besteht  einfach  darin^  dass  man  die  complexe  Grosse 
j?  =  a:  +  ty  durch  den  Punkt  einer  Ebene 
darstellt;  der  die  rechtwinkligen  Gartesischen 
Coordinaten  x  und  y  hat.  Die  in  §  4  ein- 
geführten Grossen  r  und  (p  sind  dann  Polar- 
coordinaten  (IQ  B  2)  desselben  Punktes.  (S. 
Fig.  1.)  Die  Summe  zweier  complexer  Grossen, 
d.  h.  der  Punkt,  der  dieser  Summe  entspricht, 
wird  dann  durch  die  aus  der  elementaren 
Mechanik  bekannte  Parallelogrammconstruc- 
tion  (Fig.  2)  gefunden;  eine  Regel,  die  man  als 
(geometrische) -4.c?rfiYi(>n  der  Sirecken  {Vedoren 
der  englischen  Mathematiker)  bezeichnet  (III 
B  3).     Um   das  Produkt   zweier   complexer 

Grossen 

jgf  =  r  (cos  9?  +  i  sin  q>) 

Fig.  8. 


Fig.  1. 


10)  Diese  wurde  bis  vor  kurzem  J.  B.  Ärgand  und  Gauss  zugeschrieben.  Sie 
findet  sich  aber  zuvor  schon  und  zwar  vollständig  in  einer  1797  der  Dänischen 
Akademie  eingereichten,  1798  gedruckten  und  1799  erschienenen,  aber  erst  neuer- 
dings bekannt  gewordenen  Arbeit  von  Caspar  Wessel  (Om  Directionens  ana- 
hftiske  Betegning;  reproduciert  Arch.  for  Math,  ok  Nat.  18,  1896,  sowie  unter 
dem  Titel:  Essai  sur  la  repr^entation  de  la  direction,  Copenhague  1897). 

Gauss  hat  in  seiner  Dissertation  (1799)  die  Darstellung  der  oomplezen  Grössen 
durch  Punkte  einer  Ebene  benutzt,  um  daran  gewisse  Betrachtungen  zu  knüpfen, 
die  dem  heute  als  Analysis  sü^as  (III  A  4)  bezeichneten  Gebiet  angehören.  Die 
geometrische  Bedeutung  der  einfachsten  Bechnungsoperationen  wurde  alsdann 
Ton  Ärgand  dargelegt  (Essai  sur  une  mani^re  de  repr^senter  les  quantitäs  ima- 
ginaires  dans  les  constructions  gdom^triques,  Paris  1806),  und  nach  Wessel  und 
Argtmd  auch  von  einer  Reihe  anderer  Geometer  (s.  die  zweite  Ausgabe  von 
Ärgand' B  Schrift  von  J.  Hoüel,  Paris  1874).  Gauss  benutzt  sie  im  Druck  nicht 
vor  1825  (Abhandlung  über  Eartenprojektionen ,  Astron.  Abb.  von  Schumachery 
Heft  8,  Altena  1826;  Werke  4,  p.  189;  OsHoald'B  Klassiker  Nr.  55,  Leipzig  1874). 
YgL  indessen  Gauss'  Brief  an  Bessel  vom  18.  Dez.  1811. 

Andere  Darstellungsweisen  des  Imaginären,  hierhergehörige  Betrachtungen 
fiber  Doppelverhältnisse,  die  sogenannte  geometrische  Theorie  des  Imaginären, 
femer  Anwendungen  auf  Funktionentheorie,  reelle  Geometrie,  Zahlentheorie  und 
Mechanik  werden  in  den  diese  Gegenstände  behandelnden  Artikeln  der  Ency- 
dopädie  zu  besprechen  sein. 
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Pig.  8. 


und 

if  ==  r  (cos  ^i  +  1  sin  9> ) 

darzustellen  y  drehe  man  die  Strecke  (r ,  9  )  um 
den  Winkel  fp  im  positiven  Sinn  der  Winkel^ 
und  vergrössere  hierauf  den  Radius  r  im  Ver- 
hältnis r :  1 .  Der  so,  mit  Hülfe  zweier  ähnlicher 
Dreiecke,  gefundene  Punkt  ist  der,  der  das  Pro- 
dukt /'  =  BZ   repräsentiert  (Fig.  3). 

Endlich  wird  der  reciproke  Wert  von  z  in 
folgender  Weise  geometrisch  bestimmt:  Man 
unterwirft  den  Punkt  z  einer  Transformation 
durch  reciproke  Radien  (Inversion,  III A7) 
in  Bezug  auf  den  Kreis,  der  mit  dem 
Radius  Eins  um  den  Anfangspunkt  der 
Goordinaten  beschrieben  ist,  und  sucht 
hierauf  das  Spiegelbild  des  gefundenen 
Punktes  in  Bezug  auf  die  rr- Achse:  der 
so  ermittelte  Punkt  ist  der,  der  die  com- 
plexe Grösse  /=—  repräsentiert  (Fig.  4). 

Hiemach  kann  man  durch  Gonstruo- 
tion  das  Bild  einer  jeden  complexen 
Grösse  ermitteln,  die  aus  einer  endlichen 
Anzahl  von  solchen  durch  die  Operatio- 
nen der  Addition,  Multiplikation  und  Division  in  endlicher  Wieder- 
holung entsteht. 

6.  Darstellnng  gewisser  Transformationagruppen  mit  Hülfe 
gewöhnlicher  complexer  Grössen.  Die  in  Nr.  6  besprochene  Deutung 
des  Rechnens  mit  complexen  Grössen  durch  geometrische,  in  einer 
Ebene  auszufiihrende  Operationen  ist  von  Bedeutung  geworden  durch 
ihre  zahlreichen  Anwendungen  in  der  Algebra,  Funktionentheorie, 
Geometrie  und  mathematischen  Physik.  Wir  bringen  hier  nur  die 
Verwendung  der  gewöhnlichen  complexen  Grössen  zur  analytischen 
Darstellung  gewisser  Transfonnationsgruppen  [s.  durchweg  Art.  ü  A  6] 
einer  zweifach  ausgedehnten  Mannigfaltigkeit  zur  Sprache. 

Eine  jede  der  Formeln 

(14)  a;'  =  a;  +  a, 

(15)  X  =  ax, 

(16)  X  =  ax  -^h, 

^      (ad-hc^O), 


Fig.  4. 


(17) 


X   = 
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stellt;  wenn  man  die  Grössen  a,h,  . . .  als  Parameter ^  x  als  unab- 
hängige, x'  als  abhängige  Veränderliche  auffasst,  die  sämtlichen  Trans- 
formationen einer  nach  der  Terminologie  von  S.  Lie  endlichen  conti- 
nuierlichen  Gruppe  [11  A  6]  vor.  Deutet  man  x  etwa  als  Abscisse  eines 
Punktes  in  einer  geraden  Linie,  so  stellt  die  Formel  (17)  die  reellen 
Transformationen  der  dreigliedrigen  sog.  allgemeinen  projectiven  Gruppe 
dieser  einfach  ausgedehnten  Mannigfaltigkeit  dar,  und  die  Formeln 
(14)  bis  (16)  liefern  alle  „Typen"  continuierlicher  Untergruppen  dieser 
Gruppe:  (16)  die  zweigliedrige  Gruppe  aller  der  Transformationen 
von  (17),  die  einen  bestimmten  Punkt  —  den  Punkt  cx>  —  in  Ruhe 
lassen;  (15)  die  eingliedrige  Untergruppe,  bei  der  zwei  Punkte  —  0 
und  oo  —  in  Ruhe  bleiben;  (14)  endlich  die  Ausartung  der  letzten 
Gruppe,  alle  Transformationen  der  Gruppe  (17)  enthaltend,  die  einzeln 
einen  bestimmten  Punkt  —  den  Punkt  oo  —  und  keinen  weiteren 
in  Ruhe  lassen.  Entsprechendes  gilt,  wenn  man  den  Grössen  x  und 
x'f  wie  auch  den  Parametern  a,  6,  .  . .  complexe  Werte  beilegt,  und, 
wie  es  gebräuchlich  ist,  von  „imaginären"  Punkten  der  Geraden  spricht 
[III  A  1,  5;  B  1]:  die  Formeln  umfassen,  in  dieser  allgemeineren  Be- 
deutung, alle  reellen  und  „imaginären"  Transformationen  der  genann- 
ten Gruppen. 

Lässt  man  x,  x,  a,  h, , . .  wieder  complexe  Grössen  bedeuten,  be- 
dient man  sich  aber  der  unter  (5)  besprochenen  Darstellung  dieser 
Grössen  durch  die  reellen  Punkte  einer  Ebene,  so  dienen  dieselben 
Formeln  zur  analytischen  Darstellung  anderer  Gruppen,  und  zwar  zu- 
nächst zur  Darstellung  der  reellen  Transformationen  gewisser  conti- 
nuierlicher Gruppen  einer  zweifach  ausgedehnten  Mannigfaltigkeit. 
Offenbar  umfasst  (14)  jetzt  die  Gesamtheit  aller  reellen  sogenannten 
„Schiebungen",  die  Transformationen  einer  zweigliedrigen  reellen  Gruppe, 
bei  denen  ein  jeder  Punkt  um  eine  Strecke  von  constanter  Länge  und 
Richtung  fortgerückt  wird;  (15)  stellt  eine  reelle  zweigliedrige  Gruppe 
von  Ähnlichkeitstransformationen  dar,  die  Gesamtheit  aller  „eigentlichen" 
Ahnlichkeitstransformationen  (Transformationen  ohne  Umlegung  der 
Winkel)  umfassend,  bei  denen  der  Anfangspunkt  —  der  Punkt  0  — 
in  Ruhe  bleibt;  (16)  bedeutet  die  reellen  Transformationen  der  vier- 
gliedrigen  Gruppe  aller  eigentlichen  Ahnlichkeitstransformationen,  die 
entsteht,  wenn  man  die  Transformationen  (14)  und  (15)  zusammen- 
setzt; (17)  endlich  umfasst  die  Gesamtheit  aller  reellen  Punkttrans- 
formationen der  Ebene,  die  Kreise  in  Kreise  überfuhren  und  den  Sinn 
der  Winkel  ungeändert  lassen  ^^). 

11)  Art.  über  Inversionsgeometrie,  m  A  7.  —  Es  ist  mir  nicht  bekannt, 
wer  den  letzten  Satz  gerade  in  dieser  Form  zuerst  ausgesprochen  hat.    In  der 
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Zu  diesen  als  den  einfachsten  geometrischen  Anwendungen  com- 
plezer  Grossen  kommen  noch  andere  ähnUcher  Art.  So  steUen  die 
Formeln  (17)  zusammen  mit  den  Formeln 

(17b)  ^'  =  STä     (««^-ft^  +  O), 

(worin  i'  die  zu  oi  conjugiert-complexe  Grosse  bedeutet)  die  Gesamt- 
heit aJUer  reellen  Punkttransformationen  einer  Ebene  Tor,  die  Kreise 
in  Kreise  überfahren,  die  sechsgliedrige  (sog.  gemischte)  Gruppe  der 
JlföZ^Wschen  E[reisverwandtschaften;  bei  Beschränkimg  der  Parameter 
a,  6,  c,  d  in  (17)  auf  reelle  Werte  entstehen  die  reellen  Transforma- 
tionen einer  dreigliedrigen  Untergruppe,  die  bei  Beschrankimg  von  x 
auf  Werte  mit  positivem  imaginärem  Bestandteil  aufgefasst  werden 
kann  als  die  Gruppe  der  Bewegungen  in  einer  Nicht-Euclidischen, 
sog.  £o&a^cAee^5%'schen  Ebene  [III  A  1;  B  1].  Lässt  man  f&r  a,  hy 
c,  d  nur  ganzzahlige  Werte  zu,  die  in  der  Beziehung  ad  —  6c  =  1 
stehen,  so  geht  aus  (17)  eine  Gruppe  von  unendlich  vielen  dis- 
creten  Transformationen  hervor,  die  in  der  Theorie  der  elliptischen 
Funktionen,  insbesondere  der  sog.  Modulfunktionen  auftritt  [U  6  6a 
und  c].  Versteht  man  femer  unter  f{x)  irgend  eine  analytische  Funk- 
tion der  complexen  Veränderlichen  rc  [II  B  1],  so  vermitteln  die  For- 
meln X  =  f{x)  und  X  =  fix)  die  allgemeinste  conforme  Abbildung 
einer  Ebene  auf  sie  selbst  oder  auf  eine  andere  Ebene  [11  B  1  und 
ni  D  6].  Femer  steht  nichts  im  Wege,  z.  B.  in  den  Formeln  (14) 
bis  (17),  nachdem  beiderseits  die  reellen  und  imaginären  Bestandteile 
gesondert  sind,  den  nunmehr  reellen  Parametern  und  Veränderlichen 
nachträglich  von  neuem  complexe  Werte  beizulegen:  die  Formeln 
(14)  bis  (17)  können  dann  aufgefasst  werden  als  eine  symbolische  Dar- 
stellung sämtlicher,  nämlich  aller  reellen  und  „imi^nären^^  Trans- 
formationen der  zuvor  besprochenen  Gmppen. 

Das  Feld  dieser  Anwendungen  erweitert  sich  noch,  wenn  man  an 
Stelle  der  hier  zu  Grunde  gelegten  Deutung  von  |,  ti  als  Cartesischen 
Coordinaten  irgend  eine  andere  zulässige  geometrische  Deutung  dieser 
Grössen  setzt.  Unter  diesen  wird  vielfach  verwendet  eine  Darstellung 
der  complexen  Grössen  o?  =  |  +  i^  durch  Punkte  einer  Kugel,  eine 
Abbildungsart,  die  aus  der  TFesse^Jiv/and'schen  durch  stereographische 
Projektion  hervorgeht  [H  B  1,  2  b,  c;  III  A  7,  B  2,  3].  Wir  erwähnen 
den  hierdurch  vermittelten  Zusammenhang  der  Eigenschaften  der 
regulären  Körper   mit  gewissen  Problemen   der  Algebra   und  Funk- 


Hauptsache  rührt  sein  Inhalt  wohl  von  Möbius  her  (Abhandlungen  aus  den 
Jahren  1868— 5S,  Ges.  Werke  2). 
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tionentheorie;  und  neuere  Anwendungen  auf  ein  Problem  der  Me- 
chanik") 

Alle  diese  Anwendungen  complexer  Grössen  und  viele  andere, 
wie  z.  B.  die  in  der  Theorie  der  Wärmeleitung  und  der  Minimal- 
flachen  [III  D  5,  6]  haben  das  Gemeinsame,  dass  bei  ihnen  die  Eigen- 
schaft des  Rechnens  mit  complexen  Grössen  als  einer  Erweiterung 
des  gewöhnlichen  Zahlenrechnens  in  den  Hintergrund  tritt,  und  dass 
diese  Grössen  ab  ein  sogenannter  Algorithmus  oder  geometrischer  Calcul 
zur  Zusammenfassung  und  formalen  Vereinfachung  mehrerer  Formeln 
der  analytischen  Geometrie  dienen.  Es  ist  das  eben  der  Gesichts- 
punkt, von  dem  aus  die  Einführung  der  nunmehr  von  uns  zu  be- 
trachtenden  sogenannten  höheren  complexen  Grössen  sich  ab  frucht- 
bringend erwiesen  hat. 

7.  Allgemeiner  Begriff  eines  Systems  complexer  Grössen.    An 

das  geschilderte  Rechnen  mit  Grössenpaaren  sehliesst  sich  naturgemäss 
ein  solches  mit  Tripeln,  Quadrupeln  u.  s.  w.  von  Grössen;  und  zwar 
kann  man,  nachdem  das  Rechnen  mit  den  gewöhnlichen  complexen 
Grössen  einmal  begründet  ist,  einmal  reelle,  sodann  aber  auch  ge- 
wöhnliche complexe  Grössen  zu  Paaren,  Tripeln  u.  s.  w.  zusammen- 
stellen. Je  nachdem  man  das  Eine  oder  das  Andere  thut,  ergeben 
sich  zwei  verschiedene  Begriffe  eines  „Systems  complexer  Grössen^^  oder 
j/x>miplex€r  Zahlen^^^^), 

Seien  abo  q,  a^,  a^,  ,..an  je  nach  der  getroffenen  Festsetzung 
entweder  reelle  oder  gewöhnliche   complexe  Grössen,   so  wird   man 

12)  H.  Ä.  Schwarz,  J.  f.  Math.  75,  p.  292  =  Werke  2,  p.  211.  F.  Klein, 
Yorlesnngen  über  das  Ikosaeder.  Leipzig  1884.  H,  Weher,  Algebra  II.  Braunschw. 
1896.     F.  Klein  ü.  ä.  Sommerfeld^  Theorie  des  Kreisels.    Leipzig  1897. 

IS)  Die  zweite  Ausdrucksweise  ist  die  üblichere.  Wir  ziehen  die  erste  vor, 
da  diesen  (Gebilden  auch  eine  der  gewöhnlichen  Theorie  der  ganzen  Zahlen 
analoge  ZaMenlheorie  zukommt.  (Vgl.  Anmerk.  52.)  —  Beide  Begriffe  gehen  im 
wesentlichen  zurück  auf  Hamilton^  der  in  seinen  Quatemionen  und  Biquater- 
nionen  bereits  1843  das  nach  den  gemeinen  complexen  Grössen  interessanteste 
Beispiel  geliefert  hat.  Doch  macht  H.  (Lectures,  Preface)  bei  der  Multiplikation 
eine  Unterscheidung  zwischen  Operator  und  Operandus,  die  f£Lr  die  Anwendungen 
nicht  nötig  ist  und  die  Klarheit  der  Darstellung  beeinti^htigt.  Diese  Unter- 
scheidung scheint  zuerst  von  JET.  Hahkel  (a.  a.  0.)  aufgehoben  worden  zu  sein. 
Mathematiker  englischer  Zunge  gebrauchen  nach  dem  Vorgänge  von  B,  Peirce 
(vgl.  Atito  17)  den  Ausdruck  „Linear  Ässociative  Algebra"  fflr  unseren  Gegen- 
stand, Einige  verwenden  auch  das  Wort  Algebra  im  Pluralis.  —  Bei  den  ver- 
wandten Begrifbbüdungen  Cfrassmann'a  (s.  Anmerk.  6)  fehlt  ein  wesentliches 
Moment,  nämlich  die  Zurückleitung  der  Produkte  auf  die  Grössen  des  Systems 
selbst.  —  Wegen  der  vor  Hamilton  unternommenen  Versuche,  complexe  Grössen 
mit  mehr  als  swei  Einheiten  einzufahren,  s.  Hankel  a.  a.  0.,  §  28  Anm. 
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zunächst  zwei  n-tupel  (o^,  ^9  •  •  *  ein)  und  (b^,  b^^ ...  &«)  ntir  dann  als 
^^gleich^  gelten  lassen^  wenn  o^  :=  2)^^  . . .  a«  =  &«  isi  Es  wird  sodann 
die  Addition  zweier  Grössen-n-tupel  definiert  durch  die  Formel 

(tti,  Oj,  .  .  .  an)  +  (61,  62,  . . .  6«)  =  («1  +  61,  Oj  +  ^»»  •  •  •  ^«  +  ^n)f 

femer   die  Multiplikation   eines  n-tupels  mit  irgend  einer  Grosse  q 

durch 

p(ai,aj,...a«)  =  (paijpOj, ...  pa«). 

Aus  diesen  beiden  Definitionen  folgt^  dass  jedes  System  von  n  Grossen 
sich  additiy  mit  numerischen  Coefficienten  aus  n  passend  gewählten 
zusammensetzen  lässt,  z.  B. 

(«1,  o,, ..  a.)  =  ch(1,  0, 0, ...  0)  +  0^(0, 1, 0, ...  0)  +  ... 

Solche  in  in  mannigfacherWeise  auswählbare  »»-tupel  werden  yyEHnheUen" 
genannt  ^^);  und  (wie  überhaupt  beliebige  n-tupel)  durch  einfache  Zei- 
chen, etwa  durch  e^,  e^,  . . ,  dargestellt,  so  dass 

(«1,  a^,.,.an)='a^=  a^e^  +  a^e^  -| [-  a«c» 

geschrieben  werden  kann.  Die  Einheiten  e^^..,en  bilden  zusammen 
eine  sogenannte  Basis  {Bedekind,  Molien,  ygl.  Anm.  31,  45),  ihre  re- 
ellen oder  gewöhnlichen  complexen  Coefficienten  aij...a^  heissen  Co- 
ardinaten  oder  auch  Componenten  des  n-tupels. 

Der  specifische  Begriff  eines  (geschlossenen)  „Systems  complezer 
Grössen"  ergiebt  sich  hieraus  erst,  wenn  man  neben  die  angefahrten 
Operationen  noch  eine  weitere,  die  sogenannte  MtAUiplikaHan  zweier 
n-tupel  stellt.  Diese  kann  an  und  fiir  sich  in  verschiedener  Weise 
erklärt  werden*),  man  pflegt  aber  an  sie,  wofern  man  von  einem 
„System  complexer  Grössen«  spricht,  heute  ziemlich  aUgemein  die 
folgenden  Forderungen  zu  stellen: 

I.  Das  „Produkt"  oder  „symbolische  Produkt"  ab  zweier  t^tupel 
a,  bj  oder,  was  nun  dasselbe  bedeuten  soll,  zweier  aus  den  Einheiten 
61,... Cn  ableitbarer  „complexer  Grössen"  a,  6  (s.  oben)  soll  wieder  ein 
n-tupel  derselben  Art,  also  eine  aus  denselben  Einheiten  ableitbare 
complexe  Grösse  sein. 

U.  Diese  („symbolische^^  Multiplikation  soll  mit  der  Addition 
durch  das  „distributive  Gesetz^*  verbunden  sein: 

(18)  a(b  -}-  c)  =  «6  +  ac,     (6  -^  c)a  =  6a  +  ca. 

III.   Die  Multiplikation  soll  das  „associative  Gesetz"  erf&llen: 

(19)  {ab)c  =  a{bc). 

Nicht  allgemein  verlangt  wird  das  Bestehen  des  „commutativen  Gb- 


14)  Weitfstrasa  und  andere  gebrauchen  den  Ausdruck  Haujjfeinlieiten. 
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setzes^  a&  SB  &ä  ftlr  die  als  Multiplikation  bezeichnete  Verknüpfung^ 
weshalb  auch  von  den  beiden  Forderungen  (18)  keine  eine  Folge  der 
anderen  ist.    Dagegen  pflegt  man  als  weitere  Forderung  hinzuzufügen: 

lY.  Die  Multiplikation  soll  eine  im  allgemeinen  umkehrbare 
Operation  sein,  es  soll  also  im  allgemeinen  möglich  sein^  aus  einer 
Gleichung  der  Form  ah  =  c  die  Grösse  a  sowohl  als  auch  die  Grösse 
b  zu  bestimmen ;  wenn  im  einen  Fall  b  und  c,  im  anderen  a  und  c 
gegeben  sind.  Diese  Forderung  der  Möglichkeit  beider  Arten  von 
,jDivi$ionf^  ist  äquivalent  mit  der  anderen,  dass  eine  complexe  Grösse 
ef>  =  £^^1  H (-  £«6*  vorhanden  sein  soll,  die  den  beiden  Gleichungen 

(20)  6^a  =  a,     ac^  =  a 

identisch  (fÖr  alle  Wertsysteme  der  Coordinaten  ai,...a«)  genügt.  — 
Nach  dem  üblichen  Sprachgebrauch  ist  also  ein  „System  complexer 
Grössen^  erst  dann  vollkommen  definiert,  wenn  die  bei  der  Multipli- 
kation zweier  n-tupel  oder  Grössen  a  =  SaiCi^  b  =  SbiCi  anzu- 
wendenden Rechnungsregeln  bekannt  sind.  Die  Bedingungen  I  und  II 
werden  in  allgemeinster  Weise  erfüllt,  wenn  man  setzt 

n 

(21)  c,ex  =  ^ yixies       (i,  x  =  1  •  •  •  n) , 

und  unter  yi^g  reelle  oder  gewöhnliche  complexe  Grössen  versteht. 
Die  Bedingung  III  wird  sodann  erfüllt,  wenn  allgemein  (eiex)ei  =  Ci^e^ei) 
istj  wenn  man  also  die  n'  Grössen  yt^t  derart  wählt,  dass 


n  m 

(22)  ^'yix.y.jt^^i 


y^cjsyist 


wird  (i,  Xyj,  <  =  1,  2, . . .  n).    Die  letzte  Fordenmg  IV  endlich  deckt 
sich  mit  der  anderen,  dass  keine  der  Determinanten  [I  B  1] 

(23)  |^^y^x#a,-|,       |^y,-x,a« 

identisch  (für  jede  Wahl  der  Grössen  o,)  verschwinden  soll. 

Sind  diese  beiden  letzten  Forderungen  erfüllt,  so  haben  die  bei- 
den Determinanten  (23),  als  Funktionen  der  Grössen  a^,  dieselben 
(im  analytischen  Sinne,  11  B  1)  irreducibelen  Teiler;  sie  verschwinden 
also  für  dieselben  Wertsysteme  dieser  Grössen.  Sind  sie  für  ein  be- 
stimmtes Grössensystem  a^, ,..  an  von  Null  verschieden,  so  haben  die 
beiden  Gleichungen 

(24)  aa;  =  6,      ya=^b 

jede  eine   und  nur   eine   Lösung   x,  y;    und   es   wird    insbesondere 
jB-KysseO,   wenn  b  ^^  a   (s.  Gl.  20);   sind  jene  Determinanten  da- 

Jteojklop.  d.  matb.  Wineiuob.    I,  11 
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gegen  gleich  Null^  so  giebt  es  immer  von  Null  verschiedene  Lösungen 
X,  y  der  beiden  Gleichungen 

(25)  aa;==0,      ya  =  0. 

a,  X  und  y  heissen  dann  „Teuer  der  JTttB",  nach  K.  Weierstrass,  der 
übrigens  auch  die  Null  (0,  0^ . . .  0)  selbst  noch  unter  diesen  Begriff 
fasst.    (Vgl  Anm.  30.) 

Die  Grosse  ^  nimmt  innerhalb  des  betrachteten  Systems  com- 
plexer  Grossen  eine  ähnliche  Stellung  ein,  wie  die  Einheit  unter  den 
reellen  Grossen.  Sie  ist  deshalb  die  „Zahl  Eins^^  des  Systems  ge- 
nannt worden^  auch  hat  man  den  auf  alles  Mögliche  angewendeten 
Ausdruck  ,^odul"  für  sie  ebenfalls  vorgeschlagen.  Wir  werden  sie 
HoMpteinheit  des  Systems  nennen.  Unter  dem  recyprdken  Wert  der 
Grösse  a,  dargestellt  durch  das  Zeichen  cr-\  verstehen  wir  sodann, 
sofern  a  kein  Teiler  der  Null  ist,  die  gemeinsame  Lösung  der  Glei- 
chungen 

(26)  az  =  €9,      ea  =  e^. 

Die  Lösungen  der  Gleichungen  (24)  werden  nunmehr  dargestellt 
durch 

(27)  x^a-^hj      y^barK 

Sind  die  Grössen  a  und  b  „vertauscKbar^^  d.  h.  besteht  die  Gleichung 
ab  ^=^ba,  so  sind  diese  Grössen  x,  y  einander  gleich.  — 

Der  auseinandergesetzte  Begriff  eines  Systemes  complezer  Grössen 
kann  in  der  Weise  erweitert  werden,  dass  man  die  Forderungen 
I — in  aufrecht  erhält,  die  Forderung  IV  aber  fallen  lässi  Zu  den 
besprochenen  treten  dann  neue  „Systeme  ohne  Haupteinfteüf^,  auch  mit 
einem  die  Vorstellung  eines  Grenzüberganges  hervorrufenden  und  da- 
her nicht  ganz  angemessenen  Ausdruck  „ausgeartete^  Systeme  com- 
plexer  Grössen  genannt.  In  einem  jeden  solchen  System  ist  bei  jeder 
Wahl  des  Divisors  immer  mindestens  eine  Art  der  „Division^'  eine 
unmögliche  oder  unbestimmte  Operation. 

8.  Typen,  Gestalten',  Bedaoibilität.  Aus  den  Darlegungen  der 
vorigen  Nummer  geht  hervor,  dass  alle  Eigenschaften  irgend  eines  be- 
sonderen Systems  complexer  Grössen  völlig  bestimmt  sind  durch  das 
System  der  w*  Constanten  y,x«.  Je  nachdem  man  nun  von  vom 
herein  gewöhnliche  complexe  oder  nur  reelle  Grössen  zu  n-tupeln 
vereinigt  hat,  wird  man  nun  auch  für  die  Gonstanten  yi^i  gewöhnliche 
complexe  oder  aber  nur  reelle  Werte  zulassen.  Es  ergiebt  sich  hier^ 
aus  das  eine  oder  andere  der  beiden  Probleme:  „Man  soll  alle  Systeme 
von  gewöhnlichen  complexen  [reellen]  Grössen  y,x,  finden,   die  den 
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Oleichungen  (22)  Genüge  leisten^  und  ausserdem  so  beschaffen  sind^ 
dass  keine  der  Determinanten  (23)  identisch  verschwindet".  —  Diese 
Aufgaben  lassen  eine  noch  präcisere  Fassung  zu.  Es  sind  nämlich  zu- 
gleich mit  irgend  einem  System  complexer  Grossen  in  gewissem  Sinn 
bekannt  alle  die^  die  aus  ihm  durch  eine  Änderung  der  Basis  (<?i  . . .  €n\ 
also  durch  andere  Auswahl  der  Einheiten  herrorgehen.  Eine  solche 
Änderung  wird  analytisch  ausgedrückt  durch  eine  lineare  Transforma- 
tion von  nicht  verschwindender  Determinante^ 

(26)  c/  =  ^»c,«6x         (i,  x=  l,...n), 

wobei  die  c,«  im  übrigen  beliebige  gewöhnliche  complexe  [reelle]  Werte 
haben  dürfen.  Femer  ist  mit  einem  gegebenen  System  zugleich  be- 
kannt das  sogenannte  reciproke  System  des  ersten^  ein  System^  das 
man  erhalt^  wenn  man  je  zwei  Grossen  y,»»  iiiid  Vxit  vertauscht. 
Man  wird  also  alle  diese  durch  einfache  Transformationen  auseinander 
hervorgehenden  Systeme  durch  irgend  eines  unter  ihnen  repräsentieren 
können. 

Wir  rechnen  zwei  Systeme  complexer  Grössen  zu  demselben 
„Typus^'y  wenn  sie  durch  Vertauschung  der  Constanten  yi^,  und  y^is, 
und  ebenso,  wenn  sie  durch  eine  lineare  Transformation  (26)  mit  ge- 
wöhnlichen complexen  Coefficienten  dx  aus  einander  hervorgehen.  Wir 
sagen  femer,  ein  System  mit  reellen  Gonstanten  yi^t,  kürzer  ein 
redles  System  comjaiexer  Grössen,  sei  eine  reeUe  Gestalt  des  Typus,  dem 
es  angehört;  und  wir  betrachten  zwei  reelle  Gestalten  desselben  Typus 
nur  dann  als  verschieden,  wenn  sie  ni(M  durch  eine  lineare  Trans- 
formation (26)  mit  redien  Coefficienten  c,,  und  etwanige  Vertauschung 
von  yint  mit  yx.«  aus  einander  hervorgehen.  Die  obigen  Aufgaben 
können  nunmehr  so  formuliert  werden: 

nVon  jedem  Typus  von  Systemen  complexer  Grössen  mit  n  Ein- 
heiten einen  Bepräsentanten  ßmugd>en,^*^ 

yyBei  den  Typeti,  die  reelle  Gestalten  haben,  vofi  jeder  Gestalt  einen 
Repräsentanten  anzugebend 

Hat  ein  Typus  nur  eine  einzige  reelle  Gestalt,  so  wird  man  na- 
türlich diese  auch  als  Repräsentanten  des  Typus  selbst  wählen. 

Das  so  gestellte  Problem  lässt  eine  weitere  Vereinfachung  zu. 
Hat  man  nämlich  zwei  Systeme  complexer  Grössen  mit  n  und  m 
Einheiten  (^...ß»)^  (^f'^m)}  so  geht  aus  ihnen  ein  neues  mit 
n-^m  Einheiten  e^  ...Cn,  fjf-fjm  hervor,  wenn  man  zu  den  Multi- 
plikationsregeln e^öx  =^yii(9^n  ViVx  =^^«x«^*  der  einzelnen  Systeme 
noch  die  weiteren  eifjn  =  Vt^i  =  0  (i  =  1 . . .  n,  x  =  1 . . .  w)  hinzufügt. 
Hieraus  ergiebt  sich  ein  Begriff  der  Bedtwibilität  von  Systemen  com* 


164  I  A  4.  Höhere  compleze  Grössen. 

plexer  ZaMeii;  oder  vielmehr;  es  ergeben  sich  zwei  solcher  Begriffe. 
Wir  sagen,  ein  System  complexer  Grossen  sei  „reducibd^^  schlechihin, 
wenn  vermöge  einer  linearen  Transformation  (26)  mit  gewöhnlichen 
complexen  Coefficienten  Ciji  die  Einheiten  einer  Basis  auf  mehrere 
Schichten  derart  verteilt  werden  können,  dass  alle  Produkte  von  Ein- 
heiten der  einen  Schicht  mit  denen  aller  übrigen  Schichten  gleich 
Null  sind;  wir  nennen  das  System  irredacibel  im  entgegengesetzten 
Falle.  Wir  nennen  femer  ein  System  mit  reellen  Gonstanten  y»»,  „reell- 
reducibel"  oder  j^reell-irredtwibeV^  je  nachdem  sich  eine  solche  in 
Schichten  zerlegte  Basis  durch  eine  lineare  Transformation  (26)  mit 
reellen  Coefficienten  c,>  einführen  lässt  oder  nicht.  Ein  jedes  System 
complexer  Grössen  (mit  Haupteinheit)  kann  nur  auf  eine  Weise  in 
irreducibele  Systeme  zerlegt  werden,  wenn  man  von  der  bei  der  Wahl 
der  Basis  eines  jeden  Teilsystemes  noch  vorhandenen  Willkür  absieht, 
und  ebenso  jedes  reelle  System  nur  auf  eine  Weise  in  reell-irreduci- 
bele  Systeme.  Die  Eigenschaften  der  Beducibilitat  oder  Irreducibilitat 
kommen  allen  Systemen  eines  Typus,  und  soweit  reelle  Systeme  in 
Frage  kommen,  allen  Systemen  derselben  Gestalt  eines  Typus  in  glei- 
cher Weise  zu.  Um  die  obigen  beiden  Aufgaben  fttr  einen  bestimm- 
ten Wert  der  Zahl  n  vollständig  zu  lösen,  hat  man  daher  nur  auf- 
zuzählen : 

I.  AUe  Typen  irreducibeler  Systeme^  hei  denen  die  ZaM  der  Ein- 
heiten <n  ist 

n.  AUe  verschiedenen  reellen  Gestalten  dieser  Systeme, 

ni.  AUe  reeU-irreducibelen  Gestalten  von  Typen  reducibder  Systeme^ 
bei  denen  die  Zahl  der  Einheiten  ^  n  ist 

Die  Lösung  der  dritten  unter  diesen  Aufgaben  lässt  sich  auf  die 
der  ersten  zurückführen.  Ist  (i?i . . .  17«»)  die  Basis  eines  irreducibelen 
Systemes  mit  den  Multiplikationsregeln  iy,-i?x  =  ^*ix«  17,,  so  erhält 
man  ein  zweites  System  mit  den  m  Einheiten  -©"i . . .  d-m,  wenn  man 

setzt  ^i^it=^ 2^in9^t}  und  unter  d,-,f,  den  conjugiert- complexen 
Wert  von  Su,  versteht.  Setzt  man  sodann  ly.O"«  =  0,  und  fEIhrt  man 
die  neuen  Einheiten 

(27)  e^^rin  +  ^ny      e*  =  i(^x  —  ^x) 

ein,  so  ist  das  so  entstehende  reducibele  System  mit  der  Basis 
{ei...em,  e^  ...Cn?)  reell  und  reell-irreducibel;  und  man  findet  alle 
unter  HI  verlangten  Gestalten,  wenn  man  fQr  (iji . . .  17»,)  der  Reihe 
nach  je  einen  Repräsentanten  eines  jeden  irreducibelen  Typus  setzt, 

dessen  Basis  ^  oder  weniger  Einheiten  enthält. 

Es  bleiben  also  zu  lösen  die  Probleme  I  und  IL 
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Es  giebt  ein  einfaches  Kriterium  der  Bedtunbüität  eines  vorge- 
legten Systemes  complexer  Grossen  mit  gewöhnlichen  complexen  oder 
auch  reellen  Constanten  y,»,:  Bei  jedem  reducibelen  [reellen  und  reell- 
reducibelen]  System  sind  die  Haupteinheiten  der  irreducibelen  Teil- 
systeme solche  Grössen,  deren  Quadrate  ihnen  selbst  gleich  sind,  und 
die  überdies  mit  aUen  Grössen  des  Systems  yertauschbar  sind.  Ist 
umgekehrt  in  einem  System  mit  n  Einheiten  e^ . . .  e»  eine  von  e°  ver- 
sdiiedene  Grösse  [reelle  Grösse]  s  vorhanden,  för  die 

(28)  «*  =  B,       BCx  =  €x6  (x=  l  .,,  n), 

so  sind  6  und  rj^eP  —  s  die  Haupteinheiten  zweier  (möglicher  Weise 
wieder  reducibeler)  Teilsysteme;  und  diese  Teilsysteme  werden  da- 
durch gefunden,  dass  man  unter  den  Produkten  86^  und  den  Pro- 
dukten fjßx  je  ein  System  von  linear -unabhängigen  auswählt,  und 
diese  Grössen  (deren  Gesamtzahl  gerade  n  beträgt)  als  neue  Einheiten 
einfahrt  1*). 

Ausser  der  eben  geschilderten  Operation  des  Nebeneinandersetzens 
der  Einheiten  zweier  Systeme  complexer  Grössen  giebt  es  noch  ein 
anderes  als  ,yMtdHplika;ti(m  zweier  Systeme  miteinander^'  bezeichnetes 
Verfahren,  aus  zwei  solchen  ein  drittes  herzuleiten^^).  Dieses  besteht 
darin,  dass  man  die  formal  gebildeten  Produkte  der  Einheiten  d,  ej 
zweier  Systeme  als  Einheiten  ly,^  =  c,e/  =  ejei  eines  neuen  Systems 

auffasst,  und,  wenn  e.g«  =  ^yi,i»e^,  elej  =  ^y!«^g/  angenommen 
wird,  die  Produkte  von  zweien  der  neuen  Einheiten  gemäss  der  Formel 

(29)  riin  'Vlfn  ~^  yus  Vlmt '  V^ 

auf  diese  Einheiten  zurückführt. 

Das  Verfahren  kommt  darauf  hinaus,  dass  man  als  Coordinaten 
c^  , . ,  ün  einer  Grösse  eines  vorgelegten  Systems  statt  reeller  oder 
gewohiüicher  complexer  Grössen  überhaupt  Grössen  irgend  eines  be- 


14)  Vgl.  hierzu  E,  Study,  Gott.  Nachr.  1889,  p.  287;  die  obigen  Begriffs- 
bildangen  und  Problemen  zu  Grande  liegende  Anschauungsweise  rührt  von 
8.  Lie  her  [11 A6J;  das  Kriterium  der  Reducibilität  von  G.  Scheffers,  Math.  Ann. 
39  (1891),  p.  293.  Dort  wird  der  Begriff  des  Typus  etwas  anders  gefasst,  als  im 
Texte,  aber  ebenso  wie  hier  bei  S.  Lie  u.  Scheffers,  Cont.  Gruppen,  Leipzig  1893. 

15)  Obige  Ausdrucksweise  braucht  Scheffera  a.  a.  0.  Die  Operation  selbst 
igt  schon  von  W.  K,  Clifford  in  ausgedehntem  Masse  verwendet  worden:  Am.  J. 
of  Math.  1  (1878),  p.  350  -»  Math.  Papers  (London  1883)  Nr.  SO.  Vgl.  dazu 
jET.  Taber,  Am.  J.  of  Math.  12  (1890),  p.  387,  insbesondere  §  25.  Die  zuletzt 
genannte  Abhandlung  ist  besonders  geeignet  zur  Orientierung  über  die  eigen- 
tümliche Anschauungsweise  und  Terminologie  der  englisch-amerikanischen  Ma- 
thematiker. 


(30) 

^0       ■  ^0> 

(31) 

^0    —  ^> 

(32) 

^0            ^0» 
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stimmten  zweiten  Systems  nimmt.  Der  Zusammenhang  zwischen  den 
Eigenschaften  des  als  „ Produkt ^^  (Compound)  bezeichneten^  abge- 
leiteten Systems  und  den  Eigenschaften  der  beiden  gegebenen  Systeme 
ist  nicht  einfach.  Doch  ergeben  sich  mehrere  für  Anwendungen  be- 
sonders geeignete  Systeme  complexer  Grössen  gerade  auf  diese  Weise. 

9.  Systeme  mit  zwei»  drei  und  vier  Einheiten.  Wir  erföutem 
die  Begriffsbildungen  der  vorigen  Nummer  durch  Au&ahlung  aller 
möglichen  Systeme  complexer  Grössen  mit  zwei,  drei  oder  vier  Ein- 
heiten. 

Systeme  mit  zwei  Einheiten, 

Es  giebt  nur  drei  reelle  Systeme  mit  zwei  Einheiten,  die  sämt- 
lich das  commutative  Gesetz  der  Multiplikation  befolgen.  Die  zuge- 
hörigen Multiplikationsregeln  sind,  nach  geeigneter  Wahl  der  Basis, 
diese: 

6qCj  =  6j6q  =  e^j     e^  =  e^ , 

Von  diesen  ist  nur  das  letzte,  das  aus  den  beiden  ersten  durch  einen 
Grenzübergang  hergeleitet  werden  kann,  irreducibeL  Das  zweite  Sy- 
stem (31)  ist  das  der  gewöhnlichen  complexen  Grossen;  es  ist  redu- 
dbel,  aber  reeU-irredudbel  nach  der  Definition  der  Nr.  8.  Es  geht 
in  das  erste  System  (30)  über  durch  die  imaginäre  Substitution 
e^  =  6o,  e/  =  tCi-  Die  Systeme  (30)  und  (31)  sind  also  zwei  ver- 
schiedene reelle  Gestalten  eines  und  desselben  Typus  (während  (32) 
einen  anderen  Typus  repräsentiert).     Die  erste  dieser  Gestalten,  (30), 

ist  reell-reducibel;  denn  führt  man  die  neuen  Einheiten  ^  =  z{%'\'^j 
gj'  =  -(^^ — e^)   ein,  so  erhält  man  die  Multiplikationsregeln: 

(30b)  ei'*=ei',     e^e^=e^e^=Oj     e^^=e^. 

Das  System  der  gewöhnlichen  complexen  Grössen  tritt  hiemach  in  der 
aUgemeinen  Theorie  der  complexen  Grössen  an  zwei  verschiedenen  Stellen 
auf.  Bei  Aufzählung  der  Typen  irreducibeler  Systeme  erscheint  es 
als  das  einzige  System  mit  einer  Einheit  {e^  =  e^\  bei  Aufzählung 
der  reellen  und  reell -irreducibelen  Systeme  erscheint  es  unter  den 
Systemen  mit  zwei  Einheiten. 

Von  Systemen  mit  drei  und  vier  Einheiten  zählen  wir  nur  die 

16)  S.  Pincherle  nach  Vorlesuogen  von  Weierstrass^  Giom.  di  mat.  18  (1880), 
p.  205,  wo  allerdings  das  dritte  System  nicht  ausdrücklich  aufgeführt  wird, 
und  A.  Cayley,  Lond.  Math.  Proc.  15  (1883—84),  p.  186. 
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irreducibelen  und  reell -irreducibelen  auf^^.  Wir  stellen  ihre  Multi- 
plikationsregeln in  Oestalt  quadratischer  Tafeln  zusammen.  Cq  be- 
deutet in  jedem  Falle  die  Haupteinheit;  der  Wert  des  Produktes  eie^ 
ist  in  der  Horizontalreihe  enthalten^  die  links  dy  und  in  der  Yertical- 
reihe^  die  oben  6«  enthält. 


(33) 


Irreducibde  Systeme  mit  drei  Einheiten. 
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Irreducibele  Systeme  i 

mit  vier  Einheiteti. 
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17)  E.  Study,  Gott.  Nachr.  1889,  p.  287.  Monatsh.  f.  Math.  1  (1890),  p.  283. 
Verwandte  Untersuchungen  hatte  bereits  1870  B.  Peirce  angestellt:  Am.  J.  of 
Math.  4  (1881)  p.  97.  Indessen  ist  dieser  Autor  nicht  zu  einer  erschöpfenden 
Au&fthlung  der  Systeme  mit  drei  und  vier  Einheiten  gelangt. 
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Die  Typen  sind  durcli  römische  Ziffern  unterschieden,  die  ver- 
schiedenen Gestalten  eines  und  desselben  Typus  durch  diesen  ange- 
hängte Indices  a,  b.  Das  zuletzt  (ohne  Nummer)  angeführte  System 
repräsentiert  die  einzige  reell -irreducibele  Gestalt  eines  reducibelen 
Typus,  die  bei  vier  Einheiten  vorkommt.  Es  wird  zerlegt  durch  Ein- 
führung der  neuen  Einheiten  e/.  Jedes  dieser  Systeme,  mit  Ausnahme 
von  n,  kann  durch  Einführung  neuer  Einheiten  in  sein  reciprokes 
System  übergeführt  werden.  I,  IV,  V  und  X  haben  das  commutative 
Gesetz  der  Multiplikation.  Die  Tafel  III  stellt  unendlich  viele  ver- 
schiedene Typen  dar,  entsprechend  den  verschiedenen  Werten  des 
Parameters  c,  darunter  alle  bei  vier  Einheiten  vorhandenen  Typen 
ohne  reelle  Gestalt,  entsprechend  den  imaginären  Werten  von  c.  Via 
ist  das  von  Hamilton  1843  entdeckte  System  der  QtuUemionen.  Via 
und  Vlla  gehen  in  die  Gestalten  Vib  und  Vllb  über  durch  die  ima- 
ginäre Substitution 

ebenso  IVa  in  IVb  durch  Einführung  von  eg'=  ie^  an  Stelle  von  e^. 

10.   Speoielle  Systeme  mit  n^  Einheiten.     Bilineare   Formen. 

Besonders  untersucht  worden  ist  eine  Elasse  von  Systemen  com- 
plexer  Grössen  mit  einer  quadratischen  Zahl  von  Einheiten,  die  aus 
der  Theorie  der  linearen  Transformationen  entspringt.  Durch  jedes 
System  von  n^  reellen  oder  gewöhnlichen  complexen  Grössen  o,-» 
(e,  X  =  1  . . .  n)  —  also  durch  eine  (quadratische)  sogenannte  Matrix 
||a,x||  [Art.  I  B  Ib]  —  ist  eine  lineare  Transformation 

(35)  y«  =  ^  tti^Xi  (x  =  1  . . .  n) 

1 

bestimmt  (deren  Determinante  |a,x|  hier  nicht  notwendig  als  von 
Null  verschieden  vorausgesetzt  wird),  und  ebenso  eine  bilineare  Form 
[I  B  1  b] 


n         H 


(36)  ^  =  ^  ^  a.«  ^i  ^n . 

1       1 

Führt  man  nun  die  zu  einer  zweiten  Matrix  von  n'  Elementen 
\\bix\\  oder  einer  bilinearen  Form  B  gehörige  lineare  Transformation 
nach  der  ersten  aus,  so  entsteht  eine  neue  lineare  Transformation, 
zugehörig  zu  der  Matrix  ||cix||  und  der  bilinearen  Form  C,  wobei 

n 

(37)  Cij  =  ^»  ai^b^j , 

(88)  C-^S^'^'-'-Hlili- 


X  *    "     « 
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Die  B^el,  wonach  hier  aus  zwei  Matrices  oder  bilinearen  For- 
men eine  dritte  hergeleitet  wird,  nennt  man  „Zusammensetzung^^  „Com- 
positian^^  oder  auch  „MuUiplikaMon^^  der  Matrices  oder  bilinearen  For- 
men. Man  drückt  den  Inhalt  der  Formel  (38)  durch  die  symbolische 
Oleichung 

(39)  Ä'B=C 

aus,  und  nennt  die  Form  C  das  —  in  der  Reihenfolge  Ä,  B  genom- 
mene und  von  B-  A  zm  imterscheidende  —  (sog.  symbolische)  Produkt 
Yon  A  und  B.  Ofifenbar  ist  diese  Regel  ganz  identisch  mit  der  Multi- 
plikationsregel eines  Systems  com  plexer  Grössen  mit  tt?  Einheiten  e^«* 
Setzt  man 

(40)  eueim  =  ^     («4=0;         eineni  =  eii, 

so  sagen  die  obigen  Formeln  dasselbe  aus,  wie  die  Gleichung 

(41)  (2'«'«^-)(2'^"''"')  =  2''='«^'«-") 

Es  gelten  daher  auch  alle  bei  dem  Rechnen  mit  einem  System  com- 
plexer  Grössen  überhaupt  anzuwendenden  Regeln  insbesondere  für 
das  Rechnen  mit  bilinearen  Formen,  soweit  man  auf  solche  keine 
anderen  Operationen  als  die  Addition,  die  Multiplikation  mit  nume- 
rischen (reellen  oder  gewöhnlichen  complexen)  Grössen,  und  die  oben 
definierte  Multiplikation  zweier  bilinearer  Formen  miteinander  an- 
wendete^.    Aber  auch  umgekehrt  lassen  sich  die  in  der  Theorie  der 

18)  Für  den  Fall  n  »  3  wird  das  obige  System  complezer  Grössen  Ton 
Mathematikern  englischer  Zunge  als  System  der  Nomonen  bezeichnet.  S.  dar- 
über C.  8,  Peirce,  Johns  Hopkins  Circular,  Baltimore  1882,  Nr.  22;  J.  J,  SyU 
vegter  ebenda  Nr.  27.  Vgl.  auch  Anm.  15.  —  Im  aUgemeinen  Falle  brauchen 
Sylvester  u.  A.  fiir  den  besonderen  Zweig  der  Algebra,  der  von  d^r  Zusammen- 
setzung bilinearer  Formen  handelt,  den  Ausdruck  üniversdl  Algebra. 

19)  Die  Zusammensetzung  der  Matrices  ist  so  alt,  als  die  Theorie  der  linea- 
ren Transformationen  selbst;  das  obige  specielle  System  complezer  Qrössen  tritt 
auf,  wo  immer  man  es  mit  linearen  Transformationen  zu  thun  hat.  Das  We- 
sentliche an  der  im  Text  dargelegten  Auffassung  liegt  aber  darin,  dass  der 
ganze  Complex  von  n*  Grössen  a^^  als  etwas  Einheitliches  angesehen  und  durch 
ein  solches  Zeichen  dargestellt  wird,  das  dem  distributiven  und  associativen 
Gesetz  der  „Multiplikation**  einen  formal  einfachen  und  leicht  zu  handhabenden 
Ausdruck  Terleiht.  Diese  Auffassung  findet  sich  angedeutet  schon  bei  Hamüton 
(Lectures),  klar  und  deutlich  bei  CayUy  (Lond.  Trans,  t.  148  [1858],  1859,  p.  17 
■»  Coli.  Math.  Papers  2,  p.  475);  Cayley  muss  daher  wohl  als  Begründer  dieser 
Theorie  angesehen  werden.  Nach  Cayley  haben  viele  Mathematiker  sich  der- 
selben Begriffsbildungen  bedient.  Für  uns  kommen  insbesondere  in  Betracht 
Arbeiten  von  Edm.  Lagtierre  (Ec.  Polyt.  t.  25,  1867,  p.  215),  G.  Frobenius  (J.  f. 
Math.  84,  1878,  p.  1  —  die  gründlichste  Untersuchung  über  diesen  Gegenstand 
— ),  Sylvester  (Johns  Hopkins  Circular,  Baltimore  1888,  Nr.  27,  1884,  Nr.  28;  Am. 
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bilinearen  Formen  gewonnenen  Sätze  auf  beliebige  Systeme  complexer 
Grossen  anwenden.  Die  Multiplikationsregeln  eines  solchen  Systems 
sind  nämlich  selbst  nichts  anderes  als  der  Ausdruck  fCLr  die  Begehi 
der  Zusammensetzung  gewisser  specteUer  bilinctoer  Formen:  setzt 
man,  von  irgend  einem  vorgelegten  System  mit  n  Einheiten  und  mit 
den  Multiplikationsregeln  €{6^=^  ^Yi*»^*  ausgehend 

(42)  ^i  =  ^  oc.Yiit^t  (i  =  1  . . .  n) , 

so  folgt  ÄiAn=^ ^Vin«-^'^)  Di®  oben  betrachteten  speciellen  Sy- 
steme mit  n'  Einheiten  enthalten  also,  wenn  man  die  Zahl  n  unbe- 
stimmt lässt,  alle  anderen.  Ofifenbar  kann  man  in  derselben  Weise 
aus  jeder  linearen  Schaar  bilinearer  Formen,  sofern  die  Produkte  von 
je  zwei  Formen  der  Schaar  selbst  angehören,  ein  System  complexer 
Grössen  mit  oder  ohne  Haupteinheit  herleiten.  So  stimmt  das  System 
(40)  selbst  im  Falle  n  =  2  mit  den  QfjuUemionen  in  ihrer  zweiten 
reellen  Gestalt  Vlb  überein,  wie  man  erkennt,  wenn  man  statt  der 
Produkte  x,u,  die  vier  ebenfaUs  linear-unabhängigen  Formen 

A=       iCiWi  +  ^«a,    Ai  =  —  Xit^  —  x^u^ 
^    ^  4j  =  — «iWi -f  ojgUj,    A^=      ^«*i  — ^i«S 

als  „Einheiten^  einführt'^);  dieselbe  Multiplikationstafel  Vlb  ergiebt 
sich  aber  nach  Obigem  u.  a.  auch,  wenn  man  das  folgende  System 
von  vier  bilinearen  Formen 

^    ^  B^^x^Ui+x^u^+x^u^+x^fiiy    B^^oc^u^+oOiUi—x^u^—x^u^ 

zu  Grunde  legt  — 

Unter  den  (symbolischen)  Poteneen  A,  A^  =  AAy  A^  =  AAA 
n.  s.  w.  einer  bilinearen  Form 

n 

A  =   ^^»(kMXjUn 

1 


J.  of  Math.  6,  1884,  p.  270),  Ed.  Weyr  (Monatsh.  f.  Math.  1889,  p.  187)  und 
H.  Taber  (Am.  J.  of  Math.  12,  1890,  p.  337;  18,  1891,  p.  169).  Da  die  genannten 
Autoren  znm  Teil  unabhängig  von  einander  gearbeitet  haben,  so  haben  die  Hanpt- 
eätze  in  dieser  Theorie  mehrere  Entdecker. 

20)  Ed.  Weyr,  Prag.  Ber.  v.  25.  Nov.  1887.  In  anderer  Form  ist  der  Satz 
zuvor  schon  von  C.  8.  Peirce  ausgesprochen  worden  (Mem.  of  the  Am.  Acad.  of 
Arts  and  Sciences  9,  1870.  Am.  J.  of  Math.  4,  1881,  p.  221).  Vgl.  dazu  Johns 
Hopkins  Circular  Nr.  13  (1882),  Nr.  22  (1883). 

21)  Laguerre  a.  a.  0.  p.  230.  Cayley,  Math.  Ann.  16  (1879),  p.  238.  J3.  u. 
C.  8.  Peirce,  Am.  J.  of  Math.  4  (1881);  Johns  Hopkins  Circ.  Nr.  22  (1883).  Ch^. 
SUphanos,  Math.  Ann.  22  (1883),  p.  299. 
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befinden  sich  höchstens  n  linear- unabhängige ,  d.  h.  solche^  zwischen 
denen  keine  für  alle  Wertsysteme  der  Grössen  Xi,  Ui  gültige  lineare 
Gleichung  mit  numerischen  (reellen  oder  gewöhnlichen  complexen) 
Coefficienten  (Funktionen  der  atx)  stattfindet.  Rechnet  man,  wie  ge- 
brauchlich,  zu  diesen  Potenzen  als  nullte  die  sogenannte  „Eifüieitsform'^ 

(45)  E  =  X^U^  +  X^U^  H h  XnUny  ^) 

so  kann  man  immer  die  w*®  Potenz  von  A  durch  die  vorausgehenden 
Potenzen  {A^=E,  A^=Ä,  A^,  A^,  ...  A"^^)  ausdrücken.  Man 
bildet  zu  diesem  Zweck,  unter  r  einen  unbestimmten  Parameter  ver- 
stehend, die  Determinante  der  bilinearen  Form  r-E — Ay 

(46)  (p(r)  =  \rE-A\  = 

=  r»  -f  Oir"-^  H h  anf^  =  (^  —  n)(^  —  r,)  •  •  •  (r  —  r»), 

eine  ganze  Funktion  n*®"  Grades  von  r  mit  reellen  oder  gewöhnlichen 
complexen  Coefficienten.  Ersetzt  man  nun  in  dem  Ausdruck  von  g>(r) 
r  durch  A,  d.  h.  f^  durch  E  =  -4®,  r^  durch  A,  r^  durch  das  (sym- 
bolische) Quadrat  von  A,  u.  s.  w.,  so  findet  sich  q>(A)  =  0.*^)  Der 
Ausdruck  q)(r)  wird,  unter  Entlehnung  eines  Ausdruckes  von  Cauchyy 
nach  Frobenius  die  „charaMeristische  Funktion"  der  Form  A  genannt; 
die  Gleichung  g)(r)  =  0  heisst  entsprechend  die  ,jCharaJcienstische  Glei- 
ditmg'^^).  Diese  Gleichung  ist  die  Gleichung  niedrigsten  Grades,  der 
die  Form  A  genügt,  so  lange  die  Grössen  o,-«  unbestimmt  sind.  Die 
Gleichung  niedrigsten  Grades,  der  eine  Form  A  mit  irgendwie  spe- 
cialisierten  Coefficienten  o,«  genügt, 

(47)  i;(A)  =  AP  +  tti^^i  +  •••  +  M"*  =  0     {p£n), 

wird  von  Weyr  die  „Grundgleichunst*,  von  anderen  die  „reduderte  cha- 
rakteristische Gleichung^'  der  Form  A  (oder  der  Matrix  |!  a»«  ||)  genannt, 
um  die  zugehörige  ganze  Funktion  ^(r)  zu  bilden,  bestimme  man 
den  grössten  gemeinsamen  Teiler  9'(r)  aller  ünterdeterminanten 
(n — 1)*®°  Grades  der  Determinante  \rE  —  A\.    Es  ist  dann 


SS)  Diese  Bezeichnung  nach  Frobenius.  Die  entsprechende  Matrix  wird 
Einheitsmatrix  oder  Scdlarmatrix  genannt.  Die  entsprechende  complexe  Grösse 
des  Systems  (40)  ist  die  Haupteinheit  dieses  Systems. 

S8)  Dieser  Hauptsatz  der  Theorie  ist  von  Cayley  (a.  a.  0.)  behauptet  und  an 
einem  Beispiel  (n  «s  3)  yerificiert  worden.  Bewiesen  haben  ihn  Laguerre,  Frobenius^ 
Ed.  Weyr  u.  H.  Taher  (s.  Anmerk.  19),  ausserdem  M.  Pasch  (Math.  Ann.  88,  1891, 
p.  48),  A.  BwMeim  (Lond.  M.  S.  Proc.  16,  1885,  p.  63) ,  Th,  Molien  (Math.  Ann. 
41,  1898,  p.  88),  endlich  Frobenius^  Berl.  Ber.  1896,  p.  601.  Der  prinoipiell  ein- 
ochste Beweis  ist  der  zweite  von  Frobenius. 

24)  Bei  Sylvester  u.  a.  heisst  die  Gleichung  (46)  „latent  equation^^  ihre  Wur- 
zeln r^  •  •  •  ^M  h^Bsen  „latent  roots^^  (der  Matrix  ||  a^^,  ||). 
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(48)  ^W  =  li"^- 

Bei  beliebigen  Systemen  complexer  Grössen  bilden  Grad  und 
Beschaffenheit  der  niedrigsten  algebraischen  Gleichung^  der  eine  all- 
gemein gewählte  Zahl  a  eines  bestimmten  Systems  genügt,  eines  der 
Hülfsmittel,  deren  man  sich  zur  Klassifikation  dieser  Gebilde  bedient  ^^. 
Der  bei  jedem  vorgelegten  System  völlig  bestimmte  Grad  p  dieser 
Gleichung  wird  nach  Scheffers  „Grad^^,  nach  Molien  „Ban^^  des  Sy- 
stems genannt;  die  Gleichung  ^(a)  =  0  selbst  heisst  bei  Scheffers 
die  ^^charakteristische  Gleichung'^  bei  Molien  die  „JBanggleichun^  des 
Systems  ^^).  So  hat  bei  dem  System  (40)  mit  n*  Einheiten  der 
Rang  den  Wert  n,  und  die  Gleichung  ^(r)  ==  0  (46)  ist  die  Rang- 
gleichung dieses  Systems.  Von  den  irreducibelen  Systemen  mit  drei 
Einheiten  (33)  hat  I  den  Rang  3,  U  und  lü  haben  den  Rang  2; 
von  denen  mit  vier  Einheiten  (34)  hat  I  den  Rang  4,  11 — V  haben 
den  Rang  8,  VI — X  den  Rang  2.  Die  Ranf^leichung  der  Quater- 
nionen  (34,  Via)  z.  B.  lautet,  wenn  a  =  a^ßQ-j-  o^Ci  +  a^e^  +  a^e^  ge- 
setzt wird, 

^  _  2ao.r  +  (V  +  Ol'  +  «.'  +  O  =  0.  - 
Die  linke  Seite  der  Ranggleichung  eines  reducibelen  Systems  ist 
gleich  dem  Produkt  aus  den  linken  Seiten  der  Ranggleichungen  seiner 
einzelnen  irreducibelen  Bestandteile.  Es  lassen  sich  daher  alle  Systeme 
complexer  Grössen  mit  n  Einheiten  angeben,  deren  Rang  den  gröss- 
ten  möglichen  Wert  n  erreicht.  Ihre  irreducibelen  Bestandteile  haben 
einzeln  wiederum  die  genannte  Eigenschaft,  und  alle,  die  aus  der 
gleichen  Zahl  m  {<n)  von  Einheiten  gebildet  sind,  gehören  einem 
einzigen  Typus  an;  die  Multiplikationsregeln  eines  solchen  irreduci- 
belen Systems  mit  den  Einheiten  e^  . . .  e^-i  lassen  sich  auf  die  Form 
bringen: 

(49)  6.ßx  =  ß»-f-*     (i  +  x^w  — 1),       e,ex  =  0    (i-f  x>m— l).*') 

11.  Speoielle  Systeme  mit  oommutativer  Miiltiplikation.  Die 
zuletzt  betrachteten  Systeme  complexer  Grössen  mit  n  Einheiten  bilden 

25)  FrolenxuSy  J.  f.  Math.  84;  andere  Beweise  sind  gegeben  worden  von 
Ed.  Weyr  (a.  a.  0.)  und  von  Frobenius,  Berl.  Ber.  1896,  p.  601. 

26)  Scheffers,  Math.  Ann.  89  (1891),  p.  298,  Molien,  ebenda  41  (1898),  p.  83. 
—  Die  „charakteristische  Gleichung  eines  Systems**  ist  nicht  zu  verwechseln 
mit  der  „charakteristischen  Gleichung**  einer  Grösse  a  des  Systems,  der  Glei- 
chung ^(r)  «»  0,  die  zu  der  entsprechenden  bilinearen  Form  gehört. 

27)  Studyy  Gott.  Nachr.  1889,  p.  62  und  Monatsh.  f.  Math.  2  (1890),  p.  23. 
Andere  Beweise  bei  Scheffers,  Math.  Ann.  39,  p.  293,  und  bei  G,  Sforza,  Giom. 
di  mat.  32—34  (1894—96),  pp.  293,  80,  262. 
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eine  sehr  specielle  Klasse  unter  denen,  die  das  eommutatiye  Gesetz 
der  Multiplikation  befolgen,  unter  ihnen  sind  die  einfachsten  die 
Systeme,  deren  irreducibele  Bestandteile  nur  je  eine  Einheit  enthalten; 
also  die  zu  dem  Typus 

(50)  e?  =  ei ,    6,-6x  =  0        (i  =j=  *>  *;  *  =  1;  2  . . .  n) 

gehörigen  Systeme.  Auf  diese  Systeme,  imd  ihre  verschiedenen  nach 
dem  Satz  in  Nr.  8  ohne  weiteres  anzugebenden  reellen  Gestalten  ist 
man  gekommen  durch  eine  Untersuchung  über  den  inneren  Ghiind 
der  ausgezeichneten  Stellung,  die  wir  dem  System  der  gemeinen  com- 
plexen  Grössen  zuschreiben.  Man  hat  dabei  angeknüpft  an  eine  Stelle  bei 
Gaass^),  der  in  Aussicht  gestellt  hatte,  die  Frage  zu  beantworten:  „TFa- 
rum  die  Relationen  zwischen  Dingen,  die  eine  Mannigfaltigkeit  von  mehr  als 
zwei  Dimensionen  darbieten,  nicht  nodi  andere  in  der  allgemeinen  ArHh- 
metik  zulässige  Arten  von  Grössen  liefern  können".  Bedenkt  man,  dass 
die  heute  auf  vielfältige  Weise  verwendeten  gewöhnlichen  complexen 
Grössen  doch  hauptsächlich  und  ursprünglich  nur  deshalb  in  die 
Analysis  eingeführt  worden  sind,  weil  man  mit  ihrer  Hülfe  gewissen 
Sätzen  allgemeine  Gültigkeit  und  anderen  eine  einfachere  Ausdrucks- 
weise geben  konnte,  so  entsteht  die  Frage,  ob  der  Erweiterungs- 
process,  der  von  dem  Gebiete  der  reellen  Grössen  in  das  Gebiet  der 
gemeinen  complexen  Ghrössen  führt,  hiermit  abgeschlossen  ist,  oder 
ob  nicht  das  genannte  Bedürfiiis  zu  ferneren  in  gleichem  Sinne  be- 
rechtigten Erweiterungen  des  Gebietes  der  „allgemeinen  Arithmetik" 
Anlass  giebi 

Um  die  Zeit  1863  hat  Weierstrass  in  einer  an  der  Universität 
Berlin  gehaltenen  öffentlichen  Vorlesung  „über  complexe  Zahlgrössen^' 
den  Satz  bewiesen,  dass  bei  einem  jeden  (nach  unserer  Terminologie) 
reellen  System  complexer  Grössen  mit  commutativer  Multiplikation 
ein  Produkt  a-b  verschwinden  kann,  ohne  dass  einer  der  Faktoren 
verschwindet,  es  sei  denn,  dass  das  betrachtete  System  nur  eine  Ein- 
heit ((Sq^  =  Cq)  enthält,  oder  mit  dem  aus  zwei  Einheiten  gebildeten 
System  der  gemeinen  complexen  Grössen  zusammenfällt^®).  Ein  ähn- 
Ucher  Satz  gilt,  nach  Frobenius  und  C.  S.  PeircCy  auch  dann,  wenn 
man  das  commutative  Gesetz  der  Multiplikation  nicht  fordert:  zu  den 
genannten  beiden  Systemen  konmien  dann  noch  die  reellen  Quater- 
nionen  (Yla)**).    Wenn  man  es  also  fQr  unzulässig  erklärt,  dass  eine 

38)  Nach  mündlicher  Mitteilung  von  H.  Ä.  Schwarz.  Vgl.  auch  E.  Kossdk, 
Elemente  der  Arithmetik  (Berl.  1882,  Friedr.  Werd.  Gymn.  Progr.).  Ein  von 
H,  Hankd  veröffentlichter  Satz  (a.  a.  0.)  ist  in  dem  oben  angeführten  enthalten. 

29)  Frobenius,  J.  f.  Math.  84  (1878),  p.  69.  C.  S,  Peirce,  Am.  J.  of  Math 
4  (1881),  p.  225. 
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algebraisclie  Gleichung  (z.  B.  aa:  +  &  =3  0)  mit  von  Null  verschiedenen 
Goefficienten  unendlich  viele  Wurzeln  haben  kann^  und  wenn  man 
auch  das  conmiutative  Gesetz  der  Multiplikation  nicht  verletzen  will, 
so  bleiben  zulassig  nur  die  gewöhnUchen  complexen  Grössen.  — 

Etwas  geringere  Anforderungen  an  die  in  der  ^^allgemeinen  Arith- 
metik''  zulässigen  Grössen  hat  Weierstruss  in  einer  Yeröfifentlichung 
aus  dem  Jahre  1884  gestellt^).  Er  betrachtet  auch  hier  nur  Sy- 
steme mit  commutativer  Multiplikation,  ohne  dabei  von  vornherein 
die  Existenz  einer  Haupteinheit  (nach  unserer  Terminologie)  anzu- 
nehmen. Da  in  jedem  solchen  System  eine  algebraische  Glei- 
chung n^°  GradeS;  deren  Goefficienten  alle  aus  einem  und  demselben 
Teiler  der  Null  durch  Multiplikation  mit  irgend  welchen  Grössen  des 
Systems  hervorgehen,  unendlich  viele  Wurzeln  haben  kann,  so  stellt 
er  die  Frage  nach  allen  den  Systemen,  bei  denen  nur  solche  besondere 
Gleichungen  unendlich  viele  Wurzeln  zulassen.  Diese  Frage  wurde 
von  ihm  unter  Zuziehung  mehrerer  weiterer  Voraussetzungen,  und  von 
R.  Dedekind^^)  allgemein  dahin  beantwortet^  dass  nur  die  verschiedenen 
reellen  Gestalten  des  Typus  (50)  diese  Eigenschaft  besitzen.  Dede- 
Jcind  zeigte  ausserdem,  dass  diese  Systeme  vor  allen  anderen  durch 
das  Nicht-Yerschwinden  der  aus  den  Gonstanten  yi^t  gebildeten  De- 
terminante 

(51)  \^yiuiyrir 

ausgezeichnet  sind.  Bei  dieser  Art  der  Fragestellung  ergeben  sich 
also  ausser  dem  System  der  gemeinen  complexen  Grössen  noch  an- 
dere, aber  nur  triviale  Systeme,  nämlich  solche,  deren  Rechnungs- 
regeln lediglich  Wiederholungen  der  Rechnungsregeln  sind,  die  schon 
bei  den  reellen  und  den  gewöhnlichen  complexen  Grössen  vorkonmien. 
Aus  diesem  Grunde  erklärt  Weierstrass  die  genannten  Systeme  zwar 
nicht  für  unzulässig,  aber  f(ir  überflüssig.  Anderer  Ansicht  ist  Dede- 
Jcind,  Er  zeigt,  dass  die  innerhalb  der  Theorie  der  gewöhnlichen 
complexen  Grössen  auftretenden  und  längst  eingebürgerten  algebrai- 
schen Zahlen  (I  G  4)  bei  geeigneter  Auffassung  genau  dieselben  Eigen- 
schaften darbieten,  wie  die  Grössen  der  Systeme  (50).  Nach  ihm  sind 
also  diese  Systeme  weder  unzulässig,  noch  überflüssig,  sie  entbehren 
aber  des  Gharakters  der  Neuheit.  —  Dasselbe  lässt  sich  übrigens  noch 


80)  Gott.  Nachr.  1884,  p.  396  u.  ff.     Dazu  H,  Ä.  Schwarz,  ebenda  p.  516, 
0.  Holder  1886,  p.  241 ,  J,  Petersen  1887,  p.  489.    Vgl.  Anm.  14. 

81)  Gott.  Nachr.  1885,  p.l41,  u.  1887,  S.  1.   Dazu  Frabenius,  BerL  Ber.  1896, 
p.  601.    D.  Hilbert,  Gott.  Nachr.  1896,  p.  179.    Study,  ebenda  1898,  p.  1. 
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in  einem  anderen  Sinne  beliaupten.  Auch  gewisse  langst  untersuchte 
Systeme  bilinearer  Formen  unterscheiden  sich  nur  in  der  Bezeich- 
nung von  den  Systemen  (50),  und  namentlich  ist  die  von  Weier- 
strass  und  seinen  Nachfolgern  behandelte  Reduktion  eines  ,,zulässigen^ 
Systems  auf  die  Basis  (e^  . .  6„)  (Reduktion  auf  die  „Teilgebiete"  nach 
Weierstrass)  eine  aus  der  Theorie  der  bilinearen  Formen  wohlbekannte 
Operation'^). 

Eingehendere  Untersuchungen  über  die  möglichen  Typen  von 
Systemen  mit  commutativer  Multiplikation  liegen  zur  Zeit  noch  nicht 
vor.  Eine  gewisse  Einsicht  in  die  Struktur  dieser  Systeme  wird  er- 
offiiet  durch  mehrere  Sätze  von  G,  Scheffers  und  '2%.  Molien  (a.  a.  0.), 
sowie  durch  einen  von  G,  Frobenius^^)  aufjgestellten  Satz:  „Sind  Ä 
und  B  zwei  miteinander  vertauschbare  bilineare  Formen  (oder  auch 
vertauschbare  Grössen  irgend  eines  Systems),  so  sind  die  Wurzeln 
der  charakteristischen  Gleichung  der  Form  XÄ  +  (iB  lineare  Funk- 
tionen der  Parameter  A  und  jt."  — 

L.  Kronecker  hat  umfangreiche,  sehr  abstrakt  gehaltene  Unter- 
suchungen angestellt  über  den  Zusammenhang  der  Systeme  mit  com- 
mutativer Multiplikation  mit  der  von  ihm  begründeten  Theorie  der 
Modulsysteme  [I B 1  c].  Er  geht  von  der  Bemerkung  aus,  dass  die 
linken  Seiten  der  Definitionsgleichungen 

nach  Ersetzung  der  Einheiten  d  durch  imbestimmte  Grössen  y,-  ein 
Modulsystem  bilden,  und  er  zeigt,  dass  umgekehrt  jedes  Modulsystem 
von  bestimmter  besonderer  Beschaffenheit  zur  Entstehung  eines  Systems 
complexer  Grössen  Anlass  giebt*^. 

12«  Oompleze  Grössen  und  Transformationsgruppen.  Wir 
wenden  uns  nun  zur  Betrachtung  des  Zusammenhangs  der  Systeme 
complexer  Grössen  mit  gewissen  TransformaMonsgruppen  (vgl.  Nr.  6). 
Fasst  man  in  den  durch  die  Multiplikationsregeln  (21)  irgend  eines 
Systems  complexer  Grössen  näher  erklärten  Gleichungen 

(52)  x^=ax,     X  =^  xb 

die  Goordinaten  Xi  der  complexen  Grösse  x  als  unabhängige  Yenlnder- 
liche  auf,  die  Goordinaten  x/  von  x'  als  abhängige  Veränderliche,  end- 
lich die  Goordinaten  at  und  hi  der  Grössen  a  und  b  als  Parameter,  so 
stellt  jede  der  beiden  Gleichungen  (52)  eine  continuierliche  und  zwar 


32)  Study,  Gott.  Nachr.  1889,  p.  265.     Vgl.  Frobemm,  BerL  Ber.   1896, 
p.  601. 

tB)  BerL  Ber.  1888,  I.  p.  429,  447,  557,  595;  U.  p.  988. 
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n-gliedrige  Gruppe  von  linearen  Transformationen  vor**),  eine  Unter- 
gruppe der  Yon  8.  Lie  so  genannten  linearen  homogenen  Gruppe 
[11  A  6];  andere  Gruppen  —  Untergruppen  der  sog.  allgemeinen 
linearen  Gruppe  —  werden  in  entsprechender  Weise  dargestellt  durch 
die  Gleichungen: 

(53)     x^^x-^Cy    a:'=aa;  +  c,    x'^xb-^c,    fl:'=aa;&  +  c. 

Führt  man  in  die  Gleichungen  der  letzten  und  umfassendsten  unter 
diesen  Gruppen  (durch  eine  nicht-lineare  Transformation)  neue  Ver- 
änderliche ein^  so  erhält  man  neue  Gruppen^  bei  denen  an  Stelle  des 
commutativen  Gesetzes  der  Addition  und  des  distributiven  und  asso- 
ciativen  Gesetzes  der  Multiplikation  gewisse  Funktionalgleichungen 
treten.  Fr,  ScJiur  hat  gezeigt^  dass  auch  umgekehrt  jede  Gruppe, 
deren  Transformationen  diesen  Funktionalgleichungen  genügen,  durch 
Einführung  von  geeigneten  Veränderlichen  und  Parametern  in  die 
Form  x=axb-\-c  gesetzt  werden  kann^*). 

Die  beiden  projektiven  n-gliedrigen  Gruppen  (52)  bilden,  nach 
der  Terminologie  von  8.  Lk,  ein  Paar  von  einfach -transitiven,  soge- 
nannten reciproken  Gruppen  [11  A  6].  Sie  sind  aber  nur  speciale 
Gruppen  dieser  Art,  da  sie  (mindestens)  eine  eingliedrige  Untergruppe 
(a  =  Ae®,  h  =  kef^)  mit  einander  gemein  haben.  Fasst  man  jedoch, 
abweichend  von  der  oben  gemachten  Annahme,  die  Veränderlichen 
Xi,  Xi  wie  auch  die  Parameter  a^,  6^  als  Verhältnisgrossen  (soge- 
nannte homogene  Grössen)  auf,  so  verschwindet  dieser  specielle  Charakter: 
Man  erhält  jeden  „Typus"  von  Paaren  reciproker  projektiver  Gruppen 
eines  Raumes  von  w  —  1  Dimensionen,  und  jeden  Typus  nur  einmal, 
wenn  man  an  Stelle  des  oben  unbestinmit  gelassenen  Systems  com- 
plexer  Grössen  der  Reihe  nach  Repräsentanten  eines  jeden  Typus  von 
Systemen  mit  n  Einheiten  setzt  ^).  Es  ist  also  zugleich  mit  den 
unter  Nr.  7  und  Nr.  8  besprochenen  Problemen  ein  bestimmtes  Pro- 
blem aus  der  Theorie  der  Transformationsgruppen  gelösi 

Umfassendere  Anwendungen  der  Systeme  complexer  Grossen  auf 
die  Theorie  der  Transformationsgruppen  ergeben  sich  aus  der  beson- 
deren analytischen  Darstellung  der  —  zufolge  der  getroflfenen  Fest- 
setzung —  (n  —  l)-gliedrigen  reciproken  Gruppen  ic'=aa?,  x'=^xh. 

34)  Zuerst  bemerkt  von  H.  PaincarS:  Par.  C.  R.  99  (1884),  p.  740.  Vgl.  zu 
dieser  Arbeit  Lie  u.  Scheffers  a.  a.  0.  p.  621. 

35)  Math.  Aim.  33  (1888)  p.  49. 

36)  Study,  Leipz.  Ber.  1889,  p.  177  =  Monatsh.  f.  Math.  1  (1890),  p.  288. 
Lie  und  Scheffera,  Cont.  Gruppen  (Leipzig  1893)  Kap.  21 ;  siehe  wegen  der  allge- 
meinen Theorie  der  reciproken  Gruppen  Lie  und  Engel,  Theorie  der  Trans- 
formationsgruppen  I  (Leipzig  1888),  Eap.  21.    Vergleiche  überall  Art.  11  A  6, 
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Diese  Ghnppen  sind  nämlich  zugleich  ihre  eigenen  Parametergruppen. 
Führt  man  nach  den  obigen  Transformationen  die  folgenden  aus: 
x'=^axj  a;"=ic'6',   so  folgt  a?"=a'a;,  x'^=^xV\   wo 

(54)  a"=aa,      6"=  66'; 

diese  Gleichungen  haben  aber  wiederum  die  Form  (52).  Sagen  wir 
(mit  Study)  allgemein^  dass  bei  einer  bestimmten  Darstellung  einer 
r-gliedrigen  continuierlichen  (oder  auch  sog.  gemischten)  Gruppe  durch 
r  -f*  1  homogene  Parameter  büinea/re  Zusammenseteung  der  Pa/rameter 
stattfindet^  wenn  die  Parameter  der  aus  zwei  Transformationen  S^  und 
S^  der  Gruppe  zusammengesetzten  Transformation  8^8^  ganze  homogene 
lineare  Funktionen  der  Parameter  von  8^  sowohl  als  von  8^  sind^  so 
folgt:  ^ede  (n  —  l)-gliedrige  continuierliche  Gruppe,  die  gleichzusam- 
mengesetzt ist  mit  einer  —  oder  mit  mehreren  —  der  aus  Systemen 
complexer  Grossen  hergeleiteten  (n — 1)  -  gliedrigen  Gruppen  (52), 
ist  einer  Darstellung  durch  n  homogene  Parameter  mit  bilinearer 
Zusammensetzung  —  oder  mehrerer  solcher  Darstellungen  —  fahig.^^ 
Da  unter  den  Gruppen  (52),  sobald  w>3  ist,  nicht  alle  möglichen 
Zusammensetzungen  (n—  l)-gliedriger  Gruppen  auftreten,  so  erfreuen 
sich  nur  verhältnismässig  wenige  continuierliche  Gruppen  dieser  be- 
sonders einfachen  Art  der  ParameterdarsteUung;  der  Kreis  dieser 
Gruppen  erweitert  sich  aber  bedeutend,  wenn  man  auch  überzählige 
Parameter  zulässt'^. 

Zu  den  zuletzt  betrachteten  Eategorieen  von  continuierlichen 
Gruppen  gehören  insbesondere  auch  mehrere  Gruppen,  die  —  auf 
andere  Weise  als  oben  geschehen  —  aus  Systemen  complexer  Grössen 
selbst  hergeleitet  sind**).  Wir  heben  hervor  die  von  je  2n  —  m  —  1 
und  n  —  m  wesentlichen  (nicht  homogenen)  Parametern  abhängigen 
Gruppen 

(55)  a;'a=  axl ,      a;'=  In^xb, 

>vobei  m  die  Zahl  der  linear-unabhängigen  Grossen  des  betrachteten 
Systems  ist,  die  mit  allen  übrigen  vertauschbar  sind.  Die  zweite  dieser 
Gruppen  ist  die  adjungierte  Oruppe  der  (n — 1)- gliedrigen  Gruppen 
af'^ax,  x'^^xh.  Bilineare  Zusammensetzung  der  Parameter  besteht 
femer  f&r  die  sog.  gemischten  Gruppen,  die  aus  den  Gruppen  (55) 
durch  Hinzufägung  der  Transformation  x' ==»  xr^  hervorgehen,  sobald 
der  Rang  des  betrachteten  Systems  complexer  Grössen  gleich  zwei  ist. 
Endlich  gehören  hierher  auch  die  unter  (53)  aufgeführten  Gruppen, 

87)  Ob  jede  continuierliche  Gruppe  auf  diese  Weise  dargestellt  werden 
kann,  hBngt  von  der  Entscheidung  der  noch  offenen  Frage  ab,  ob  es  projektive 
Gruppen  von  jeder  beliebigen  Zusammensetzung  giebt. 

Snojklop.  d.  BMtb.  Wltsensoh.    I.  12 
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wie  man  erkennt,  wenn  man  die  letzte  (3n  — m)-gliedrige  Oruppe  in 
einer  der  beiden  Formen 

(56)  X  =  cr-i(a:/J  +  y) ,      :/!  =  {ax  +  /J)y-i 

schreibt,  femer  die  aus  einem  System  mit  commutativer  Multiplika- 
tion abgeleitete  3n-gliedrige  Gruppe 

Unter  die  zuletzt  angestellten  Betrachtungen  subsumieren  sich 
eine  Reihe  von  Anwendungen,  die  man  von  speciellen  Systemen  com- 
plexer  Grössen  gemacht  hat. 

Identificiert  man  das  zu  Grunde  gelegte  System  complexer  Grossen 
mit  dem  System  der  Hamiltonschen  QucUemianen  (34,  Via),  so  sind 
die  beiden  Gruppen  x' =  ax  und  x' =^  xh  dreigliedrig,  und  können 
gedeutet  werden  als  die  beiden  Gruppen  collinearer  Transformatio- 
nen des  Raimies,  die  die  eine  oder  andere  Schaar  von  Erzeugenden 
der  imaginären,  aber  zu  einem  reellen  Polarsystem  gehörigen  Flache 
2.  Grades 

V  +  V  +  V  +  V  =  o 

in  Ruhe  lassen  [lU  G  4],  oder  auch  als  die  beiden  Gruppen  soge- 
nannter Sdiiebungen  eines  Nicht -Euclidischen  („elliptischen^^  Raumes 
[UI  A  1];  die  sechsgliedrige  gemischte  Gruppe  x=^axbf  x'=^aixr^^b 
umfasst  alle  eigentlichen  und  uneigentlichen  collinearen  Transforma- 
tionen, die  die  genannte  Fläche  in  sich  selbst  überfahren,  oder  die 
Gesamtheit  der  Bewegungen  und  sog.  Umlegungen  (Transformationen 
mit  symmetrischer  Gleichheit  aller  Figuren)  des  genannten  Raumes. 
Die  dreigliedrige  gemischte  Gruppe  a:'«=a'"^a:a,  x^^a^^x^^a  end- 
lich besteht  aus  allen  den  collinearen  Transformationen  der  genannten 
Fläche,  die  den  Punkt  allgemeiner  Lage  a?  =  e^  in  Ruhe  lassen; 
x=a~^xa  ist  also  bei  der  zweiten  Auffassung  die  Gruppe  aller 
Drehungen  um  einen  festen  Punkt  des  Nicht-Euklidischen  Raumes*^. 
Dieselben    Transformationsformeln    x'  =  a~'^xa    und    x'  =  ar^xr-^a 

lassen  sich  aber,  bei  Deutung  der  Quotienten   —»—>-•-   als   rechtr 

Xq      Xq      Xq 

winkliger  Cartesischer  Coordinaten,  auch  auffassen  als  analytische 
Darstellung  der  Drehungen  und  Umlegungen  um  einen  festen  Punkt 
des  gewöhnlichen  (Euklidischen)  Raumes;  sie  decken  sich  voUsiandig 
mit  den  von  Etiler  angegebenen  Formeln  zur  Transformation  recht- 
winkliger Coordinatensysteme,  während  die  zur  Zusammensetzung  der 


38)  Z.  T.  nach  Cayley,  J.  f.  Math.  60  (1866),  p.  812  »  Coli.  Math.  Papers 
2^  p.  214.    Vgl.  auch  F.  Klein,  Math.  Ann.  87  (1890),  p.  644. 
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Parameter  der  Gruppe  x^=ar~^xa  dienende  Gleichung  a"^=^ad  — 
das  sogenannte  Multiplikationstheorem  der  Quatemionen  —  mit  den 
Yon  0.  Bodrigues  angegebenen  Formeln  zur  Zusammensetzung  der 
jJSufer'schen  Parameter  identisch  ist'^. 

In  den  verschiedenen  Lehrbüchern  der  Quatemionentheorie  kom- 
men die  besprochenen  gruppentheoretischen  Thatsachen  gar  nicht 
oder  nur  in  unvollkommener  Weise  zum  Ausdruck.  Es  muss  daher 
hervorgehoben  werden,  dass  die  Brauchbarkeit  der  Quatemionen  für 
Zwecke  der  Geometrie  und  mathematischen  Physik  auf  eben  diesen 
Thatsachen  und  auf  der  Bedeutung  beruht,  die  namentlich  der  Gruppe 
der  (Euklidischen)  Drehungen  um  einen  festen  Punkt  bei  vielen  Unter- 
suchungen zukommt*®).  Wo  die  genannten  Gruppen,  oder  mit  ihnen 
isomorphe  Gruppen  nicht  auftreten,  da  können  auch  die  Quatemionen 
nur  geringen  Nutzen  bringen;  und  hierin  Hegt  der  Gmnd  dafür, 
warum  gewisse  Anwendungen  des  Quatemionencalcüls  (z.  B.  die  auf 
die  Geometrie  der  Kegelschnitte)  einen  etwas  gekünstelten  Eindruck 
machen  und  zu  wenig  befriedigenden  Ergebnissen  geführt  haben. 
Allgemein  lässt  sich  sagen,  dass  das  Anwendungsgebiet  der  Systeme 
höherer  complexer  Grössen  ziemlich  beschränkt  ist. 

Von  ferneren  geometrischen  Anwendungen  von  Systemen  com- 
plexer Grössen  erwähnen  wir  eine  Darstellung  der  elfgliedrigen  con- 
tinuierlichen  Gmppe  der  eigentlichen  ÄhnUchkeitstransformationen  in 
einem  vierfach  ausgedehnten  Räume  durch  die  Formeln  (56)  mit  Hülfe 
der  Quatemionen**),  die  Darstellung  der  sog.  gemischten  Gruppe  der 
Bewegungen  und  Umlegungen  in  der  Euklidischen  Ebene  wie  auch 
im  Baume  durch  Parameter  mit  bilinearer  Zusammensetzung**),  endlich 
eine  Untersuchung  von  22.  Lipschitz  über  die  lineare  Transformation 
einer  Summe  von  n  Quadraten  in  ein  Vielfaches  ihrer  selbst**).  Die 
zuletzt  genannten  Transformationen  bilden  eine  bei  ungeraden  Werten 
von  n  continuierliche,  bei  geraden  Werten  von  n  aus  zwei  continuier- 
lichen  Schaaren  bestehende  (also  „gemischte'^  Gruppe,  deren  allge- 

meine  Transformation  von  -^-r — -  + 1  homogen  auftretenden  Para- 
metern abhängt  [III  C  7].    Lipschitz  gelangt,  unter  Verwendung  über- 

89)  Euler,  NoTi  Comm.  Petrop.  20,  p.  217.  0.  Bodrigues,  Jonm.  de  Math. 
6  (1840),  p.  880.  Cayley,  Phil.  Mag.  26  (1845),  p.  141  =  Coli.  Math.  Pap.  1,  p.  128. 

40)  S.  die  genauere  Formulierung  bei  Study,  Math.  Papers  from  the  Chi- 
cago Congress,  New  York  1896,  p.  876.  Vgl.  auch  H,  Burkhardt,  „Über  Vector- 
inalysiB**,  Deutsche  Math.-Vrg.  6  (1896),  p.  43,  sowie  Klein  und  Sommerfeld,  Theorie 
dei  EreiBels,  Leipzig  1897,  I  §  7. 

41)  Chicago  Papers  a.  a.  0.   Study,  Math.  Ann.  89  (1891),  p.  614. 

42)  Untersuchungen  über  die  Summen  yon  Quadraten,  Bonn  1886.  Vgl.  Nr.  14, 

12* 
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cähliger  Parameter^  zu  einer  Darstellung  samtliclier  Transformationen 
der  genannten  Gruppe  durch  Parameter  mit  bilinearer  Zusammen- 
setzungy  indem  er  von  gewissen  Systemen  eomplexer  Grössen  ausgeht^ 
die^  als  Verallgemeinerungen  der  Quatemionen,  bereits  von  CUfford 
aufgestellt  worden  waren**).  Das  erste  dieser  Systeme  wird  von  2" 
Einheiten  (,„,  laßy  f^aßr-"  S^^^^^^]  ^s  ^Bt^  wenn  die  Haupteinheit  mit 
^0  bezeichnet  wird^  definiert  durch  die  Multiplikationsr^eln 

tj*  =  ^2^  =  •  •  •  =  In^  =  —  *Q,       ta  tyj  =  —  l'fila  =  *a/J, 
(58)  l'ttßl'r=^  l'af'ßy=^  l'aßy^     •  •  •>     ^^^  *  •  *  *« ''^  *1»  •••  « 

(a  4=  /J  =f=  y  4=  . . .) ; 

das  zweite,  in  der  genannten  Untersuchung  verwendete  (von  dem 
ersten  übrigens  nur  durch  die  Zahl  der  Einheiten  und  die  Wahl  der 
Basis  unterschiedene)  System  mit  einer  2'*~^  Einheiten  umfassenden 
Basis  besteht  aus  i^  und  den  eine  gerade  Anzahl  von  Indices 
{aßy  ccßydf  . . .)  tretenden  Einheiten  des  ersten  Systems. 

Die  zur  linearen  Transformation  einer  Summe  von  n  Quadraten 
in  ein  Vielfaches  ihrer  selbst  dienenden  Formeln  sind^  abgesehen  von 
einer  wie  es  scheint  unvermeidlichen  ünsymmetrie^  vollkonmien  analog 
der  von  uns  schon  besprochenen  Lösung  des  Problems  in  den  Fallen 
nss3  und  n=s4;  sie  zeigen  überdies^  wie  man  alle  solchen  Trans- 
formationen mit  rationalen  ZahlencoefGcienten  finden  kann. 

13.  Eüassiflkation  der  Systeme  oomplexer  Grössen.  Den  Zu- 
sammenhang der  Systeme  eomplexer  Grössen  mit  der  Theorie  der 
Transformationsgruppen  haben  G,  Scheffers^)  und  TA.  Mölien^^  zur 
Klassifikation  der  genannten  Systeme  benutzt.  ScJie/fere  teilt^  an 
Sätze  von  lAe  und  Engel  anknüpfend^  die  Systeme  eomplexer  Grössen 
in  „Nicht- QticUemionsysteme^^  und  „Quatemionsystemef^.  Bei  den  Syste- 
men  der  ersten  Klasse  lassen  sich  die  «  Einheiten  einer  geeigneten 
Basis  auf  zwei  Gruppen  €^,.,6^  Vi-'-V»  (^  +  5  =  n)  verteilen,  der- 
art, dass  e?^=ei,  e,ex  =  0  ist,  dass  das  Produkt  von  irgend  zweien 


43)  Am.  J.  of  Math.  1  (1878),  p.  360  »  Coli.  Papers  (London  1882)  Nr.  80, 
wo  bereits  die  Entstehung  der  obigen  Systeme  durch  den  in  Nr.  8  besprochenen 
Multiplikationsprocess  angegeben  wird.  S.  auch  Coli.  Papers  Nr.  48.  Neuer- 
dings ist  auch  M,  Beez  auf  diese  Systeme  gekommen  in  einer  leider  verschiede- 
nes Irrtümliche  enthaltenden  Arbeit:  Z.  f.  Math.  u.  Phys.,  Jahrg.  41  (1896),  p.  86, 86. 

44)  Math.  Ann.  39  (1891),  p.  293;  41  (1893),  p.  601. 

46)  Ober  Systeme  höherer  eomplexer  Zahlen.  Diss.  Dorpat  «b  Math.  Ann. 
41  (1898),  p.  83;  ebenda  42  (1893),  p.  308.  Vgl  femer  Dorp.  Ber.  1897,  p.  369. 
Der  letzte  Aufsatz  enthält  eine  Anwendung  der  Systeme  eomplexer  Grössen  auf 
die  Theorie  gewisser  Gruppen  von  diacreten  linearen  Transformationen. 
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der  EinheiteD  rj  nur  von   den  Einheiten  rj  mit  höherem  Index   ab> 
hangt  y  und  dass  alle  Produkte  der  Einheiten  Ci  mit  einer  Einheit  rjj 
Null  sind,  mit  Ausnahme  von  zweien,  für  die  man   exrii'=rjjex='fij 
hat.     Bei  allen  diesen  Systemen,  und  bei  ihnen  allein,  sind  die  Wur- 
zeln  der   Ranggleichung  lineare   Funktionen   der   Goordinaten   einer 
Orösse  des  Systems**).     Die  Quatemionsysteme  lassen  sich,   wie  in- 
dessen erst  durch  Molien  klar  gestellt  worden  ist,  so  schreiben,  dass 
das   System   der  Hamilton'schen  Quatemionen   (34,   Via  oder  VIb) 
unter  den  Einheiten  der  Basis  vorkommt.    Zu  ihnen  gehören  fast  alle 
die  Systeme,   die  in  den  unter  Nr.  12   besprochenen  Anwendungen 
hervorgetreten  sind.     Alle  Quatemionsysteme,   die   die  Quatemionen 
so  enthalten,  dass  die  Haupteinheit  der  Quatemionen  zugleich  Haupt- 
einheit  des  Gesamtsystems  ist,  gehen  nach  Scheffers  aus  den  Hamilr 
^on^schen  Quatemionen  durch  „Multiplikation^^  (s.  oben  unter  Nr.  8) 
2nit  irgend   einem   anderen  System  complexer  Grössen  hervor.    Au- 
fwendungen dieser  Theorie  bilden   die  Bestimmung  aller  Typen  von 
Systemen  complexer  Grössen  mit  n  Einheiten,  deren  Rang  gleich  zwei 
oder  gleich  n — 1  ist,  und  im  wesentlichen  auch  derer,  deren  Rang 
gleich  n  —  2  ist,  und  insbesondere  die  Bestimmung  aller  Typen  von 
^Systemen  mit  fünf  Einheiten^'^y  femer  die  Bestimmung  aller  Quater- 
nionsysteme  bis  zu  acht  Einheiten.    Es   giebt   bei   vier   und   sieben 
^Sinheiten  je  ein  irreducibeles  System  dieser  Art,  und  bei  acht  Ein- 
hielten drei,  darunter  ein   schon  von  Clifford  angegebenes  System*^, 
^ine   von   dessen   verschiedenen  Arten   von    Biquaternioneny  dasselbe 
System,  das  zur  Parameterdarstellung   der  Bewegungen  im  Euklidi- 
schen Räume  dient^^). 

Molien  fahrt  eine  Reihe  neuer  Begriffe  ein,  von  denen  wir  nur 
einige  der  wichtigsten  anfOhren  können,  darunter  den  des  hegleitenden 
Systems  eines  gegebenen.  Ein  solches  wird  von  den  Einheiten  6^ . . .  6r 
einer  geeignet  gewählten  Basis  (e^ . . .  6r  . . .  6«)  gebildet^  wenn  die  Pro- 
clukte  eiCtt  fQr  i,x^r  sich  durch  ^  . . .  6^  selbst  ausdrücken  lassen, 
^le  anderen  Produkte  zweier  Einheiten  aber  durch  er+i . . .  6^.  Hat  ein 
System  complexer  Grössen  kein  kleineres  begleitendes  System,  so  heisst 
es  „urspnmglich^^    Alle  u/rsprünglichen  Systeme  werden  durch  die  unter 


4A)  Der  Satz  umfasst  den  unter  Nr.  11  angeführten  Satz  Ton  Frdbenius  (s. 
Anm.  31).    Sehe/fers  benatzt  jedoch  nicht  ansschliesslich  algebraische  Hülfsmittel. 

47)  Die  vom  Bange  zwei  und  vier  sind  auch  von  H,  Bohr  angegeben  wor- 
den: Über  die  aus  6  Haupteinheiten  gebildeten  complexen  Zahlensysteme.  Diss. 
Harborg  1890. 

48)  Lond.  Math.  Proc.  4  (1878),  p.  381  »=  Coli.  Papers,  London  1882 
Nr.  20;  ebenda  Nr.  42. 
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Nr,  10  hetraditeten  Systeme  mit  n^  Einheiten  ersdiöpß.  Darin  liegt 
zugleich  der  gruppentheoretische  Satz^  dass  diese  Systeme  die  einzigen 
sind,  deren  entsprechende  (im  vorUegenden  Falle  (ii>— l)-gUedrige) 
Gruppen  x'=ax,  x^=xi  einfach  sind  [11  A  6].  Allgemein  lässt  sich 
die  Basis  so  wählen,  dass  als  begleitende  Systeme  fi  von  einander 
unabhängige  ursprüngliche  Systeme  auftreten,  die  zusanmiengenommen 
ein  IL  irreducibele  Bestandteile  enthaltendes  (also,  wenn  fi  >  1^  reduci- 
beles)  begleitendes  System  bilden. 

Verwandten  und  zum  Teil  desselben  Inhalts  ist  eine  Untersuchung 
von  E,  Cartan^  über  die  zur  Zeit  nur  vorläufige  Mitteilungen  (ohne 
Beweise)  vorliegen  *^).  Wir  heben  daraus  hervor  die  Bestimmung  aller 
Gestalten  ursprünglicher  Systeme.  Nur  die  mit  4m^  Einheiten  haben 
—  so  lässt  sich  Cartan's  Behauptung  ausdrücken  —  mehrere  reelle 
Gestalten,  und  zwar  zwei  verschiedene.  Die  eine  ist  die  uns  schon 
bekannte  (40),  die  andere  wird  erhalten,  wenn  man  das  System  (40) 
mit  m^  Einheiten  bildet,  und  es  mit  den  JE^am^Z^'schen  Quatemionen 
(Via)  „multipliciert^*  (s.  Nr.  8).  Zu  den  „ursprünglichen"  Systemen 
Moliefi's  kommen  bei  Beschränkung  auf  reelle  Systeme  noch  andere, 
die  man  als  reell-ursprüngliche  Systeme  bezeichnen  könnte,  Systeme 
ohne  reeüe  begleitende  Systeme.  Diese  werden  nach  Cartan  von  2n* 
Einheiten  gebildet;  sie  werden  erhalten,  wenn  man  die  Systeme  (40) 
mit  dem  reellen  System  der  gewöhnlichen  complexen  Grössen  multi- 
pliciert.  Die  Gesamtheit  aller  reell -ursprünglichen  Systeme  entsteht 
also,  nach  Cartan ,  wenn  man  die  Reihe  der  Systeme  (40)  erstens 
mit  dem  aus  einer  Einheit  bestehenden  System,  zweitens  mit  dem 
System  der  gemeinen  complexen  Grössen,  drittens  mit  den  Quater- 
nionen  „multipliciert". 

14.  Ansätze  zu  einer  Fnnetionentheorie  und  ZahlentheoriG 
der  Systeme  höherer  oomplexer  Grössen.  Nur  ein  sehr  bescheidener 
Anfang  liegt  vor  von  Untersuchungen,  die  eine  Ausdehnimg  von  Sätzen 
der  gewöhnlichen  Funktionentheorie  [HB  1;  vgl.  11 A  7b]  auf  beliebige 
Systeme  complexer  Grössen  zum  Ziel  haben.  Ed,  Weyr  hat  die  Bedingung 
dafür  angegeben,  dass  eine  Potenzreihe  ^a^x'^  convergiert,  in  der  die 
Coefficienten  a^  gewöhnliche  complexe  Grössen  sind,  x  aber  eine  Grösse 
eines  beliebigen  Systems  bedeutet.  Er  findet,  dass  die  Wurzeln  r« 
der  charakteristischen  Gleichung  (46)  dem  Convergenzgebiete  der  ge- 
wöhnlichen Potenzreihe  ^a^x*  angehören  müssen^).  6r.  Sehe/fers  hat 
einige  hierher  gehörige  Betrachtungen  über  Systeme  mit  commuta- 


49)  Par.  C.  R.  vom  31.  Mai  und  8.  Juni  1897. 

60)  Bull,  des  Sciences  Math.  2me  sdr.  11  (1887),  p.  205. 
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tiver  Multiplikation  angestellte^).  Er  gelangt  zu  einer  Definition  der 
^analytischen"  Funktionen  im  Gebiete  eines  solchen  Systems  und  zur 
Darstellung  dieser  Funktionen  durch  Potenzreihen  f{x)  =  ^CyX'']  die 
Operationen  des  Differentiierens  und  Integrierens  gestalten  sich  im 
wesentlichen  wie  in  der  gewöhnlichen  Funktionentheorie. 

Die  Gleichung  x=f(x)  definiert  eine  continuierliche  unetidlidie 
Gruppe,  und  zwar  erhält  man  auf  diese  Weise  alle  solche  Gruppen,  bei 
denen  die  Fortschreitungsrichtungen  um  einen  Punkt  ^^allgemeiner 
Lf^e"  herum  durch  eine  einfach -transitive  (also  (n — l)-gliedrige) 
Gruppe  von  vertauschbaren  projektiven  Transformationen  transformiert 
werden.  Die  grössten  endlichen  continuierlichen  Untergruppen  einer 
solchen  Gruppe  sind  die  3w-gliedrigen  Gruppen  (57)  und  die  mit 
ihnen  gleichberechtigten. 

Auch  zu  einer  ZaMetUlieorie  der  Systeme  complexer  Grössen  ist 
erst  ein  Anfang  gemacht.  Nur  die  gerade  in  dieser  Einsicht  einen 
Ausnahmefall  darstellenden  Hamilton'schen  Quatemionen  sind  bis  jetzt 
untersucht  worden,  von  Lipschüz*^\  und  —  eingehender  und  auf  an- 
derer Grundlage  —  von  Hurwitz^^)  (I  C). 

Nachtrag.  Aus  Aufzeichnungen,  die  sich  im  Nachlass  von  Gauss 
vorgefunden  haben,  geht  hervor,  dass  er  im  Jahre  1819  oder  1820 
schon  im  Besitz  der  Hamilton^ BcAi'^n  Quatemionen  und  ihrer  Anwen- 
dung zur  Darstellung  und  Zusammensetzung  der  Drehungen  (und 
Ahnlichkeitstransformationen)  um  einen  festen  Punkt  gewesen  ist,  und 
dass  er  auch  das  Multiplikationstheorem  der  Quatemionen  schon  in 
Gestalt  eines  Produkts 

{ahcd){aßy8)  =  (ABCD) 

geschrieben  hat.  S.  Gott.  Nachr.  1898,  p.  8,  und  ebenda  F,  Klein: 
Geschäftliche  Mittheilungen  p.  3. 


61)  Leipz.  Ber.  1893,  p.  828;  1894,  p.  120. 

62)  Gott.  Nachr.  1896,  p.  314. 
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Schepp  unter  dem  Titel:  Grundlagen  der  Geometrie,  Leipzig  1894. 
E,  Bord,  Lebens  sur  la  th^orie  des  fonctions,  Paris  1898. 

Eine  Zusammenstellung  der  Hauptresultate  der  Mengenlehre  gab  G,  Vi- 
vatUi  (Bibliotheca  mathem.,  Neue  Folge  6.  p.  9  [1892]).  Ein  grosser  Teil  der 
Cbfi^or'schen  Arbeiten  ist  in  Acta  mat.  2  abgedruckt. 

Bezeichnungen. 

(£^  bedeutet  das  n-dimensionale  ConÜnuum.  Die  erste  Zahlklasse  (vgl. 
Nr.  7)  wird  durch  Z(I),  die  zweite  Zahlklasse  (Tgl.  Nr.  7)  durch  ZQI)  oder  Z(Vt^) 
bezeichnet;  M^  stellt  die  Mächtigkeit  der  Reihe  der  ganzen  Zahlen  dar,  d.  h. 
der  Klasse  Z(I).  —  U  bedeutet  das  „Unendlich^. 


1.  H&ufungBstellen  von  Funktmengen  und  deren  Ableitungen. 
Während  K,  Fr,  Gauss  gegen  den  Gebrauch  „einer  unendlichen  Grosse 
als  einer  vollendeten"  ausdrücklich  protestiert  hat^),  ist  es  G.  Cantar 
gelungen ;  die  Einführung  solcher  Grossen  in  die  Arithmetik  zu  be- 
gründen und  damit  die  Fortsetzung  der  Reihe  der  ganzen  positiven 
Zahlen  über  das  Unendliche  hinaus  zu  definieren^).  Die  Notwendig- 
keit hierzu  ergab  sich  einerseits  bei  den  Untersuchungen  über  den 
Inhalt  und  die  Häufungsstellen  von  Punktmengen  (Nr.  1),  andrerseits 
bei  der  Vergleichung  der  Mengen  arithmetisch  definierter  Zahlgrössen 
(Nr.  2).     (Vgl.  besonders  HAI  und  H  B  1.) 

Für  eine  aus  unbegrenzt  vielen  Punkten  bestehende  Menge  P 
giebt  es  nach  einem  Satz  von  Bolmno-K.  Weierstrass^  mindestens  eine 
Häufungsstelle  (Grenzpunkt^  Verdichtungspunkt).  Alle  Grenzpunkte 
einer  Menge  P  bilden  eine  Punktmenge  P',  die  Cantor  die  Ableitung 
von  P  nennt*).  Enthält  die  Menge  P'  unendlich  viele  Punkte*),  so 
besitzt  sie  eine  Ableitung  P",  die  auch  zweite  Ableitung  von  P  heisst 
u.  8.  w.  Jeder  Punkt  einer  Ableitung  P^")  ist  in  allen  vorhergehenden 
Ableitungen  enthalten.  Ein  Punkt  p^  der  noch  in  P^*\  aber  nicht 
mehr  in  P^^+i)  vorhanden  ist,  heisst  Häufungsstelle  vter  Ordnung. 
Ca$Uor  nennt  die  den  Mengen  P,  Qy  R ,,,  gemeinsamen  Punkte  auch 

1)  Briefwechsel  zwischen  K.  Fr.  Gauss  und  H,  Chr.  Sdiumacher  2,  p.  269. 

2)  Canior  bemerkt  in  Math.  Ann.  17,  p.  868,  dass  er  schon  1870  zu  dieser 
Obeneagnng  gelangt  sei. 

3)  Über  den  Ursprung  des  bezuglichen  Schlussverfahrens  Tgl.  Canior  in 
Math.  Ann.  28,  p.  456. 

4)  Math.  Ann.  6  (1872),  p.  129. 

6)  Eine  Menge  dieser  Art  erhält  man  z.  B.,  indem  man  fiir  n  » 1, 2, 3  ... 

in  jedes  Intervall r-r  ^ine  Punktmenge  setzt,  fSr  die  — tt  eine  Hau- 

*  n       n+1  °  '  n+1 

fiuigsstelle  ist.    Vgl.  auch  P.  du  Bois-Befftnond  in  J.  f.  Math.  79^  p.  86. 
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ihren  grossten  gemeinsamen  Divisor  ^  (P^Q,B  ..,)^,  und  hat  daher 

P0')=5)(P'P"...p(i')). 

Es  kann  der  Fall  eintreten^  dass  der  Ableitungsprocess  f&r 
kein  endliches  v  ein  Ende  nimmt;  alsdann  existiert  eine  Menge 
JB  =  2)(P',P"...),  für  die  CarUor  das  Zeichen  P^*)  (später  P(«))  ein- 
geführt  hat'').  Die  Existenz  von  Punktmengen ^  für  die  P^*)  selbst 
aus  unendlich  vielen  Punkten  besteht,  führte  dazu,  den  Ableitungen 
dieser  Menge  in  konsequenter  Fortbildung  der  Bezeichnungsweise  die 
Symbole  P«+i),  P(*+«)  . . .  PO*)  . . .  PC'^  ...   zu  geben. 

2.   Der  Abzählbarkeitsbegriff  und  das  Continuum.    Bereits  im 

Jahre  1873®)  war  Cantor  zu  dem  wichtigen  Fundamentalbegriff  der 
Abzälilbarkeit  gelangt.  Er  bewies  ^),  dass  man  die  Gesamtheit  der 
algebraischen  Zahlen  eineindeutig  den  positiven  ganzen  Zahlen  zu- 
ordnen kann,  d.  h.  dass  man  sie  in  eine  Beihe  bringen  kann,  die 
ein  erstes  Olied  besitzt  und  in  der  jede  bestimmte  algebraische  Zahl 
eine  angebbare  Stelle  einnimmt.  Cantor  nennt  sie  deshalb  abzahlbar^). 
Alle  abzählbaren  Mengen  heissen  von  gleicher  Mächtigkeit.  Es  gilt 
der  Satz,  dass  jede  endliche  oder  abzahlbar  unendliche  Menge  solcher 
Mengen  selbst  wieder  abzählbar  ist^^).  Dagegen  ist  die  Gesamtheit 
aller  Zahlen  (das  arithmetische  Zahlencontinuum  @)  resp.  die  Gesamt- 
heit aller  Zahlen  eines  bestimmten  Intervalls  nicht  abzahlbar,  und 
besitzt  insofern  eine  höhere  Mächtigkeit^^).  Der  Beweis  beruht  auf 
folgendem,  für  die  Abzählbarkeitsfragen  principiellen  Schluss verfahren: 
dass  eine  Menge,  welche  ein  durch  einen  unendlichen  Process  (z.  B. 
Fundamentalreihe)  definierbares  Elen^ent  in  sich  enthalt,  nicht  abzahlbar 

6)  Math.  Ann.  17,  p.  356. 

7)  Eine  Menge,  deren  P^^^  den  Nullpunkt  liefert,  konstruiert  Cantor  so, 
dass  er  in  jedes  der  in  Anm.  5  genannten  Intervalle  eine  Menge  setzt,  für  die 

-— p—    eine   Häufungsstelle   nter  Ordnung   ist,    Math.  Ann.   17  (1880),  p.  358. 

Eine  Menge  dieser  Art  giebt  auch  du  Bois-Reymond,  Fktl.  p.  187.  Vgl.  auch 
G,  Mütag-Leffler  in  Acta  Math.  4,  p.  58. 

8)  J.  f.  Math.  77,  p.  258.  Die  Art,  wie  man  die  rationalen  Zahlen  am  ein- 
fachsten in  eine  solche  Beihe  bringt,  findet  sich  in  J.  f.  Math.  84  (1877),  p.  260. 

9)  Vgl.  jedoch  die  spätere  Erweiterung  dieses  Begriffs  in  Nr.  8. 

10)  Zuerst  von  Cantor  ausgesprochen  in  J.  f.  Math.  84  (1877),  p.  24.  Der 
Satz  folgt  daraus,  dass  man  eine  Doppelreihe  als  einfache  Reihe  anordnen  kann 
(ein  geom.  Beweis  bei  Fr.  Meyer ^  Böklen's  math.  naturw.  Abhdlgn.  1  [1886],  p.  80) 
und  umgekehrt,  ein  Gedanke,  der  vielen  Sätzen  der  Mengenlehre  zu  Grande  liegt. 

11)  J.  f.  Math.  77,  p.  259.  Bettaezi  hat  gezeigt,  dass  man  die  Zahlen- 
gesamtheit nicht  ausdrücken  kann,  wenn  man  eine  abzählbare  Menge  von  Zeichen 
verwendet,  aber  für  jede  Zahl  nur  eine  endliche  Anzahl  dieser  Zeichen  benutzt. 
Per.  di  mat.  6  (1891),  p.  14. 
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sein  kann^  wenn  dies  Element  in  der  nach  Annahme  abzählbaren  Menge 
nicht  mit  endlicher  Stellenzahl  erscheint  ^^). 

Ebenfalls  1873  fand  Cantor  den  Satz^  dass  das  n-dimensionale 
(S«  die  gleiche  Mächtigkeit  besitzt,  wie  das  lineare ,  und  zwar  in  dem 
Sinne ;  dass  jeder  Zahl  von  6^^  eine  bestimmte  Zahlgruppe  von  6^„ 
zugeordnet  werden  kann  und  umgekehrt  ^^.  Das  Gleiche  gilt  fQr  das 
S  Yon  unendlich  vielen  Dimensionen.  Hiemach  glaubte  Cantor  die 
Vermutung  aussprechen  zu  sollen,  dass  es  für  alle  unendlichen  Punkt- 
mengen eines  Raumes  B^  nur  zwei  verschiedene  Mächtigkeitsklassen 
giebty  nämlich  entweder  die  Mächtigkeit  der  abzählbaren  Zahlenreihe 
oder  die  Mächtigkeit  des  Continuums  ^*).  Diese  Vermutung  harrt 
jedoch  noch  des  Beweises.  Der  von  P.  Tannery^^)  gegebene  Beweis- 
versuch ist  nicht  bindend. 

Die  eineindeutige  Abbildung  eines  @»  und  @^  ist  niemals  stetig  ^^). 

3.  Oantor's  erste  Einführung  der  iransfiniten  Zahlen.  Den  letz- 
ten wichtigen  Schritt  in  der  Grundlegung  der  Mengenlehre  that  Cantor 
im  Jahre  1882^'').  Er  wurzelt  in  der  Erkenntnis,  dass  man  die  für 
die  Ableitungen  der  Punktmengen  eingeführten  Symbole  („Unendlich- 
keitssymbole'' in  erster  Bezeichnung)  arithmetisch  definieren  und  den 
Rechnungsgesetzen  unterwerfen  kann.  Es  beruht  darauf,  dass  man 
diese  Symbole  als  verschiedene  Anordnungen  der  abzählbaren  Zahlen- 
menge  auffassen  kann.  Ist  o  das  Symbol  für  die  Gesamtheit  der 
ganzen  positiven  Zahlen  in  ihrer  natürlichen  Folge,  resp.  für  die  Ele- 
mente fifif^  . . .;  so  lassen  sich  die  Mengen 

12)  Cantor  in  J.  f.  Math.  77  (1873),  p.  260.  Für  dieses  Schlussverfiihren  vgl. 
«Mich  den  Beweis  von  du  Bois,  dass  man  jede  Ordnung  des  Unendlichwerdens 
einer  Funktion  übertreffen  kann;  J.  f.  Math.  76  (1873),  p.  89. 

13)  J.  f.  Math.  84,  p.  246.  Der  Beweis  gründet  sich  auf  die  bezügliche 
Zuordnung  der  Irrationalzahlen  des  (S^^  und  (£^  und  benutzt  dazu  deren  Dar- 
«tellung  durch  einen  unendlichen  Kettenbruch,  dessen  unendlich  viele  Teilnenner 
«ich  in  n  ebenfalls  unendliche  Gruppen  spalten  lassen  und  so  n  neue  Irrational- 
zahlen bestimmen  und  umgekehrt  Die  analoge  Spaltung  ist  auf  Dezimalbrüche 
anwendbar  und  bildet  den  Beweisgrund  analoger  Sätze.  Einen  auf  der  Theorie 
der  Pnnktmengen  beruhenden  Beweis  gab  später  J.  Bendixson  in  Stockh.  Hndl. 
Bih.  9,  Nr.  6  (1886). 

14)  J.  f.  Math.  84,  p.  268. 

16)  Bull,  de  la  Soc.  de  Fr.  12  (1884),  p.  90. 

16)  Einen  Beweis  dieses  Satzes  gab  1878  E.  Netto  (J.  f.  Math.  86,  p.  263), 
sodann  Cantor  in  Gott.  Nachr.  1879,  p.  127.  Aus  dem  Satz  folgt,  dass  die  Ton 
B.  Biemann  und  H.  HelmhoUz  gegebene  arithmetische  Definition  des  B^  durch 
n  unabhängige  Coordinaten  dahin  zu  ergänzen  ist,  dass  die  Zuordnung  um- 
kehrbar eindeutig  und  stetig  ist. 

17)  Math.  Ann.  21,  p.  636,  sowie  Grundlagen  etc. 
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/1/8/3  '"  9i>  fifih  • '  •  9i9i f  /i/ 2/8  •  •  •  ffifftffi  •  • 
ihrer  Anordmmg  nach  durch  die  Symbole  co-j-l;  (d-{-2,  m  -^  m 
bezeichnen  (Nr.  6  und  7).  Dies  sind  Cantor's  iransfinüe  2kxhlen,  Ihre 
allgemeine  Konstruktion  gründet  er  auf  zwei  ^^Erzeugungsprincipien^. 
Das  erste  besteht  in  der  Hinzuf&gung  einer  Einheit  zu  einer  schon 
vorhandenen  Zahl^  das  zweite  verlangt^  dass  zu  jeder  unbegrenzten 
Zahlenreihe  stets  wachsender  Zahlen  eine  neue  nächst  grossere  Zahl 
existiert;  es  lasst  z.  B.  auf  cj  +  l,  ej  +  2...o  +  n...  die  Zahl 
aj  + a)  =  (ö- 2*®)  folgen,  auf  cj,  (ö-2,  (d*3  ...  co-n  ...  die  Zahl  (d*o}s=(d^ 
auf  ß),  CD*,  CO*  . . .  CO*  . . .  die  Zahl  cd**  u.  s.  w.,  u.  s.  w. 

4.  Die  Mächtigkeit  oder  Kardinalzahl.  Die  genaue  logische 
und  arithmetische  Analyse  der  vorstehenden  Ideen  führte  Canior 
schliesslich  zu  folgenden  1895  veroflfentlichten  Formulierungen^'). 
Die  Grundbegriffe  sind  MengSj  Mächtigkeit^  Ordnungstypus,  woMgeord- 
nete  Menge.  Menge  oder  Mannigfaltigkeit  heisst  jede  Zusammen- 
fassung von  bestimmten  wohldefinierten  und  wohlunterschiedenen 
Objekten^)  m  zu  einem  Ganzen;  M=  {m}.  Mengen  heissen  äqui- 
valent oder  von  gleicher  Mächtigkeit*^),  wenn  sie  einander  eineindeutig 
zugeordnet  werden  können  (M^N).  Die  Mächtigkeit  M  einer  Menge 
heisst  auch  ihre  Kardinalzahl  Q;  für  endliche  Mengen  fallt  sie  mit 
dem  Anzahlbegriff  zusammen. 

Bei  dieser  Begriffsbestimmung  besteht  der  wesentliche  Unter- 
schied zwischen  einer  endlichen  und  unendlichen  (transfiniten)  Menge") 
darin,  dass  eine  unendliche  Menge  einer  ihrer  Teilmengen  äquivalent 
sein  kann,  während  dies  für  endliche  Mengen  nicht  der  Fall  ist^. 


18)  Ursprünglich  von  Cantor  durch  2a>  bezeichnet. 

19)  Math.  Ann.  46,  p.  481 ;  teilweise  schon  vorher  in  der  Z.  f.  Philos.  91, 
p.  95  und  92,  p.  240  dargestellt  (1887). 

20)  Die  genaue  Begriffsbestimmung  dieser  Worte  findet  sich  Math.  Ann. 
20,  p.  114.  Sie  steht  im  Gegensatz  zu  L.  Kronecker' ^  Forderung  in  den  Gmnd- 
zügen  einer  arithm.  Theorie  p.  11  (M,  Pasch  in  Math.  Ann.  40  (1892),  p.  160).  Vgl. 
auch  Borel  a.  a.  0.  p.  3.  Aber  erst  die  Überwindung  dieser  Forderungen  hat 
die  Mengenlehre  möglich  gemacht.  Vgl.  auch  du  BoiSy  Funktionenlehre,  p.  184 
u.  204  ff. 

21)  Diesen  Ausdruck  hat  Canior  von  /.  Steiner  übernommen;  Math.  Ann. 
20,  p.  116. 

22)  Bohano  (Paradoxieen  des  Unendl.  §  13)  und  E.  Beddeind  (Was  sind  und 
was  sollen  die  Zahlen,  Braunschw.  1888,  §  1)  haben  sogar  einen  Beweis  gegeben, 
dass  es  Mengen  giebt,  die  nicht  endlich  sind. 

23)  Hierfür  vgl.  Bedekmd  a.  a.  0.  p.  17,  sowie  Canior,  J.  f.  Math.  84,  p.  242 
und  Bolzano  a.  a.  0.  §  20  u.  21.  Im  Anschluss  an  obige  Definition  der  unend- 
lichen Zahl  wird  sogar  in  neuerer  Zeit  die  endliche  Zahl  als  eine  solche  defi- 
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Dies  hindert  jedoch  nicht,  dass  sich,  ausser  dem  Gleichheitsbegriff, 
auch  die  Beziehung  des  ,,grösser  und  kleiner'^  auf  beliebige  transfinite 
Mengen,  resp.  ihre  Kardinakahlen  a  =  ]?,  b  =  F  übertragen  lässt. 
Die  Definition  lautet  so,  dass  Q  >  b  heisst,  falls  keine  Teilmenge  von 
N  mit  M  äquivalent  ist,  aber  eine  Teilmenge  Jfj  von  M  existiert, 
die  mit  N  äquivalent  ist.  Diese  Definition  genügt  der  logischen  For- 
derung, dass  von  den  drei  Möglichkeiten  a  =  b,  a>b,  a<b  jede 
die  beiden  andern  ausschliesst.  Der  Beweis  jedoch,  dass  von  diesen 
drei  Möglichkeiten  stets  eine  erftillt  ist,  dass  also  die  transfiniten 
Kardinalzahlen  im  Sinne  H.  Grassmann^s  den  allgemeinsten  Grössen- 
cha/rakter  besitzen,  hat  sich  bisher  nicht  vollständig  führen  lassen. 
Dagegen  ist  es  in  letzter  Zeit  gelungen,  zu  erweisen,  dass  zwei  trans- 
finite Kardinalzahlen  gleich  sind,  wenn  jede  der  beiden  Mengen  einem 
Teil  der  andern  äquivalent  ist**),  was  praktisch  ausreicht. 

Da  der  MächtigkeitsbegrifP  von  der  Ordnung  und  Beschaffenheit 

der  Elemente  abstrahiert,  so  lassen  sich  die  Definitionen  und  Gesetze 

der  Addition  und  Multiplikation  ohne  Ausnahme  auf  die  Kardinal- 

zahlen  übertragen.     Die  Summe  der  Kardinalzahlen  Q  =  IS,  i  =  N 

ißt  als  die  Mächtigkeit  der  Vereinigungsmenge   [MyN],  das  Produkt 

als  die  Mächtigkeit  aller  Elementenpaare  (m,  n)  zu  definieren,  woraus 

sich  die  Geltung   des   commutativen,   associativen   und   distributiven 

Gesetzes  ergiebt.    Um  zur  Potenz  zu  gelangen,  wird  der  Begriff  der 

.Belegung  von  N  mit  M  benutzt*^).     Die  Belegung  ist  ein  Gesetz, 

^as  jedem  Element  n  ein  Element  m  =  f(n)  zuordnet;   Belegungen 

sind  danach  immer  und  nur  dann  gleich,  wenn  sie  mit  jedem  n  je 

^as  nämliche  m  verbinden.     Die  Gesamtheit  aller  Belegungen  von  N 

mit  M  (die  Belegungsmenge)   liefert   die  Potenz   q^   und   folgt   den 

t^otenzgesetzen. 

Die  kleinste  transfinite  Kardinalzahl  ^q  ist  die  Mächtigkeit  der 
£eihe  der  positiven  ganzen  Zahlen;  jede  transfinite  Menge  besitzt 
tiämlich  Teilmengen  von  der  Mächtigkeit  ^(9.    Da  jede  endliche  sowie 

lüert,  die  nicht  unendlich  ist.  Überhaupt  haben  die  obigen  Begriffe  f,Menge^* 
Und  „Zuordnung**  auch  für  die  Erörterung  der  Grundlagen  der  elementaren 
2ahlenlehre  eine  grosse  Bedeutung  erlangt.  Vgl.  z.  B.  Bettagzi,  Fondamenti  per 
tina  teoria  generale  dei  gruppi,  Rom  1896,  sowie  Artikel  desselben  Verfassers 
\md  von  C.  BurdH-Forti  in  den  Atti  di  Torino  81  u.  32  (1896). 

24)  Bord  a.  a.  0.  p.  103.  Der  Beweis  stammt  von  F.  Bernstein.  Zuerst 
bewiesen  wurde  der  Satz  1896  von  E.  Schröder.  Vgl.  dazu  Jahresb.  d.  deutsch. 
HaiJi.-V.  6,  p.  81,  sowie  Nova  Acta  Leop.  71  (1898),  p.  303. 

26)  Im  Keim  ist  diese  Idee  schon  bei  P.  Tamiery  vorhanden;  vgl.  Anm.  16. 
Bine  Funktion  einer  reellen  Yariabeln  stellt  danach  eine  Belegung  des  (S>  mit 
lieh  selbst  dar,  ihre  Gesamtheit  die  Belegungsmenge  von  (3)  mit  sich  selbst. 
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auch  jede  abzählbare  Menge  abzahlbarer  Mengen  selbst  abzahlbar  ist, 
so  bestehen  für  jedes  endliche  v  die  Gleichungen 

5.  Die  Ordnung8t3npen.  Besteht  für  die  Elemente  der  Menge  M 
eine  Rangordnung,  die  für  je  zwei  Elemente  m^  und  m^  bestinmit^ 
welches  dem  andern  vorangeht  (m^  -^  Wjj),  so  heisst  die  Menge  ge- 
ordnet resp.  einfach  geordnet.  Wenn  M*^N  ist  und  je  zwei  Ele- 
mente m^  und  m^  die  gleiche  Rangordnung  besitzen^  wie  die  entspre- 
chenden Elemente  n^  und  fi^,  so  heissen  die  Mengen  ähnlich  geordnet 
(Mc^N)  oder  von  gleichem  Ordnungstypus,  Der  Ordnungstypos  von 
M(a=^M)  wird  also  durch  die  Art  der  Rangordnung  bestimmt*). 
Während  eine  endliche  Menge  nur  einen  Ordnungstypus  besitzt 
(M  =  f^f2...fm)f  ist  deren  Zahl  bei  einer  transfiniten  Menge  selbst 
transfinit  und  bildet  die  zur  Menge  gehörige  TypenJdasse. 

Der  einfachste  Typus  o  ist  derjenige  der  Reihe  der  ganzen  Zahlen 
(Nr.  3).  Teilmengen  vom  Typus  o  resp.  vom  inversen  Typus  *a>  sind  in 
jeder  transfiniten  geordneten  Menge  enthalten  und  heissen  Fundamental- 
reihen. Mit  ihnen  lassen  sich  analog  zur  Theorie  der  Irrationalzahl 
Grenzelemente  definieren;  man  hat  nur  die  Grössenbeziehung  durch 
eine  Beziehung  dem  Range  nach  zu  ersetzen  (Nr.  7).  Die  Beziehung 
zwischen  Fundamentalreihe  und  Grenzelement  bleibt  fQr  alle  ähnlichen 
Mengen  erhalten. 

Der  Begriff  des  Ordnungstypus  lässt  sich  auf  mehrfach  geordnete 
Mengen  übertragen^  d.  h.  auf  solche^  bei  denen  für  m^  und  m^  das  Rang- 
verhältnis in  mehr  als  einer  Hinsicht  in  Frage  konmit.  Ist  die  Zahl 
der  Elemente  endlich^  so  ist  auch  die  Zahl  ihrer  Ordnungstypen  end- 
lich. Die  Anzahl  aller  Ordnungstypen  von  m  Elementen^  die  n-fach 
geordnet  sind,  ist  von  Cantor  bestinunt  worden  '^).  Analoge  Sätze  und 
Reduktionsformeln  gaben  auch  H,  Schwarz  und  Vivamü^), 

Auf  die  Ordnungstypen  lassen  sich  die  Definitionen  der  Summe 
und  des  Produkts  übertragen.  Die  Summe  a  +  /J  von  a  =  M  (Augen- 
dus)  und  ß  =  N  (Addendus)  ist  der  Ordnungstypus  der  Yereinigoi^p- 
menge   {M,  N],  in  def  die  Rangbeziehungen  für  M  und  N  bestehen 


26)  Die  rationalen  Zahlen  zwischen  0  und  1  kann  man  z.  B.  auf  folgende 
Arten  ordnen:  1)  i,  i,  i,  },  J,  i  . . .,  2)  i,  i,  | . . .,  |,  | . . .,  f ,  |  . . .  8)  der 
Grösse  nach.  Bei  1)  hat  jede  Zahl  (ausser  ^)  eine  nächstfolgende  und  n&chstvorher- 
gehende,  bei  2)  nur  eine  nächstfolgende,  bei  S)  weder  das  eine  noch  das  andere. 
Pur  1)  ist  CO  der  Ordnungstjpus,  für  2)  (»  +  <»  +  »H =*<»•<»  (ygl.  Anm.  80). 

27)  Z.  f.  Philos.  92  (1887),  p.  240. 

28)  Dissertation,  Halle  1888,  sowie  Ann.  di  mat.  (2)  17  (1889),  p.  1. 
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bleiben  und  jedes  Element  von  M  niederen  Rang  hat^  als  jedes  Ele- 
ment von  N,  Zum  Produkt  a  •  ß  gelangt  man  so,  dass  in  die  Menge 
N  an  Stelle  jedes  Elementes  n^  eine  der  Menge  M  ähnliche  Menge 
JK^  gesetzt  wird  und  die  Rangbeziehungen  demgemäss  definiert  wer- 
den^); ß  heisst  Multiplikator^  a  Multiplikandus;  a-ß  bedeutet  also 
so  viel  als  o;  angewandt  auf  oder  eingesetzt  in  ß,^) 

Da  sich  der  Begriff  des  Ordnungstypus  auf  die  Anordnung  der 
Elemente  stützt,  so  bleiben  von  den  Rechnungsgesetzen  nur  die  asso- 
ciativen,  nicht  aber  die  commutativen  in  Kraft.  Im  Gegensatz  zu 
den  endlichen  Zahlen  stellen  aber  Summe  und  Produkt  unendlich 
vieler  Ordnungstypen  immer  einen  Ordnungstypus  dar  (Nr.  7). 

6.  Die  wohlgeordneten  Mengen  und  ihre  Abschnitte.  In  dem 
Ordnungstypus  und  seinen  Gesetzen  besteht  die  logisch  geklärte  Grund- 
lage, die  Cantor  zur  Konstruktion  der  transfiniten  Zahlen  benutzt 
hat'^).  Diese  Zahlen  sind  nichts  andres  als  die  Ordnungsfcypen  wohl- 
geordneter Mengen.  Eine  geordnete  Menge  heisst  woMgeof'dnet,  wenn 
sie  selbst,  sowie  jede  ihrer  Teilmengen,  ein  dem  Range  nach  nieder- 
stes Element  besitzt.  Die  wichtigste  Folge  dieser  Definition  ist,  dass 
m  einer  wohlgeordneten  Menge  F  auf  jedes  bestimmte  Element,  falls 
es  nicht  das  letzte  ist,  ein  Element  folgt,  und  dass  es  in  ihr  keine 
Reihe  von  Elementen  /*  >-  /^  >-  /^'  >-  . . .  giebt^  die  nicht  abbricht.  In 
dieser  Thatsache  liegt  der  Hauptbeweisgrund  der  folgenden  Sätze. 

Die  wohlgeordneten  Mengen  F  besitzen  Grössencharakter  (4). 
Um  dies  zu  erweisen,  bedarf  man  des  Hülfsmittels  der  Abschnitte. 
Ein  Abschnitt  Ä  von  F  ist  die  wohlgeordnete  Menge  aller  Elemente 
Ton  Ff  die  niederen  Rang  haben  als  ein  bestinuntes  Element  /*;  man 
sagt,  dass  Ä  zum  Element  f  gehört.  Man  beweist  zunächst,  dass  die 
Abschnitte  derselben  Menge  Grössencharakter  besitzen,  falls  man 
A<iÄ'  definiert,  wenn  Ä  zu  f,  Ä'  zu  f  gehört  und  f-<^f  ist.  Sind 
non  F  und  G  irgend  zwei  wohlgeordnete  Mengen,  so  sind  sie  entweder 
einander  ähnlich,  oder  es  hat  jeder  Abschnitt  Ä  von  F  einen  ihm 
ähnlichen  Abschnitt  B  in  G  und  es  giebt  einen  Abschnitt  B^  von  6r, 
der  F  äquivalent  ist,  oder  endlich  es  findet  zwischen  F  und  G  das 
umgekehrte  Verhältnis  statt.    Daraus  folgt,  dass  f^  F  und  G  stets 

eine  der  drei  Beziehungen  F'=^G,  F<G,  F>G   statthat. 


89)  Ursprünglich  durch  ß  •  a  bezeichnet;  Math.  Ann.  21,  p.  661. 
80)  So  ist  unter  durchsichtiger  Anwendung  von  Indices 

2«  =  lil,2j2,  ...  =  ö),       (0-2^  ^A^i  ...li2,3,  ...=»09  +  », 
endlich  (».Q)=li2i3i  ...1,2,3,  ...  Ij2g3,  ...  1^2^3^  ... 

31)  Ffir  den  Inhalt  von  Nr.  6  vgl.  Math.  Ann.  49  (1897),  p.  207 
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7.  Die  Ordnungszahlen  und  die  ZahlklaBse  Z(lit^.  Das  vor* 
stehende  besagt^  dass  es  einen  und  nur  einen  Typus  W  giebt,  so  dass 
jede  wohlgeordnete  Menge  einem  Abschnitt  dieses  Typus  ähnlich  ist 
Diese  Abschnitte^  resp.  ihre  Ordnungstypen  sind  Cantor^s  Ordnungs- 
mhlen^^)]  nach  der  Grösse  geordnet  bilden  sie  selbst  wieder  die  Menge 
W.  Die  Abschnitte  von  W,  die  eine  endliche  Menge  darstellen,  die 
also  durch  das  erste  Erzeugungsprincip  (Nr.  3)  entstehen ,  liefern  die 
erste  Zahlklasse  Z(l)^).  Von  den  dann  folgenden  Abschnitten  resp. 
Ordnungszahlen  enthält  die  zweite  Zahlklasse  Z(1I)  =  Z(tl^  diejenigen, 
die  auf  Grund  des  ersten  und  Bweiten  Erzeugungsprincips  entstehen. 

Das  zweite  Erzeugungsprinzip  fordert,  dass  zu  jeder  Reihe  wach- 
sender Ordnungszahlen  ai<cif2<-"<ay<---  („Fundamentalreihe'^ 
eine  erste  nächstgrossere  Zahl  ß  existiert  Seine  genauere  Analyse 
führt  zum  Begriff  der  Limeszahlen,  der  der  Irrationalzahl  formal 
analog  ist.  Sind  nämlich  ßj^yß^,,,ßy  irgend  welche  Ordnungszahlen 
von  Z(i^q),  setzt  man 

«r  =  /'i  +  A  H l-/*M 

so  dass  ai<a2<---<ar,  und  definiert 

Limc^=/9i  +  /J,  +  ...  +  /5,H ß=M, 

so  ist  1)  /3>ar  für  jedes  v,  2)  falls  ß^  <  ß,  so  giebt  es  stets  Zahlen 
fi,  so  dass  Uft  >  ß^.    Diese  Zahl  ß  ist  daher  die  auf  alle  o,  der  Grösse 
nach  zunächst  folgende  Ordnungszahl    Wie  für  die  Irrationalzahl  gilt 
auch  hier  der  Satz,   dass  zwei  y,Fundamentalreihen''   {a,}   und   {«,} 
unter  den  bekannten  Bedingungen  dieselbe  Zahl  ß  darstellen. 

Da  jede  abzählbare  Menge  abzählbarer  Mengen  selbst  abzählbar 
ist,  so  stellt  jede  Zahl  von  ^^(^0)  ^^^  Menge  der  Mächtigkeit  K^  dar; 
umgekehrt  lässt  sich  Z(i^q)  auch  als  Gesamtheit  der  Ordnungstypen 
wohlgeordneter  abzählbarer  Mengen  definieren. 

Zu  jeder  Zahl  giebt  es  entweder  eine  unmittelbar  vorhergehende 
(Zahl  erster  Art)  oder  sie  ist  eine  Limeszahl  /3,  fQr  die  es  eine  solche 
Zahl  nicht  giebt  (Zahl  zweiter  Art). 

8.  Mengen  höherer  Mächtigkeit.  Aus  dem  in  Nr.  2  erwähnten 
Schlussverfahren  folgt,  dass  die  Menge  ^^(^0)  höhere  Mächtigkeit  als 
»Q  hat.  Überdies  ist  jede  ihrer  Teilmengen  entweder  einem  Abschnitt 
der  Menge  oder  der  Menge  selbst  ähnlich  und  hat  daher  entweder 
die  Mächtigkeit  ^^q  ^^^^  ^^^  Mächtigkeit  von  Z(b(o)  selbst.  Daher 
stellt  Z(Äq)  eine  Menge  nächst  höherer  Mächtigkeit  ^^  dar**). 

32)  Für  den  Inhalt  von  Nr.  7  vgl.  Math.  Ann.  49,  p.  211  ff. 

38)  Vgl.  Math.  Ann.  21,  p.  647. 

34)  Cantor  in  Math.  Ann.  49,  p.  226  (vgl.  auch  Grundlagen  p.  89). 
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Um  zu  Mengen  beliebig  hoher  Mächtigkeit  zu  gelangen^  kann 
man  eine  Methode  benutzen^  mit  der  Cantor  neuerlich  bewiesen  hat, 
dass  das  Continuum  höhere  Mächtigkeit  besitzt^  als  die  natürliche 
Zahlenreihe '^).  Sie  beruht  darin^  die  Darstellung  einer  Zahl  durch  einen 
dyadischen  Decimalbruch  als  Zuordnung  der  Ziffern  0  und  1  zur  ab- 
zahlbaren Zahlenmenge  aufzufassen  und  zu  zeigen^  dass  die  Gesamt- 
heit dieser  Zuordnungen  nicht  abzählbar  ist.  Ebenso  folgt^  dass  die 
Belegungsmenge  jeder  Menge  M  mit  sich  selbst  höhere  Mächtigkeit 
als  M  besitzt.  Insbesondere  hat  die  Gesamtheit  aller  Funktionen  als 
Gesamtheit  aller  Zuordnungen  der  Zahlen  des  Continuums  zu  einander 
höhere  Mächtigkeit  als  das  Continuum.  Dagegen  ist  die  Gesamtheit 
aller  analytischen  sowie  aller  stetigen  Funktionen  nur  die  des  Conti- 
nuums^. 

Die  Thatsache^  dass  sich  alle  Ordnungszahlen  ihrer  Grösse  nach 
in  eine  Reihe  bringen  lassen,  hat  Cantor  zur  Erweiterung  des  Abzähl- 
barkeitsbegriffs  gefQhrt;  er  nennt  die  Mengen  der  Mächtigkeit  b^^  ab- 
zahlbar durch  Zahlen  der  zweiten  Klasse'^).   Der  hieran  anschliessende 
Ausblick  auf  eine  wohlgeordnete  Menge  von  Zahlklassen  resp.  Mäch- 
tigkeiten V^Q,  V^j^y  V^2  ,,,  ij^a  ,.,,  80  dass  auf  jede  Mächtigkeit  die  nächst- 
fiohere  folgt,  und  jede  höhere  Klasse  der  Inbegriff  der  Ordnungstypen 
der  Yorhergehenden  Klasse  ist,  entbehrt  noch  der  Ausführung. 

9^)»  Die  allgemeinen  Bechnungsgesetze  der  Ordnungszahlen. 
Ißedeuten  a,  /3,  97,  ^  . . .  Zahlen  von  ^(^0);  femer  x,  A,  \l,  Vy  Q,6yt ... 
2ahlen  von  Z(T),  so  ergeben  sich,  wesentlich  auf  Grund  dessen,  dass 
X)  jeder  Inbegriff  von  Zahlen  von  ^(^q)  ^^^^  kleinste  besitzt  und 
S)  jede  Limeszahl  die  nächstgrössere  zu  allen  Zahlen  ihrer  Funda- 
^lOLentalreihe  ist  (Nr.  7),  die  folgenden  Gleichungen 

^o'h^^^^}      1/0«  =  «,      (a-f- 1/0)0  =  a© 
co^v  +  G}^v  =  a>^v,     falls     ii<ifiy     f>0,     i/'>0. 

^A.as  ihnen  fliessen  folgende  zwei  Hauptsätze:  1)  Jede  ganze  alge- 
l>Tai8che  Fimktion  endlichen  Grades  von  (o  lässt  sich  und  dies  nur 
cuif  eine  Weise  in  die  Form 

l>ringen.    2)  Ist 

ff  =  üy*X0  -}-  C^^y^  +  *•"}"  (O^^iCt 

86)  Jahresber.  d.  deutsch.  Math.-Ver.  1  (1891),  p.  76. 

86)  Cantor  in  Math.  Ann.  21  (1883),  p.  690. 

87)  Math.  Ann.  21,  p.  649. 

88)  Die  zu  diesem  Paragraphen  aus  Math.  Ann.  49,  p.  229  ff.  citierten  Sätze 
hat  Cantor  teilweise  schon  in  Math.  Ann.  21  (1883),  p.  684  ff.  ausgesprochen. 

^cjrklop.  4.  mfttli.  Wittentch.    I.  13 
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för  (i>iii'>(h''>(^t^O,  und  jedes  x^  >  0,  so  lasst  sich  tfr  und 
zwar  nur  auf  eine  Art  in  Faktoren  zerlegen^ 

tp  =  m''x,((o^'-^-''  +  l)x.--i ...  (cd''"^*  +  l)xo.'") 

Für  Exponenten^  die  der  Klasse  ^(^^0)  angehören,  lasst  sich  die 
Potenz  durch  folgenden  Satz  definieren.  Sind  g,  y,  ä  Zahlen  von  (I) 
oder  (11)  und  ist  d  >  0,  y  >  1 ,  so  giebt  es  eine  und  nur  eine 
Funktion    /*(!),    die    folgenden   Bedingungen    genügt:    1)  f(P)  =  d, 

2)  /•(rx/'d"),  wenn  r<r,  3)  ni+i)=my,  4)  /-(D-Limz-cu 

wenn  |  =  Lim  Jv  Die  einfachste  Funktion  dieser  Art  ergiebt  sich 
für  d  =  l;   wird  sie  durch  y^  bezeichnet,  so  gelten  folgende  Regeln: 

und  es  hat  die  oben  definierte  allgemeine  Funktion  /*(!)  den  Wert 

10^).  Die  Normalform  der  Ordnungszahlen  und  die  a-Zahlen. 

Die  Einführung  des  PotenzbegriflFs  fahrt  zur  Existenz  einer  Normal' 
form  der  Zahlen  von  ^(^^o)*  ^^^  beruht  auf  dem  Satze ,  dass  sich 
jede  Zahl  a  und  dies  nur  auf  eine  Weise  in  die  Form 

bringen  lässt.     Die  wiederholte  Anwendung  dieses  Satzes  liefert  fQ^ 
a  die  Normalform 

a  =  a)"**XQ  +  a>°^*Xi  -| 1-  co^^x^,   «o  >  ''^i  >  *  *  *  ^  ^  ^  ^^    ^®    Xji  >  0  ^ 

«0  heisst  Grad,  «^  Exponent  von  a.     Je  nachdem  ar>0,   ist  a  ein 
Zahl  erster  oder  zweiter  Art  (Nr.  7).    Die  oben  (Nr.  9)  erwähnte  Zer 
legung  einer  Zahl  fp  gilt  auf  Grund  der  Normalform  auch  für  beli 
biges  a\ 

a  =  (o"'x;(a>'''->-"*  +  l)x._i  •••  (a> "•-"'+  l)xo; 

die  Zahlen  ©y  +  1   sind  unzerlegbar  und  heissen  FrimzoMen.     Insb 
sondere  ist  jede  Limeszahl  von  der  Form  a  =  coy««',  wo  y©  >  ®. 

Während  im  allgemeinen  der  Grad  a^  <  a,  so  giebt  es  Zahlen, 
für  die  a^  =  a  und  daher  a  Wurzel  der  Gleichung  cd^  =  |  ist.  Ihre 
Existenz  ergiebt  sich  aus  folgendem  Satz:  Ist  y  eine  Zahl,  die  dieser 
Gleichung  nicht  genügt,  so  bestimmen  die  Zahlen 


39)  Cantor  benutzt  a.  a.  0.  diese  Sätze,  um  aus  ihnen  Formeln  für  Produkt 
und  Summe  von  zwei  Ordnungszahlen  abzuleiten. 

40)  Für  den  Inhalt  dieses  Paragraphen  vgl.  Math.  Ann.  49,  p.  285  ff.  Cantor 
knüpft  dort  wieder  Formeln  für  Summe  und  Produkt  an,  und  giebt  die  not- 
wendige und  hinreichende  Bedingung,  dass  a-^P'^ß-^-a^  resp.  ctßt^ßa  ist. 
Im  ersten  Fall  ist  cmy^,  p*=yr,  im  zweiten  ««/*,  (J«y^. 
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y,    y^  =  (ö^,    yj  =  co''^  •  •  •,    y»  =  co^*""'  •  •  • 

eine  Fundamentalreihe  \yy\  und  es  ist  Lim  y^  eine  derartige  Zahl 
und  heisst  eine  £-Zahl;  £(y)  =  Lim  y^.  Von  ilmen  gilt:  1)  die  kleinste 
c-Zahl  ist  Ji^(l)  =  Lim  cd»,  wo  oj^  =  a>,  (02  =  a>"^,  cd,  =  co"**'"^ 
2)  ist  f'  eine  £-Zahl,  so  ist  ^(«'+1)  die  nächst  grossere;  3)  ist  ä 
die  zu  B  nächstgrössere  Zahl  und  ist  £'<y<fi",  so  ist  ^(y)=«"; 
4)  sind  £'<«"<...£<•'>...  sämtlich  £- Zahlen,  so  ist  auch  Lim  £("> 
eine  £-Zahl  imd  zwar  diejenige,  die  auf  alle  f^*')  als  nächstgrössere 
folgt.  Die  Gesamtheit  der  c- Zahlen  bildet  daher  eine  wohlgeordnete 
Menge,  die  der  Menge  Z{^^  ähnlich  ist. 

Die  Gleichung  a^  =  |  hat  keine  andern  Wurzeln  als  die  £- Zahlen, 
die  grösser  sind  als  a;  jede  von  ihnen  genügt  den  drei  Gleichungen: 

a  +  £  =  £,       a«  =  £,       «•  =  £. 

11.   Allgemeine  Defiliitionen  und  Formeln  für  Funktmengen. 

Für  die  Unterscheidung  der  Punktmengen  kommen  in  arithmetischer 
Hinsicht  ihre  Ableitungen,  in  geometrischer  ihre  Lage  in  einem  als 
stetig  vorausgesetzten  Räume  in  Betracht.    Geometrischer  Natur  sind 
folgende  Definitionen*^).     Ein  Punkt  jp  heisst  isolierter*^)  Punkt  von 
JP,  wenn  man  um  ihn  einen  Bereich  abgrenzen  kann,  der  keinen  wei- 
teren Punkt  von  P  enthält.     Sind  aUe  Punkte  der  Menge  P  isolierte 
funkte,  so  heisst  sie  selbst  isoliert*^).     Ist  im  Intervall  a . . .  6  kein 
^on  Punkten  freies  Intervall  vorhanden,  so  heisst  P  in  diesem  Inter- 
"vall  überall  dicht  ^^)  (pantachisch**));   alsdann  enthält  P'  alle  Punkte 
dies  Intervalls. 

Das  Verhältnis  der  Menge  P  zu  ihren  Ableitungen**)  (Nr.  1)  hat 

^Jantor  zu  folgenden  Festsetzungen  geführt*^).     Die  Menge  heisst  ab- 

.^feschlossenj  wenn  sie  jeden  Grenzpunkt  enthält;  sie  heisst  in  sich  dicht, 

"^ivenn  jeder  ihrer  Punkte  ein  Grenzpunkt  ist;  sie  heisst  sqßo/riert,  wenn 

ein  Bestandteil  in  sich  dicht  ist;  zu  den  separierten  Mengen  gehören 

.  B.  die  isolierten  Mengen  und  die  abgeschlossenen  Mengen  der  ersten 

^Ä[achtigkeit*®).    Die  Menge  P  heisst  endlich  perfekt^'^),  wenn  P^^F' 

^   sie  ist  dann  zugleich  abgeschlossen  und  in  sich  dicht.    Femer 


41)  Math.  Ann.  21,  p.  51. 

42)  Nach  CarOw,  Math.  Ann.  15,  p.  2. 

4d)  Diese  Bezeichnung  stammt  von  du  Bois;  Math.  Ann.  15  (1879),  p.  287. 

44)  6r.  Peano  hat  für  lineare  Ponktmengen  links  genommene,  resp.  rechts 
genommene  Ableitungen  eingefilhrt.    Biv.  di  mat.  4  (1894),  p.  34. 

45)  Math.  Ann.  28,  p.  470  ff. 

46)  Math.  Ann.  23,  p.  472. 

47)  Math.  Ann.  21  (1888),  p.  575. 
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heisst  P  erster  Art  und  vter  Gattung*®),  falls  P^")  die  letzte  vorhan- 
dene Ableitung  ist;  sie  heisst  dagegen  zweiter  Art^),  wenn  Ableitungen 
transfiniter  Ordnungszahlen  existieren,  wie  z.  B.  bei  perfekten  Mengen. 
Da  die  Punkte  von  P^^^  sämtlich  in  pc*"- *>  enthalten  sind,  so 
kann  man  folgende  Identität  aufstellen*'): 

F  =  (P'  —  P")  +  (P'  —  P'")  H h  (P(--i)  —  P<*) )  +  P^*>. 

Diese  Identität  kann  bis  zu  Zahlen  von  ZQJ)  fortgesetzt  werden,  und 
wenn  man  die  allen  P^^^  gemeinsame  Menge,  falls  sie  existiert^  durch 
P^)  bezeichnet«»),  so  dass  P(^)  =  ®  (P',  P", . . .  P(«) . . .)  ist,  so  folgt 

P'  =  ^{P(y)  —  P(r+i)}  +  P(ß),       y  =  0, 1 ...  Ol ...  a  .... 

Wesentlich  ist,  dass  jede  Klammer  eine  isolierte  Menge  darstellt 

12.  Allgemeine  Lehrsätse  über  Ponktmengen.  Die  Einteilung 
der  Punktmengen  nach  der  Mächtigkeit,  insbesondere  die  Entscheidung 
der  Frage,  ob  sie  abzählbar  sind  oder  nicht,  hat  Cantor  bereits  früh 
in  AngriflF  genommen.  Die  Untersuchung  beruht  auf  folgenden  Hülfe- 
Sätzen:  1)  Jede  im  unbegrenzten  12»  enthaltene  Menge  von  getrennten 
oder  nur  an  den  Begrenzungen  zusanmienstossenden  stetigen  Teil- 
gebieten ist  abzählbar^^).  2)  Ist  für  die  Mengen  Q  und  J2  sowohl 
D(§,B)  =  0  als  ®(^,E)  =  0  und  liegt  in  jedem  Teilgebiet  H  eines 
JBn,  das  weder  Punkte  von  Q  noch  von  Q[  enthält,  eine  endliche  oder 
abzahlbare  Menge  von  Punkten  von  12,  so  ist  12  selbst  endlich  oder 
abzählbar ^^).  3)  Sind  d^^d^,,.  der  Grösse  nach  geordnete  Intervalle 
im  Intervall  0  ...  1 ,  so  kann  jede  Punktmenge  { ^ )  des  Intervalls 
0...1,  die  überall  dicht  ist  und  die  erste  Mächtigkeit  besitzt,  in 
eine  solche  Reihe  gebracht  werden,  dass  je  zwei  Punkte  ijfft,  und  ^^  die 
gleiche  Lage  zu  einander  haben,  wie  die  Intervalle  (2^  und  d^^). 

Mittelst  der  Sätze  1)  und  2)  und  auf  Grund  davon,  dass  jede 
abzählbare  Menge  abzählbarer  Punktmengen  selbst  abzählbar  ist,  er- 


48)  Math.  Ann.  15,  p.  2.  Beispiele  von  Mengen  erster  Art  ond  yter  Qat- 
tung,  in  denen  P^*'^  gegebene  Punkte  enthält,  finden  sich  z.  B.  bei  G.  AscoU,  Line. 
Mem.  (8)  2  (1878),  p.  684,  sowie  ü.  Dini,  Fondamenti  p.  17.  Vgl.  auch  G.  Mittag- 
Leffler  in  C.  B.  94  (1882),  p.  989,  sowie  du  Bois,  Functionenlehre  p.  186. 

49)  Math.  Ann.  21,  p.  61  fP.  und  28,  p.  463  ff. 

60)  Sl  ist  der  Ordnungstypus  aller  Zahlen  der  Klasse  Z{V(^)  in  ihrer  natfir- 
lichen  Beihenfolge,  und  wird  gemäss  Nr.  8  von  Ccmtor  auch  als  erste  Zahl 
der  dritten  Zahlklasse  bezeichnet;  Math.  Ann.  21,  p.  682. 

61)  Math.  Ann.  20,  p.  117. 

62)  Math.  Ann.  23,  p.  467. 

63)  Math.  Ann.  23,  p.  482. 
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geben  sich  folgende  Theoreme^):  1)  Jede  separierte  Punktmenge  ist 
abzahlbar.  2)  Ist  P'  abzahlbar,  so  ist  auch  P  abzahlbar.  3)  Ist  fQr 
eine  ZaU  a  von  Z(I)  oder  ZQS)  P«)  =  0,  so  ist  P'  und  P  abzahl- 
bar oder  endlich,  umgekehrt,  ist  P'  abzahlbar,  so  giebt  es  eine  erste 
Zahl  a,  so  dass  P«>  =  0  ist.  Punktmengen  dieser  Art  sind  daher 
durch  ihre  Ableitungen  im  wesentlichen  charakterisiert.  4)  Ist  P'  ron 
höherer  als  der  ersten  Mächtigkeit,  so  giebt  es  stets  Punkte,  die  allen 
P*'^  angehören  und  ihr  Inbegriff  S=P"ß)  ist  perfekt;  zugleich  ist 
P'  =  P'^)  +  JB,  wo  R  eine  separierte  Menge  ist.  Femer  giebt  es 
dann  bereits  eine  kleinste  transfinite  Zahl  a  erster  Art  (Nr.  7),  so  dass 
p(«)  =  p(«+i)  =  p(Ä).  Die  Menge  B  hat  überdies  die  Eigenschaft, 
dass  ®(JB,  B(«))  =  0  ist^^). 

Eine  Menge,  fQr  die  es  ein  a  giebt,  so  dass  P(")  =  0  ist,  heisst 
reductibd;  sie  lässt  sich  (Nr.  11)  durch  successive  Abtrennung  isolier- 
ter Mengen  erschöpfen.  Ist  dagegen  P'  von  höherer  Mächtigkeit,  so 
f&hrt  diese  Abtrennung  schliesslich  zu  einer  Restmenge,  die  perfekt 
ist.  Für  diese  Charakteristik  der  Punktmengen  bilden  also  die  Zahlen 
von  -Z^(II)  das  notwendige  und  hinreichende  Beweismittel. 

13»  Die  abgesohloasenen  und  perfekten  Mengen.  Wie  die  erste 
Ableitung  einer  Punktmenge  eine  abgeschlossene  Menge  ist,  so  lässt 
sich  auch  umgekehrt  jede  abgeschlossene  Menge  auf  unendlich  viele 
Arten  als  Ableitung  einer  andern  Menge  darstellen^).  Die  Sätze  des 
vorigen  Pan^aphen,  die  bei  beliebigen  Mengen  an  die  Ableitung  P' 
mnknüpfen,  gelten  daher,  falls  P  abgeschlossen  ist,  für  P  selbst, 
ferner  gilt^  dass  eine  abgeschlossene  Menge  entweder  von  der  ersten 
3fachtigkeit  und  also  reductibel  ist  oder  die  Mächtigkeit  des  Linear- 
c^ontinuums  besitzt.     (Da  P  =  JB  +  S,  wo  S  perfekt;  vgl.  unten.) 

Da  die  perfekten  Mengen  jeden  Grenzpunkt  enthalten,  so  folgt 
^as  dem  Hauptschlussverfahren  (Nr.  2),  dass  sie  von  höherer  als  der 
ersten  Mächtigkeit  sind^^.     Unter  ihnen  haben  diejenigen  besonderes 


54)  Vgl.  Math.  Ann.  21  (1883),  p.  51,  und  23  (1884),  p.  461;  femer  Bendixsan 
in  Acta  mat.  2  (1883),  p.  415. 

55)  Dieser  Zusatz  stammt  von  Bendixson  (vgl.  Anm.  54);  zugleich  findet 
Bich  a.  a.  0.  ein  lehrreiches  Beispiel.  Einen  Beweis  des  Satzes  4)  fär  Punkt- 
mengen  im  B^  gab  E.  Fhragmkn  in  Acta  mat.  5  (1885),  p.  47. 

56)  Math.  Ann.  23,  p.  470.  Ist  Q^in^q^ ...)  die  Adhärenz  (vgl.  Nr.  14)  von 
P,  und  setzt  man  in  eine  um  q^  gelegte  Kugel,  die  ausser  q^  keinen  Punkt  von 
9  enthält,  eine  Menge  P,  so,  dass  P^^g^  ist,  so  ist  P  die  Ableitung  von 
F  +  SP,. 

67)  Math.  Anw.  83,  p.  459. 
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Interesse^  die  nirgends  überall  dicht  (apantachisch)  sind^).  Mit  ilirer 
Hülfe  hat  Cantar  auf  Grund  des  Theorems  3  von  Nr.  12  gesseigt^  dass 
aUe  perfekten  Mengen  die  Mächtigkeit  des  @  besitzen^).  JBIamads 
hat  zuerst  bemerkt^  dass  man  das  S^  auf  eine  nirgends  überall  dichte 
Menge  P  so  eineindeutig  abbilden  kann^  dass  sogar  die  Grossen- 
ordnung in  beiden  Mengen  dieselbe  ist^).  Die  von  ihm  aufgestellte 
Bedingung  ist  von  Bettazzi^^)  genauer  gefasst  geworden.  Eine  per- 
fekte Menge  ist  demzufolge  notwendig  stetig,  wenn  sie  überall  dicht  ist 
Eine  nirgends  überall  dichte  perfekte  lineare  Menge  ist  stets  Ab- 
leitung einer  isolierten  Menge,  die  aus  Endpunkten  gewisser  Intervalle 
besteht**),  i.  Scheeffer  hat  den  allgemeineren  Satz**),  dass,  wenn 
eine  Reihe  von  Intervallen  vorliegt,  die  einander  ausschliessen^  alle 
Punkte,  die  nicht  im  Innern  eines  solchen  Intervalles  liegen,  eine  per- 
fekte Menge  bilden;  umgekehrt  ist  auch  jede  perfekte  Menge  so  dar- 
stellbar. Nach  einem  andern  Satz  von  L.  Scheeffer^)  kann  man,  falls 
P  eine  nirgends  überall  dichte  perfekte  Menge  und  B  eine  abzahlbare 
Menge  ist,  alle  Punkte  von  P  um  geeignete  Strecken  so  verschieben, 
dass  keiner  mit  einem  Punkt  von  R  zusammenfallt.  Es  giebt  also 
perfekte  Mengen,  die  nur  aus  irrationalen  Punkten  bestehen. 

14.  Zerlegung  einer  Menge  in  separierte  nnd  homogene  Be- 
standteile. Die  Theorie  der  Punktmengen  hat  Cantor^)  neuerlich 
durch  Einführung  der  Begriffe  der  Adhärenz,  Goharenz  und  der  homo- 
genen Menge  weiter  gefordert.  Diese  Begriffe  tragen  dem  Umstand 
Rechnung,  dass  die  Mächtigkeit  des  @  noch  nicht  geklärt  ist  und 
man  daher  Punktmengen  beliebiger  Mächtigkeit  zulassen  muss.  Die  Co- 
härenz  Pc  einer  Menge  P  ist  die  Gesamtheit  der  ihr  angehorigen  Grenz- 

68)  Diese  Mengen  treten  in  den  verschiedensten  Gebieten  auf.  Beispiele 
gab  zuerst  1882  Ä.  Hamack  in  Math.  Ann.  19,  p.  239  u.  23  (1884),  p.  285,  femer 
Cantor  daselbst  21,  p.  590,  Bendixson  in  Acta  mat.  2  (1883),  p.  427  u.  a.  Vgl. 
auch  B.  Fricke,  Math.  Ann.  44  (1894),  p.  565.    Vgl.  auch  Anm.  60  und  62. 

59)  Math.  Ann.  23,  p.  488.    Vgl.  Bendixson  Bih.  Sv.  Vet.  Handl.  9,  Nr.  6. 

60)  Math.  Ann.  23  (1884),  p.  285.  Diese  Mengen  erhält  man  am  einfachsten, 
indem  man  von  der  Dezimalbruchdarstellung  jeder  Zahl  ausgeht,  und  deren  Ziffern 
Gresetze  oder  Beschränkungen  auferlegt;  vgl.  Cantor  in  Math.  Ann.  21,  p.  590, 
Peano  in  Riv.  di  mat.  2  (1892),  p.  43,  Schönflies  in  Gott.  Nachr.  1896,  p.  255. 

61)  Ann.  di  mat.  (2),  16  (1888),  p.  49. 

62)  Dementsprechend  kann  man  die  ohen  genannten  nirgends  überall  dich- 
ten perfekten  Mengen  auch  so  erhalten,  dass  man  in  ein  Intervall  eine  Strecke 
einträgt,  die  von  Punkten  frei  bleiben  soll,  in  jedes  der  beiden  übrigen  Teilinter- 
valle neue  Strecken  dieser  Art  u.  s.  w.,  und  die  Ableitung  der  so  bestimmten 
Punktmenge  bildet.    Vgl.  Anm.  58. 

63)  Acta  mat.  5  (1885),  p.  288  ff. 

64")  Für  den  Inhalt  dieses  Paragraphen  vgl.  Acta  mat.  7  (1885),  p.  105  ff 


15.  Der  Inhalt  Yon  Punktmengen.  199 

punkte  und  enthält  jede  in  sich  dichte  Teilmenge  von  P.  Die  übrigen, 
notwendig  isolierten  Punkte  bilden  die  Adhärenz  Pa.  Da  die  Cohärenz 
Pc  selbst  wieder  in  eine  Adhärenz  Pca  und  eine  Cohärenz  Pc^  gespal- 
ten werden  kann,  so  dass  Pc  =  Pca-{'  Pc^  ist,  so  ergiebt  sich  bei 
fortgesetzter  Spaltung  (analog  Nr.  11) 

P=Pa  +  Pca  +  Pc^a  -\ 1-  Pc'^-^a  -f  Pc", 

resp.  bei  Fortsetzung  bis  zu  transfiniten  Zahlen 

P  =  ^Pc^'a  +  PcY       («  =  0, 1  . . .  a> . . .  <  y), 

a 

Wo  f&r  y  auch  Sl  eintreten  kann.  Jeder  in  sich  dichte  Bestandteil 
Yon  P  gehört  allen  Cohärenzen  gemeinsam  an,  während  jede  Adhärenz 
Pe^'a  isoliert  und  ^Pc^'a  eine  separierte  Menge  ist.  Die  in  sich 
dichten  Mengen  heissen  homogeny  falls  ihre  Bestandteile  in  der  Um- 
gebung jedes  Punktes  gleiche  Mächtigkeit  haben. 

Aus  den  obigen  Formeln  folgt:  1)  Jede  Menge  erster  Mächtig- 
keit zerfallt  in  zwei  ihrer  Natur  nach  verschiedene  Bestandteile,  von 
denen  einer  0  sein  kann,  nämlich  P  =  R+U,  wo  R  separiert,  U 
dagegen  in  sich  dicht  und  homogen  ist,  und  es  giebt  eine  kleinste 
Zahl  a  so,  dass  U=P(f  =  Pc^  ist.  2)  Ist  P  von  höherer  als  der 
ersten  Mächtigkeit,  so  hat  man  im  allgemeinen  drei  Bestandteile, 
P=s  iJ  -j-  iJ-j-  F,  zu  unterscheiden,  wo  R  und  U  die  vorige  Bedeutung 
haben,  V  eine  Menge  höherer  Mächtigkeit  darstellt  und  wiederum 
[7+  F=  P(f  =  Pc^  ist.  Lässt  man  Mengen  beliebiger  Mächtigkeit  zu, 
so  hat  V  die  Form  V=  ^Piß,  wo  Pi^  eine  homogene  Menge  /Jter 
Mächtigkeit  ist  Die  Menge  Piß  heisst  auch  die  ßte  Inhärenz  von 
p^«6)  U+r=^Piß  (/J  =  l,2...)  heisst  die  totale  Inhärenz.  R 
heisst  Rest  oder  Residuum  von  P 

15.  Der  Inhalt  von  Punktmengen.  Die  Erörterungen  über  den 
Inhalt  von  Punktmengen  haben  sich  zuerst  an  die  Theorie  der  Inte- 
grale und  Fourier'schen  Reihen,  resp.  an  die  mögliche  Verteilung  ihrer 
Unstetigkeiten  angeschlossen  (11 A 1,  3,8).  H.  Hatikd^^)  hat  zuerst  die 
von  Punkten  einer  Menge  freie  Intervallmenge  zu  bestimmen  gesucht^ 
freilich  nicht  fehlerfrei.  Er  meinte  irrtümlich,  dass  sie  stets  gleich  dem 
Gesamtintervall  ist,  falls  die  Menge  nirgends  überall  dicht  ist.  StSmüh^'^) 


66)  CofUar  nennt  die  Punkte  von  Pi^  Punkte  /?ter  Ordnung,  diejenigen 
von  P<fa  Punkte  ater  Art.  Aus  der  Exiaienz  von  Punkten  ater  Art  folgt  die- 
jenige der  niederen  Art;  für  die  Inhärenzen  besteht  ein  solches  Verhältnis  nicht. 

66)  Üniv.-Progr.  Tübingen  1873,  p.  26  (Über  die  unendHch  oft  unstetigen 
und  oscillirenden  Funktionen),  sowie  Math.  Ann.  20,  p.  87. 

67)  Lond.  Math.  Soc.  Proc.  6  (1876),  p.  148. 
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und  nach  ihm  du  Bois,  Hamack^)  und  W.  VeUmann^^)  haben  wohl 
zuerst  erkannt,  dass  es  Mengen  giebt,  die  nirgends  überall  dicht  sind 
und  deren  freie  Intervallsumme  jedem  Wert  l'^d  beliebig  nahe  ge- 
bracht werden  kann,  wenn  d  das  sie  enthaltende  Intervall  ist^^).  Für 
;i  =s  rf  heisst  die  Punktmenge  nach  du  Bois  integrierbar '^^),  U.  JOtm^ 
und  ÄscoW^)  zeigten  1878,  dass  jede  Menge  P  integrierbar  ist,  wenn 
fQr  endliches  v  P('')  =  0  ist. 

Die  Existenz  eines  festen  Grenzwertes  für  die  Summe  der  Inter- 
valle, in  denen  Punkte  einer  Menge  P  liegen,  wurde  für  beliebige 
Mengen  zuerst  von  0.  StoW^)  und  später  von  Hamack'^^)  nachgewiesen. 
Bald  darauf  gab  Ca/ntor'^^)  seine  den  Inhaltsbegriff  im  Bn  betreffenden 
allgemeinen  Definitionen.  Wesentlich  für  sie  ist,  dass  man  zur  Menge 
P  die  ihr  nicht  angehörigen  Grenzpunkte  hinzufügt  Legt  man  als- 
dann um  jeden  Punkt  der  so  erweiterten  Menge  P  eine  Kugel  K{ff\ 
so  hat  das  kleinste  von  allen  diesen  Kugeln  zugleich  erfällte  Volumen 
für  Q  =  0  einen  bestimmten,  nicht  negativen  Grenzwert;  ihn  bezeich- 
net Cantor  als  Inhalt  I{P)  von  P.  Es  ist  I(P)  =  I(F)  ^  I  {Pr\ 
wo  y  irgend  eine  transfinite  Zahl  ist. 

Aus  vorstehender  Definition  folgt,  dass  wenn  P'  abzahlbar  ist^ 
I{P)  =  0  ist^');  ebenso  ist  I  (B)  ==  0,  wenn  B  reductibel  ist.  Da 
eine  beliebige  Menge  P'  sich  in  die  Mengen  B  -{-  S  spalten  lasst,  wo 
2) (BB«)  =  0  (Nr.  12)  reductibel  und  S  perfekt  ist,  so  ist  I  (P)  =/(iS), 
so  dass  die  Inhaltsbestimmimg  nur  für  perfekte  Mengen  in  Frage 
steht.    Auch  perfekte  Mengen  können  den  Inhalt  0  haben  ^^). 

Nachdem  bereits  Hamack'^^)  auf  den  Einfluss  hingewiesen,  den 
die  Grenzpunkte  fttr  den  Inhalt  haben  können,  haben  Peano^)  und  C 

68)  Math.  Ann.  16  (1880),  p.  128  und  19  (1882),  p.  239. 

69)  Zeitschr.  f.  Math.  27  (1882),  p.  178,  198,  818.  Vgl.  auch  F.  VoUerra, 
Giom.  di  Mat.  19  (1881),  p.  76. 

70)  Das  Eonstruktionsprincip  dieser  Mengen  ist  bei  allen  Autoren  das 
gleiche  und  identisch  mit  dem  in  Anm.  62  genannten. 

71)  Allgem.  Fktlehre,  p.  189.  Hamack  sagt  in  wenig  guter  Bezeichnung* 
diskret  und  nennt  Mengen,  fär  die  A  <<  (2  ist,  linear,    (Math.  Ann.  19,  p.  238.) 

72)  Fondamenti  p.  18. 

78)  Atti  Line.  (3)  2,  p.  686. 
74)  Math.  Ann.  23  (1884),  p.  162. 

76)  Math.  Ann.  26  (1886),  p.  241;  vgl.  auch  Pa&ch  in  Math.  Ann.  30  (1887), 
p.  132. 

76)  Math.  Ann.  28  (1884),  p.  473. 

77)  Diesen  Satz  gab  Cantor  bereits  1888  in  Math.  Ann.  21,  p.  64. 

78)  Solche  Mengen  sind  z.  B.  die  oben  erwähnten  fiir  X=^d. 

79)  Math.  Ann.  26,  p.  243. 

^0)  Applicazioni  geom   del  calc.  etc.  (1887),  p.  162. 
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Jordan^^)  dem  Inhaltsbegriff  eine  präcisere  Formulierung  gegeben^  die 
f&r  ebene  Punktmengen  so  lautet:  Zerlegt  man  die  Ebene  in  Quadrate 
mit  der  Seite  r  und  ist  8  die  Summe  aller  Quadrate,  deren  sämtliche 
Punkte  P  angehören,  ist  femer  8  -\-  S'  die  Summe  der  Quadrate, 
die  überhaupt  Punkte  oder  Grenzpunkte  von  P  enthalten,  so  conver- 
gieren  S  und  S  +  iS'  gegen  feste,  von  der  Teilung  unabhängige  Gren- 
zen I  und  Ä.  Für  I  =  Ä  heisst  P  messbar  und  I  =  A  ihr  Inhalt. 
Ist  I<,Ä,  so  unterscheiden  Pecmo  und  Jordan  einen  innem  und 
äussern  Inhalt. 

Ist  P'  abzählbar,  so  ist  P  messbar  und  hat  den  Inhalt  0,  ins- 
besondere also  auch  jede  reductible  Menge.  Ist  P  abzählbar,  aber  P' 
von  höherer  Mächtigkeit,  so  ist  jedenfalls  die  innere  Fläche  Null®*). 

16.  Das  Continumn.  Den  Ordnungstypus  des  S^  hat  Ccmtor 
dahin  bestimmt,  dass  es  eine  perfekte  Menge  M  ist,  die  eine  Menge 
S  der  Mächtigkeit  fi^o  (die  rationalen  Zahlen)  so  enthält,  dass  zwischen 
zwei  Elementen  von  M  unzählig  viele  Elemente  von  S  liegen®').  Als 
diejenige  Eigenschaft,  welche  eine  perfekte  Menge  zum  Continuum 
macht,  hat  Cantor  die  auf  dem  geometrischen  Stetigkeitsbegriff  ruhende 
Eigenschaft  des  Zusammenhangs  aufgestellt^);  d.  h.  sind  p  und  q 
zwei  Pimkte  der  Menge,  so  giebt  es  eine  endliche  Zahl  von  Zwischen- 
punkten ih,  Pi,  - ' '  Pn,  so  dass  die  Entfernung  zweier  benachbarter 
beliebig  klein  ausfällt;  er  definiert  daher  das  Continuum  als  perfekt 
zusammenlmngende  Menge  ^). 

Für  den  Satz,  dass  die  Mächtigkeit  des  S^  und  sogar  des  ^^ 
^lieeelbe  ist,  wie  die  des  @^,  hat  Cantor  einen  neuen  einfachen  Beweis 
gl&gehen,  der  sich  auf  das  Rechnen  mit  Mächtigkeiten  stützt^).     Der 
Satz,  dass  das  @  von  der  zweiten  Mächtigkeit  ist,  harrt  noch  immer 
<le8  Beweises;   trifft  er  zu,   so  müssen  sich  alle  Zahlen   zwischen  0 


81)  Cours  d'analyse  (2),  Paris  1893, 1,  p.  28,  sowie  J.  d.  Math.  (4)  8  (1892),  p.  79. 

82)  C.  Garibaldi  in  Palermo  Band.  8  (1894),  p.  157. 
88)  Math.  Ann.  46,  p.  610. 

84)  Math.  Ann.  21,  p.  575.  Bolzano  (Paradoxieen  §  88)  nahm  an,  dass 
^jiese  Eigenschaft  allein  ausreiche.  DeddcituTa  im  Schnittprineip  enthaltene  De- 
^Snition  kommt,  auf  die  Gesamtheit  der  rationalen  Zahlen  angewandt,  auf  das 
Reiche  hinaus,  wie  diejenige  Cantor^s.    Vgl.  jedoch  Nr.  17. 

85)  Eine  zusammenlüUigende  nicht  perfekte  Menge  nennt  Cantor  ein  Semi- 
eontimtum  (Math.  Ann.  21,  p.  590). 

86)  Math.  Ann.  46,  p.  488.  Eine  merkwürdige  Folge  der  Thatsache,  dass 
da«  Continuum  seine  Mächtigkeit  behält,  wenn  man  daraus  abzählbare  Mengen 
entfernt,  ist  die,  dass  man  aus  dem  stetigen  B^  abzählbare  Punktmengen  ent- 
fernen kann,  ohne  dass  dadurch  eine  stetige  Bewegung  unmöglich  wird  (Cantor 
in  Math.  Ann.  20,  p.  121). 
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und  1  auf  die  Ordnungszahlen  der  Klasse  Z(V^  eindeutig  beziehen 
lassen.  Die  Fragen  über  Abbildung  der  Gontinua  haben  in  neuerer 
Zeit  weitere  Fortschritte  gemacht  Peano  hat  1890  gezeigt^  dass  man 
die  Abbildung  des  S,  auf  das  S^  auch  stetig  herstellen  kann,  falls 
man  die  Eineindeutigkeit  opfert®^.  Bald  darauf  hat  D.  Hubert  f&r 
den  gleichen  Satz  eine  geometrische  Methode  gegeben^. 

Auch  für  die  Geometrie  ist  die  Mengenlehre  massgebend  gewor- 
dene^); E,  Maccaferri  hat  jedoch  auf  einen  merkwürdigen  Unterschied 
hingewiesen,  der  zwischen  dem  Can^'schen  Begriff  des  Continuums 
und  den  durch  Gleichungen  gegebenen  continuierlichen  Gebilden  statt- 
hat. Sind  im  Bn  die  Goordinaten  x^,.,Xn  stetige  Funktionen  von 
ty  so  stellt  zwar  der  Inbegriff  aller  zugehörigen  Punkte  eine  conti- 
nuierliche  Menge  im  Can^'schen  Sinne  dar,  aber  umgekehrt  kann, 
sobald  n  >  2  ist,  ein  Can^'sches  Gontinuum  nicht  immer  durch  der- 
artige Gleichungen  dargestellt  werden;  die  bei  Cantor  der  Menge  not- 
wendig angehörenden  Grenzpunkte  brauchen  nämHch  durch  das  Funk- 
tionensystem nicht  dargestellt  zu  werden^). 

Bendixson^^)  und  Fhragmen^^)  haben  sich  mit  Eigenschaften  von 
Punktmengen  beschäftigt,  welche  die  ToUe  Grenze  eines  ebenen  S, 
bilden  können  und  zwar  besonders  mit  Rücksicht  auf  Mütag-Lefflef^s 
Untersuchungen  über  die  Theorie  der  eindeutigen  Funktionen^). 

G.  Ascoli  imd  C.  Arzda  haben  begonnen,  die  Begriffe  der  Men- 
genlehre auf  Mannigfaltigkeiten  von  Kurven  zu  übertragen^). 

17.  Die  Unendlich  (U)  der  Funktionen.  Die  Erörterungen 
über  die  arithmetische  Natur  des  @  haben  zu  einer  Erweiterung  des 


87)  Math.  Ann.  36,  p.  157.  Fecmo  drückt  sich  so  aas,  dass  die  abbildenden 
Gleichungen  x=^f(ß),  y  =  f(8)  eine  Curve  bestimmen,  die  eine  Fläche  erftUlt 
Die  Methode  entspricht  der  in  Anm.  60  erwähnten. 

88)  Math.  Ann.  38  (1891),  p.  459  ff.  Ein  einfaches  Princip  der  Abbildung 
findet  sich  bei  Schönflies,  Gott.  Nachr.  1896,  p.  266. 

89)  Vgl.  besonders  den  Cours  d'analjse  von  C.  Jordan,  Bd.  1,  sowie  W.  KU- 
Ung,  Grundlagen  der  Geometrie  2,  1898  (Paderborn). 

90)  Ein  einfaches  Beispiel  liefert  die  Gleichung  y  =  sin-  ftlrO<«^ M. 

Die  durch  sie  definierten  Punkte  stellen  ein  CafUor'sches  Continaum  nur  dann 
dar,  wenn  die  Punkte  der  y-Axe  zwischen  -|-'  1  ^^d  —  1  hinzugefügt  werden. 
Diese  Punktmenge  lässt  sich  aber  nicht  so  darstellen,  dass  x  und  y  stetige 
Funktionen  von  t  werden.     Vgl.  Riv.  di  mat.  6  (1896),  p.  97. 

91)  Stockh.  Handl.  Bih.  9  (1886),  Nr.  7. 

92)  Acta  mat.  7  (1885),  p.  43. 

93)  Vgl.  Acta  mat.  4  (1884),  p.  10. 

94)  Ascoli  in  Line.  Mem.  (3)  18  (1884),  p.  251  und  Arzelä  in  Line.  Rend. 
(4)  5  (1889),  p.  342. 
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GrossenbegrifiFs  geführt.  Ausser  den  (reellen)  Zahlen  giebt  es  noch  an- 
dere^  mächtigere  Systeme  von  Individuen^  4ie  den  allgemeinen  Qrössen- 
gesetzen  (Nr.  4)  gehorchen.  Das  Kennzeichen  der  gewöhnlichen  Zahlen- 
lehre ist,  wie  StoU^^)  bemerkt  hat,  die  von  Archimedes  als  Postulat 
aufgestellte  Forderung,  dass,  falls  A<B  ist,  immer  eine  ganze  Zahl 
m  existiert,  so  dass  XdA  >  B  ist.  Die  bezüglichen  allgemeineren 
Orossensysteme  genügen  dieser  Forderung  nicht.  Nachdem  bereits 
Is,  Newton^)  sich  mit  Grossensystemen  dieser  Art  beschäftigt  hat,  sind 
solche  in  neuerer  Zeit  besonders  von  Stolz  und  P.  du  Bois  betrachtet 
worden.  Die  Momente  ron  Stolz^'^)  knüpfen  sich  an  Funktionen  f(x\ 
deren  jede,  für  lim  a:  =  +  a  beständig  positiv  bleibend,  den  Grenz- 
wert 0  hat;  auch  soll  jede  rationale  Funktion  beliebig  vieler  von  ihnen 
einen  bestimmten  Grenzwert  besitzen.  Ein  einfaches  System  dieser 
Art  bilden  die  reciproken  Werte  der  Funktionen 

a?!,  Ei(a;)  =  c»,  E^(x)  =  e^^('K..,  L^{x)  =  \g(x),   mx)  =  \gL^{x)... 

für  lim  X  =  cx>.  Jeder  Funktion  f(x)  lässt  sich  ein  „Moment"  Vi(f) 
so   zuordnen,   dass   u(/)  ^  Vi(g)   ist,   je   nachdem   für   lim  a;  =  +  a 

^^{f'SÖ^^  ist.  Diese  Momente  genügen  den  Grossenbeziehungen 
und  gestatten  Addition  und  Multiplikation,  bei  gehöriger  Erweiterung 
sogar  auch  die  Division,  jedoch  nicht  durchgehends  die  Subtraktion. 
Ein  zweites  Grössensystem  dieser  Art  bilden  du  Bois'  ^yünend- 
Uch^  (U)  der  Funktionen".  Wenn  f(x)  imd  (p(x)  mit  x  monoton 
ins  Unbegrenzte  wachsen  und  für  lim  a?  =  +  oo  der  Quotient 
f{x):ip{x)  den  Grenzwert  oo  oder  0  hat,  so  hat  nach  du  Bois  f(x) 
ein  grösseres  oder  kleineres  U  als  (p(x)  (f^fp  resp.  f<^>)\  wenn 
dieser  Grenzwert  von  0  und  oo  verschieden  ist,  so  haben  f  und  q> 
gleiches  U  (fn^g)).  Der  Gegensatz  dieses  Grössensystems  zu  den 
Zahlen  drückt  sich  in  folgenden  zwei  Sätzen  aus:  1)  Es  giebt  weder 
ein  oberstes  noch  ein  niederstes  U,  d.  h.  wie  auch  eine  Reihe  von 
wachsenden  (resp.  abnehmenden)  Unendlich  gegeben  sein  mag,  so 
kann  man  immer  Funktionen  konstruieren,  deren  U  höher  resp.  nie- 
derer ausfällt,  als  die  gegebenen  (analog  zur  zweiten  Zahlklasse,  resp. 


95)  Math.  Ann.  18  (1881),  p.  269,  Anm.. 

96)  PliiloB.  natur.  princ.  lib.  I  sect.  I,  lemma  XI,  Anm.  Vgl.  auch  Vivanti 
in  Bibl.  mat  5  (1891),  p.  97. 

97)  Stolz,  Vorlesungen  über  Arithmetik  1  (Leipzig  1885),  p.  205.  Eine  an- 
dere ebenfalls  mögliche  Definition  findet  sich  p.  218. 

98)  Math.  Ann.  8  (1875),  p.  363  fP.  sowie  11  (1877),  p.  149.  In  der  ersten 
Abhandlung  werden  zugleich  die  Unendlich  fSr  einzelne  Funktionen  bestimmt, 
die  mit  andern  durch  Funktionalgleichungen  verbunden  sind. 
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zum  zweiten  Erzeugungsprincip).  2)  Es  ist  (im  Gegensatz  zur  Theorie 
der  Irrationalzahl)  unmögUch,  sich  einem  gegebenen  ViX(x)  durch 
eine  abzahlbare  Funktionenfolge  q>p(x)  so  anzunähern,  dass  man  nicht 
stets  beliebig  viele  Funktionen  ^(o;)  angeben  könnte,  deren  U  f&r 
beliebiges  p  zwischen  X(x)  und  (pp(x)  fallt. 

Die  Thatsache,  dass  man  sich  jedes  gegebene  ViX(x)  imter  dem 
Bilde  eines  Pimktes  der  unendlich  fernen  Geraden  (nämlich  des  Punktes 
der  Curve  y  =  l{x)  fttr  a:  =  oo)  vorstellen  kann,  hat  du  Bois  zu  dem 
Postulat  der  infinitären  PatUachie^)  geführt,  die  aus  der  Gesamtheit 
der  U  aller  Funktionen  so  entstehen  soll,  dass  jeder  DedekincTschea 
Zweiteilung  (I  A  3)  der  Unendlich  ein  neues  U  entspricht.  Doch  ist 
zu  bemerken,  dass  es  nicht  möglich  ist,  die  U  aller  Funktionen  als 
ein  Grössensystem  (im  Sinn  von  Nr.  4)  aufzufassen*®^). 

Auf  Grund  davon,  dass  mit  den  Funktionen  f(x)  auch  die  Funk- 
tionen lg  f(x)  für  lim  a;  =  oo  ein  System  ins  Unbegrenzte  wachsen- 
der Funktionen  bilden,  hat  S,  Pincherle^^^)  die  Definition  der  Unendlich 
folgendermassen  verallgemeinert.  Ist  F{x)  eine  Fimktion  wie  f{x\ 
80  soll,  falls  die  Differenz  S(x)  =  F(f{x))  —  F(q){x))  für  lima:  =  oo 
positiv  unendlich  wird,  f>(p  sein,  falls  sie  endlich  bleibt,  f^q>y  falls 
sie  negativ  unendlich  wird,  f<,q>  sein.  Für  dieses  Grössensystem 
gelten  die  allgemeinen  und  die  beiden  besonderen  du  JBois'schen  Sätze. 
Die  Grössenbeziehung  zweier  U  hängt  aber  von  der  benutzten  Funk- 
tion F(x)  ab  und  kann  für  verschiedene  Funktionen  verschieden  aus- 
fallen, woraus  noch  folgt,  dass  im  System  von  du  Bois'  Unendlich, 
falls  ff^q)  ist,  keineswegs  F(f)  ^^  F(fp)  sein  muss. 

J,  Thomae^^^  hat  zuerst  versucht,  die  U  als  „Zahlen"  aus  un- 
endlich vielen  Einheiten  zu  betrachten  („Ordnungsmasszahlen").  Wer- 
den die  U  von  Fn{x),  ar,  Ln(x)  durch  ly«,  1,  Xn  bezeichnet,  so  kann 
das  Unendlich  der  Funktionsklasse,  die  durch 

En(xy^ . . .  E,(xy^x''mxy  . . .  L,(xf'^ 

gegeben  ist,  durch 

anVn  H h  OiVi  +  öt  -f  a%  H [-  a(*'>Av 

dargestellt  werden,  wo  die  Grössenbestimmung  sich  durch  die  Be- 
ziehung rin>mfin-i,  Ay>inA«4-i  ausdrückt,  für  m  als  ganze  Zahl*®*). 


99)  Funktionenlehre  p.  282. 

100)  Es  giebt  monoton  ins  unbegrenzte  wachsende  Funktionen,  deren  Quo- 
tient fiir  lim  o^^-f^^  unbestimmt  wird;  vgl.  Stolz  in  Math.  Ann.  14  (1878),  p.  232. 

101)  Bologna  Mem.  (4)  6  (1886),  p.  789. 

102)  Elementare  Functionentheorie,  Halle  1880,  §  148. 

103)  Die  Bezeichnung  der  Einheiten  ri  und  l  als  „actual  unendlich  grosser 


18»  Das  Axiom  des  Archimedes  und  die  Stetigkeit.  205 

Umfassender  ist  das  Funktionssystem  ^  dessen  U  PincJierle  (a.  a.  0.) 
durcli  Zahlsjmbole  mit  imendlich  vielen  Einheiten  darstellt;  ihre 
Reihe  ist  analog  zu  den  Ordnungszahlen  von  ^(^o)-  ^^  zeigt  zu- 
gleich, dass  es  unmöglich  ist,  die  U  aller  Funktionen  durch  Zahl- 
Symbole  dieser  Art  auszudrücken. 

18,  Das  Axiom  des  Archimedes  und  die  Stetigkeit.  G.  Vero- 
tiese^^)  hat  zuerst  bemerkt,  dass  die  Dedefctnd'sche  Definition  der  Stetig- 
keit ^^^),  nach  der  jede  Zweiteilung  der  Klasse  II  der  rationalen  Zahlen 
eine  und  nur  eine  Zahl  definiert,  das  Axiom  des  Archimedes  einschliesst 
und  dass  das  so  konstruierte  arithmetische  Continuum  nicht  die  all- 
gemeinste Erweiterung  F  von  77  darstellt.  Man  gelangt  zu  ihr  dann 
und  nur  dann,  wenn  fQr  jede  Dedekind^sche  Teilung  des  erweiterten 
Grössengebiets  F  in  zwei  Klassen  von  Grössen  p^  resp.  p^  die  Diffe- 
renzen ft — Pi  kleiner  als  jede  Grösse  von  F  werden,  so  dass  diese 
Bedingung  mit  dem  Axiom  des  Archimedes  gleichwertig  ist.  Verlangt 
man  jedoch  nur,  dass  für  das  erweiterte  System  die  Differenz  p^ — p^ 
kleiner  ab  jede  Grösse  des  zu  Grunde  gelegten  Systems  77  wird,  so 
kann  man  Grössenklassen  konstruieren,  die  dem  Axiom  des  Archimedes 
nicht  gehorchen  und  bei  denen  nicht  mehr  jeder  Teilung  eine  Grösse 
entspricht,  sondern  sogar  unendlich  viele  (Nr.  19). 

Auf  diesen  allgemeinen  Grössenbegriff  hat  P.  Veronese  die  Kon- 
struktion des  (absoluten)  Continuums  aufgebaut  ^^).  Veronese^s  Ver- 
such, die  Individuen  dieses  Continuums  („transfinite  Zahlen^  als  Grund- 
elemente der  projektiven  Geometrie  zu  benutzen,  ist  von  Schönflies 
bestritten  worden  ^^''). 


retp.  kleiner  ZaMen^^  hat  eine  lebhafte  Polemik  über  die  Existenz  ihnen  ent- 
sprechender linearer  Segmente  heryorgemfen,  an  der  besonders  Cantor^  Peano, 
Veronese  und  Vivanti  teilgenommen  haben  und  die  meist  in  den  ersten  Bänden 
von  Peano'B  Bivista  erschienen  ist.  Vgl.  auch  den  Anhang  zu  Veronese'B  Fonda- 
menti,  sowie  Zeitschr.  f.  Philos.  91  u.  92. 

104)  Line.  Mem.  (4)  6  (1890),  p.  603.  Vgl.  hierzu  auch  Stolz,  Math.  Ann.  89 
(1S91),  p.  107. 

105)  Stetigkeit  und  irrationale  Zahlen,  Braunschw.  1872,  p.  21.   Vgl.  lAS. 

106)  Fondamenti  di  geometria  p.  166;  vgl.  auch  Anmerkung  109. 

107)  Vgl.  über  diese  Polemik  Jahresber.  d.  deutsch.  Math.-Ver.  6  (1896), 
p.  76,  sowie  Line.  Rend.  (6)  6  (1897),  p.  161  u.  862;  7  (1898),  p.  79. 

Für  Grössen,  bei  denen  die  Zahl  der  Einheiten  unendlich  von  der  Mäch- 
tigkeit Mq  ist  und  die  entweder  eine  höchste  oder  tiefste  Einheit  besitzen,  hat 
T.  Levi-Civüä  ausser  Addition  und  Subtraktion  auch  Multiplikation  und  Division 
in  Übereinstimmung  mit  den  Kechnungsgesetzen  formal  definiert  (vgl.  Atti  Ist. 
Ven.  [7],  4  (1898),  p.  1766,  sowie  eine  Erweiterung  in  Line.  Bend.  (6)  7  (1898),  p.  91). 
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19.  Die  allgemeinsten  GröesenklaBBen.  Eine  allgemeine  Unter- 
suchung der  bezüglichen  Grössenklassen  stammt  von  BettagBi^,  ins- 
besondere derjenigen^  die  aus  lauter  positiven  Grossen  bestehen.  Die 
Elemente  seiner  Klassen  genügen  ausser  dem  al^emeinen  Grössen- 
Charakter  (Nr.  4)  der  Forderung,  dass  neben  Ä  und  B  stets  auch  -4.+J5 
und,  falls  Ä>B,  auch  Ä  —  B  definiert  werden  kann  und  in  der  Klasse 
vorhanden  ist.  Er  teilt  die  Grössenklassen  zunächst  in  begrenzte 
resp.  unbegrenzte,  je  nachdem  in  ihnen  eine  von  0  verschiedene 
Minimalgrösse  M  existiert  oder  nicht.  Die  Anwendung  der  Dedekind- 
schen  Zweiteilung  in  zwei  Gruppen  Pj  und  Pj  führt  Bettazzi  zu  fol- 
genden Formulierungen.  Ergiebt  die  Teilung  für  P^  ein  Minimimi 
und  für  P^  ein  Maximum,  so  liegt  an  der  Teilungsstelle  eine  Folge 
vor.  Führt  jede  Teilung  zu  einer  Folge,  so  ist  die  Elasse  begrenzt 
und  besteht,  falls  M  ihr  Minimum  ist,  aus  den  samtlichen  Vielfachen 
von  M.  Hat  P^  ein  Minimum  und  P^  kein  Maximum  oder  umge- 
kehrt, so  liegt  eine  Bindwng  vor  und  die  Klasse  ist  notwendig  un- 
begrenzt. Hat  endlich  weder  Pg  ein  Minimum,  noch  P|  ein  Maxi- 
mum, so  ist  zu  unterscheiden,  ob  die  Differenz  p^  —  p^  kleiner  als 
jede  Grösse  der  Klasse  wird  oder  nicht.  Im  ersten  Fall  liegt  ein 
SchniUy  im  zweiten  ein  Sprung  vor.  Alsdann  kann  die  Klasse  sowohl 
begrenzt  als  unbegrenzt  sein. 

Über  das  Verhältnis  einer  Klasse  T  zu  jeder  ihrer  unbegrenzten 
Unterklassen  11  bestehen  folgende  Sätze.  Ist  die  Elasse  F  begrenzt, 
so  enthält  sie  unendlich  viele  Sprünge  und  es  entspricht  einem  Schnitt 
von  n  entweder  keine  Grösse  von  JT,  die  ihn  ausfüllt',  oder  unendlich 
viele.  Femer  enthält  jede  Unterklasse  77  von  F,  die  selbst  unbegrenzt 
ist,  Grössen,  kleiner  als  jede  Grösse  von  F  selbst.  Ist  jedoch  F  selbst 
unbegrenzt,  so  kann  einem  Schnitt  von  77  entweder  keine  Grösse  von 
F  oder  eine  oder  unendlich  viele  entsprechen.  Im  letzten  Fall  enthält 
F  ebenfalls  unendlich  viele  Sprünge. 

Bettazzi  nennt  eine  Klasse,  in  der  jede  Zweiteilung  einen  Schnitt 


Sein  Verfahren  kommt  darauf  hinaus,  die  Grössen  als  Poienzreihen  auÜEufassen, 
deren  Convergenz  nicht  in  Frage  steht.  Ebenso  muss  man,  wenn  für  Veronese*^ 
Transfiniten  die  Rechnungsoperationen  gelten  sollen,  Zahlen  zulassen  der  Form 

ao  +  -^  +  -^  +  --, 

wo  die  fjj  die  Bedeutung  von  Nr.  17  haben,  aber  die  a^  über  aUe  Grenzen  troe^- 
sen,  und  die  Zahlen  einzig  auf  Grund  der  vorstehenden  formalen  Definition  exi- 
stieren. 

108)  Teoria  delle  grandezze,  Pisa  1891  (sowie  Univ.  Toscane  19),  insbe* 
sondere  §  87  ff. 
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oder  eine  Bindung  liefert^  zusammenhängend.  Diese  Klassen  genügen 
dem  Axiom  des  Archimedes,  Wenn  es  für  jede  Zweiteilung  von  F 
oder  einer  ihrer  Unterklassen  77,  die  einen  Schnitt  verursacht,  eine 
ihn  ausfüllende  Grosse  giebt^  so  heisst  die  Klasse  geschlossen;  sie  kann 
also,  falls  sie  nur  geschlossen  ist,  noch  Sprünge  enthalten ^^^).  Auf 
Orund  hiervon  definiert  Bettaezi  das  Continuum  als  Grössenklasse,  die 
geschlossen  und  zusammenhängend  ist  und  damit  Zahlencharakter 
besitzt. 


109)  Von  Veronese  (a.  a.  0.)  und  Stolz  werden  auch  diese  Klagen  im  all- 
gemeinen Sinn  stetig  genannt  (Math.  Ann.  39,  p.  107).  Dieser  Art  ist  z.  B.  Ve- 
ronese^s  absolutes  Continuum  (Nr.  18). 


I  A  6.   ENDLICHE  DISCRBTE  GRUPPEN 


VON 

HSnOtlOn  BUBEHASDT 

IN   ZÜRICH. 


Inhaltslibersicht. 

1.  Permutationen  und  Substitutionen. 

2.  Ordnung  einer  Substitution. 
8.  Gykeln. 

4.  Analytische  Darstellung  yon  Substitutionen. 

5.  Substitutionsgruppen. 

6.  Transitiyität,  Primitivität. 

7.  Symmetrische  und  alternierende  Gruppe. 

8.  Mögliche  Ordnungszahlen  Ton  Gruppen. 
9«  Mehrfiach  transitive  Gruppen. 
0.  Lineare  homogene  Gruppe. 
!•  Gruppe  der  Modulargleichung. 

2.  Andere  Untergruppen  der  linearen  homogenen  Gruppe. 

3.  Aufzählungen  von  Gruppen  der  niedrigsten  Grade. 

4.  Isomorphismus. 

5.  Allgemeiner  GruppenbegrifF. 

6.  Normalteiler. 

7.  Kompositionsreihe. 

8.  Isomorphismen  einer  Gruppe  mit  sich  selbst. 

9.  Erzeugende  Operationen;  geometrische  Bilder  von  Gruppen. 

20.  AbeFsche  Gruppen. 

21.  Die  Sylow'schen  Sätze. 

22.  Einfache  Gruppen. 
28.  Auflösbare  Gruppen. 
24.  Gruppendeterminante. 
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C.  Jordan,  Traitä  des  substitutions  et  des  äquations  alg^riques,  Paris  1870. 
E.  Netto ^  Substitutionentheorie  und  ihre  Anwendung  auf  die  Algebra,  Leipzig 

1882;  ital.  von  O.  Battaglini,  Torino  1886;  engl,  von  F.  N.  Cole,  Ann  Arbor 

1892. 
H.  Vogt,  Le9ons  sur  la  rdsolution  alg^rique  des  ^quations,  Paris  1895. 
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W.  Bumside,  Theory  of  gproups  of  finite  order,  Cambridge  1897. 
L.  Bianchi,  Teoria  dei  gruppi  di  sostituzioni  e  delle  equazioni  algebriche,  Pisa 
1897  (lit.). 

Übrigens  yergleiche  man  auch  die  einscblägigen  Kapitel  in  den  Lehrbüchern 
der  Algebra  yon  Borel  et  Brach,  Capelli  e  Barbiert,  Chrystai,  Comherousse,  Pe- 
tersen^ Pincherle,  Serret  (Bd.  2,  4.  Buch;  seit  der  3.  Aufl.,  1866),  Weber  (Bd.  1,  3; 
Bd.  2,  1—8).  

1.  Permntationen  und  Substitationen.  Bereits  im  vorigen  Jahr- 
hundert  hatte  sich  die  Aufinerksamkeit  der  Mathematiker  wiederholt 
auf  die  Gesamtheit  derjenigen  Yertauschungen  von  n  Grössen  gelenkt, 
bei  welchen  eine  rationale  Funktion  von  ihnen  ihren  Wert  nicht  ändert; 
bei  P.  Bufßni^)  finden  sich  schon  eine  ziemliche  Anzahl  von  Sätzen 
darüber.  Seine  Resultate  sind  dann  von  Ä.  Cauchy^  geordnet  und 
ergänzt  worden. 

Seien  die  zu  vertauschenden  Grossen  einfach  mit 

1,  2,  3,  ...  n 

bezeichnet;  irgend  eine  andere  Anordnung')  von  ihnen  mit 

fltj,  ü^,  ...  d^. 

Der  Übergang  von  der  ersten  Anordnung  zur  zweiten  heisst  Substir 
tuition*')  und  wird  mit*): 


(1^    2;    3y  . . .  ti\ 
^7  <h}  <hj  -}  ^ 


bezeichnet,  in  geeigneten  Fällen  auch  durch  einen  einzelnen  Buch- 
staben^. Dieselbe  Substitution  auf  eine  andere  Anordnung  hi,h^^,,,'bn 
ausüben  heisst:  diese  Anordnung  durch 

ersetzen.  Dadurch  ist  auch  die  Bedeutung  des  Ausdrucks  definiert: 
,,man  übe  auf  eine  Anordnung  A  erst  die  Substitution  8  und  dann 

1)  Vgl.  H,  Burkhardt,  Abh.  z.  Gesch.  d.  M.  6,  1892,  p.  119  —  Ann.  di  mat 
(2)  22,  1894,  p.  176. 

2)  J.  4c,  polyt.  cah.  17,  1816,  p.  1;  exerc.  d^anaJjse  et  de  phys.  math.  3, 
Paris  1844  [46/46];  Par.  C.  B.  21,  1846;  22,  1846. 

8)  „arrangemenf*  bei  Cauchy,  exerc.  d'anal.  3,  p.  161.  —  Sonst  wird  „per- 
mntation^  in  diesem  Sinne  gebraucht,  so  bei  Cauchy,  J.  äc.  poljt.  cah.  17,  p.  8; 
E.  Gälois,  oeavr.  p.  86  (J.  de  math.  [1]  11,  1846  [31]).    Vgl  IA2,2. 

4)  Cauchy,  J.  ^c.  polyt.  cah.  17,  p.  4;  später  (exerc.  d'anal.  3,  p.  162;  Par. 
C.  B.  21,  p.  694)  gebraucht  er  permutation  als  Synonym  von  Substitution.  Seit- 
dem schwankt  der  Sprachgebrauch. 

6)  Cauchy,  J.  6c.  polyt.  cah.  17,  p.  10;  in  den  exerc.  d*anal.  und  in  den 
C.  B.  setzt  er  die  erste  Anordnung  in  die  untere  Zeile. 

6)  Cauchy,  J.  äc.  polyt.  cah.  17,  p.  4. 

JSaojklop.  d.  m»th.  Wifieiiicli.    I.  X4 
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auf  die  resultierende  Anordnung  B  die  Substitution  T  aus^;  man 
erMlt  eine  Anordnung  C,'^  die  aus  Ä  aucli  direkt  durch  eine  be- 
stimmte Substitution  U  erhalten  wird.  Die  damit  gegebene  Beziehung 
zwischen  S,  Tj  U  ist  von  Ä  unabhängig;  sie  wird  durch  die  Gleichung: 

ST=U 

ausgedrückt^).  Man  nennt  U  das  Produkt^)  von  S  und  T;  diese  Pro- 
duktbildung ist  associativ,  aber  im  allgemeinen  nicht  commutativ. 
Ist  ST=  TS,  so  heissen  S  und  T  vertauschba/r^^). 

Diejenige  Substitution,  welche  kein  Element  versetzt,  heisst  die 
identische^^)  und  wird  mit  1  bezeichnet"). 

2.  Ordnung  einer  Substitution.  Für  88  schreibt  man  8^,  für 
888:  8^  u.  s.  f.^).  Es  giebt  Zahlen  n,  für  welche  S»=l  ist;  die 
kleinste  v  unter  ihnen  heisst  die  Ordnung^*')  von  8.  Sind  k,  l  be- 
liebige ganze  Zahlen,  so  ist  iS*''+'  =  iS';  für  nicht  positive  Werte  von 
l  ist  das  Zeichen  8^  durch  diese  Gleichung  definiert ^^).  8~^  heisst  die 
zu  8  inverse  Substitution^^. 

3.  Oykeln.     Eine  Substitution  der  Form: 


zu  ...  w  x) 


heisst  cyWiscÄ")  und  wird  kürzer  mit  (xyeu  .,.  vw)  bezeichnet"). 
Jede  Substitution  kann  als  Produkt  cyklischer  Substitutionen  ohne 
gemeinsame  Elemente  dargestellt  werden  ^^);  ihre  Ordnung  ist  dann  das 


7)  H.  Wiener  (Lpz.  Ber.  1889,  p.  249)  schreibt  solche  Beziehungen: 

Ä{S)B{T}C. 

8)  Carnchy,  J.  ^c.  polyt.  cah.  17,  1816,  p.  10  (noch  ohne  die  Bezeichnung  der 
Subst.  durch  einzelne  Buchstaben);  ebenso  Jordan,  Netto,  Weher,  Bttmside.  Da- 
gegen in  den  exerc.  d'anal.  die  umgekehrte  Schreibweise,  ebenso  bei  Serret. 
Für  die  analytische  Darstellung  (Nr.  4)  ist  das  letztere  bequemer. 

9)  Cauchy^  J.  4c.  polyt.  cah.  17,  p.  10. 

10)  pertnutable  bei  Cauchy,  exerc.  d*anal.  t.  3,  1844,  p.  164;  echangeable  bei 
C.  Jordan,  J.  de  math.  (2)  12,  1867,  p.  117.  —  Ist  ST  =  TSF,  so  heisst  F  der 
CommrUator  von  A  und  B  {B.  Dedekind  bei  G.  Frohenius,  Berl.  Ber.  1896,  p.  1348). 

11)  Cauchy,  J.  ^c.  polyfc.  cah.  17,  p.  10. 

12)  Cauchy,  exerc.  d*anal.  3,  p.  166. 

13)  Caudiy,  J.  ^c.  polyt.  cah.  17,  p.  11. 

14)  Cauchy,  ib.  p.  18  degrä;  N,  H.  Abel,  oeuvr.  1. 1,  p.  76  (J.  f.  Math.  1,  1826) 
ordre;  Cauchy,  exerc.  d*anal.  3,  p.  167;  Par.  G.  B.  21,  p.  699  degr^  ou  ordre. 

16)  Cauchy,  exerc.  d'onal.  8,  p.  164;  Par.  G.  R.  21,  p.  780. 

16)  ib.  p.  168;  Par.  G.  R.  21,  p.  780. 

17)  circulaire  bei  Cauchy,  J.  ^c.  polyt.  cah.  17,  p.  17. 

18)  Cauchy,  Par.  G.  R.  21,  p.  600;  exerc.  d'anal.  8,  p.  167. 
)9)  Par.  G  R.  21,  p.  601  ^  exerc.  d'anal.  8,  p.  169. 
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kleinste  gemeinschaftliche  Vielfache  der  Ordnungen  ihrer  Cykeln^). 
Haben  alle  Cykeln  gleiche  Ordnungszahl^  so  heisst  die  Substitution 
regulär^^).  Zwei  Substitutionen  P,  Q,  die  dieselbe  Anzahl  von  Cykeln 
und  in  entsprechenden  Cykeln  gleich  viele  Elemente  enthalten,  heissen 
zu  einander  ähnlich^*)]  es  giebt  dann^')  eine  Substitution  B  von  der 
Art,  dass  Q  =  Br^PR  ist.  Man  sagt:  Q  entsteht  aus  P  durch  Trans- 
formation vermittelst  JB.**) 

4.  Analytische  DarsteUnng  von  Substitutionen*  Ist  die  Anzahl  n 
der  Elemente  eine  Primzahl  p^  so  kann  man  sie  mit  a,  (z^=l,2y  ,..p) 
bezeichnen  und  dann  jede  Substitution  durch  eine  Congruenz  der  Form 
/^(pQs)  (modp)  darstellen,  wo  g)  eine  ganze  Function  (n  —  2)*®" 
Grades  vorstellt,  die  (fttr  n>2)  noch  gewissen  Bedingungen  zu  genügen 
hat»).  Ist  n  Primzahlpotenz  p',  so  kann  man  die  p'  reeUen  und  imagi- 
nären Wurzeln  der  Congruenz  x^^x  (mod  n)  zu  Indices  nehmen**) 
oder  jedes  Element  durch  einen  Buchstaben  mit  x  reellen,  mod.  p  zu 
nehmenden  Indices  bezeichnen*"'). 

6.  Substitutionsgruppen.  Hat  eine  Gesamtheit  von  Substitutio- 
nen die  Eigenschaft,  dass  jedes  Produkt  von  irgend  zweien  derselben 
selbst  in  ihr  enthalten  ist,  so  heisst  sie  eine  Gruppe^).    Die  Anzahl 

20)  Par.  C.  R.  21,  p.  601;  exerc.  d'anal.  8,  (1846),  p.  162. 

21)  Par.  C.  B.  21,  p.  836;  exerc.  d'anal.  3,  p.  202. 

22)  Par.  C.  R.  21,  p.  840;  exerc.  d*anal.  8,  p.  166. 

28)  Par.  G.  R.  21,  p.  841;  exerc.  d*anal.  8,  p.  168.  Q  entsteht  dadurch, 
dass  man  E  in  den  Cykebi  von  P  ausführt. 

24)  derivata  bei  E.  Betti,  Ann.  fis.  mat.  8,  1862,  p.  66;  transform^e  bei 
C.  Jordan,  J.  de  math.  (2)  12,  1867,  p.  110. 

26)  Ck.  Hermite  bei  Ä.  Cauchy,  Par.  C.  R.  21,  1846,  p.  1247;  E.  BeUi,  Ann. 
fis.  mat.  2,  1851,  p.  17;  Ch.  Hermite,  Par.  C.  R.  67,  1863,  p.  760;  Fr.  Brioschi, 
Lomb.  Rend.  (2)  12,  1879,  p.  483;  Ä.  Grandi,  Line.  Rend.  (2)  16,  1888,  p.  101; 
Fr.  Rinecker,  Diss.  Erl.  1886;  L.  J.  Bogers,  Lond.  Math.  Proc.  22,  p.  87  und 
Hess.  (2)  21,  p.  44,  1891;  L.  E.  JHckson,  Am.  J.  18,  1896,  p.  210. 

26)  E.  GcOois,  oeuvr.  p.  21  (Bull.  F^r.  13,  1830). 

27)  E.  GaMs,  oeuvr.  p.  27  (revue  encyclop.,  sept.  1882);  p.  63  (J.  de  math. 
11,  1846  [31]). 

28)  Dass  die  Gesamtheit  der  Vertauschongen,  bei  denen  eine  rationale 
Funktion  von  n  Veränderlichen  ihren  Wert  nicht  ändert,  die  genannte  Eigen- 
schaft hat,  hat  P.  Buffini'  bemerkt  (teoria  delle  equazioni,  Bol.  1799,  Bd.  2, 
cap.  18);  er  nennt  die  Gesamtheit  eine  Permntation.  E.  GdUna  oeuvr.  p.  26  (rev. 
enc.  1882);  p.  86  (J.  de  math.  16,  1846  [81])  definiert:  eine  Gesamtheit  von  Per- 
mutationen (d.  h.  arrangements)  heisst  dann  eine  Gruppe,  wenn  jede  Substitu- 
tion, die  eine  Permutation  der  Gesamtheit  in  eine  andere  der  G^amtheit  über- 
fieOirt,  jede  Permutation  der  Gesamtheit  in  eine  andere  der  Gesamtheit  überfahrt 
(Erläuterungen  zu  Galoia  haben  E.  Betti,  Ann.  fis.  mat.  2—6,  1861—66,  Th.  Schöne- 
VMifm  (auf  Veranlassung  von  C.  G.  J,  Jacobi),  Wien.  Denkschr.  62,  1868,  p.  148, 
/.  Ä,  Serret  in  seinem  Lehrbuch  seit  1866,  C.  Jordan,  Par.  C.  R.  60,  1866,  p.  770, 
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N  der  Substitutionen,  die  sie  enthalt,  heisst  ihre  Ordnung^)*^  der 
Quotient  nl/Ny  der  stets  eine  ganze  Zahl  ist^),  ihr  Index*^),  die 
Anzahl  der  Buchstaben,  auf  die  sie  sich  bezieht,  ihr  Orad^^.  Ge- 
hören alle  Substitutionen  einer  Gruppe  g  zugleich  einer  andern  Gruppe 
O  an,  so  heisst  g  Teiler^)  oder  Untergruppe^)  Ton  G,  Die  Ordnung 
von  g  ist  dann  ein  Teiler  der  Ordnung  von  G^)j  der  Quotient  beider 
Ordnungszahlen  Index  von  g  innerhalb  G,^) 

6«  Transitivität,  Primitivität.  Gestatten  die  Substitutionen  einer 
Gruppe,  jedes  Element  an  jede  Stelle  zu  bringen,  so  heisst  sie  tran- 
sitiv^y  sonst  intransiti/o^).  Lassen  sich  die  Elemente  in  Systeme 
von  gleich  vielen  so  einteilen,  dass  die  Elemente  jedes  Systems  bei 
allen  Substitutionen  der  Gruppe  immer  wieder  nur  durch  Elemente 
eines  Systems  ersetzt  werden,  so  heisst  sieintprimittt;'^),  soxxsi  primitiv^), 

Math.  Ann.  1,  1869,  p.  141,  J.  König,  ib.  14,  1879  [78],  p.  212,  P.  Bachmann, 
ib.  18,  1881,  p.  449  gegeben).  A,  Cauchy  sagte:  System  conjttgierter  Substitutionen 
(Par.  G.  B.  21,  1845,  p.  605;  exerc.  d'anal.  3,  p.  188);  ebenso  Serret.  Die  Ans- 
drucksweise  des  Textes  hat  C.  Jordan  eingeführt  J.  de  math.  (2)  12,  1867,  p.  109 ; 
daneben  gebraucht  er  auch  faisceau  (traitä  p.  22). 

29)  divisewr  indicatif  bei  Ä,  Caiichy,  J.  ^c.  polyt.  cah.  17,  1815,  p.  7;  grado 
bei  E.  BeUi,  ann.  fis.  mat.  3,  1852,  p.  59;  ordre  bei  Ä.  Cauchy ,  Par.  G.  R.  21,  1845, 
p.  605  und  exerc.  d*anal.  3,  p.  183;  grado  di  ugua^liama  (der  entspr.  Funktion) 
bei  P.  Buffini  a.  a.  0. 

30)  Den  entsprechenden  Satz  für  die  zu  der  Gruppe  gehörenden  rationalen 
Funktionen  yon  n  Veränderlichen  hat  J.  Lagrange,  oeuyr.  3,  p.  373  (Berl.  Mäm.  1771 
[73])  ausgesprochen  und  P.  Ahbaii^  soc.  It.  mem.  10,  U,  1803  [1802],  p.  38  bewiesen. 

ZI)  A.  Cauchy^  J.  äc.  polyt.  cah.  17,  p.  6. 

32)  C.  Jordan,  Math.  Ann.  1,  1869,  p.  141. 

33)  E.  Gahis,  oeuvr.  p.  58  (J.  de  math.  11,  1846  [31]);  G.  Frobenius 
und  L.  Stickdberger,  J.  f.  Math.  86,  1879  [78],  p.  220. 

34)  S.  Lie,  Gott.  Nachr.  1874,  p.  536. 

85)  /.  Ä.  Serret,  cours  art.  424;  ein  specieller  Fall  bei  Ä.  Cau,d^,  exerc. 
d'anal.  3,  p.  185. 

36)  F.  Klein  u.  B.  Fricke,  Modulfunktionen  1,  Leipz.  1890,  p.  310.  B.  Dede- 
kind  (Dirichlets  Zahlentheorie,  4.  Aufl.,  Braunschw.  1894,  p.  475)  bezeichnet  die- 
sen Quotienten  mit  {G,  g). 

37)  A.  Cauchy,  Par.  G.  B.  21,  1845,  p.  669. 

38)  Bei  P.  Buffini:  permtttazione  composta  di  prima  specie, 

39)  permutazione  composta  di  ^  sp.  bei  P.  Buffini;  fonction  transitive  com- 
plexe  bei  Ä.  Cauchy,  Par.  G.  B.  21,  1845,  p.  731;  gruppo  a  lettere  congiwUe  bei 
E.  Betti,  ann.  fis.  mat.  3,  1852;  gruppo  complesso  bei  dems.  6,  1855,  p.  8;  grouped 
group  bei  T.  P.  Kirkmun,  Manch.  Mem.  (3)  1,  1862  [61],  p.  305;  Systeme  secon- 
daire  bei  C,  Jordan,  J.  ^c.  polyt.  cah.  38,  1861,  p.  190.  —  Das  Wort  imprimitiv 
scheint  nicht  yor  E.  Netto,  Subst.- Theorie  p.  77  Torzukommen.  Einen  yon 
C.  Jordan,  trait^  p.  34  aufgestellten  Satz  über  „Faktoren  der  Imprimitiyität*' 
hat  er  Giom.  di  mat.  10,  1872,  p.  116  selbst  berichtigt. 

40)  permutazione  composta  di  3<^  sp.  bei  P.  Buffini;  groupe  primitif  bei  E.  Gch, 
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7.  Symmetriflohe  und  alternierende  Gruppe.  Die  Gesamtheit  aller 
n!  Substitutionen  von  n  Elementen  bildet  die  symmetrische  Gruppe*^). 
—  Eine  Substitution,  die  nur  zwei  Elemente  untereinander  vertauscht, 
heisst  eine  Transpositian^^).  Jede  Substitution  lässt  sich  auf  verschie- 
dene Arten  als  Produkt  von  Transpositionen  darstellen,  die  Anzahl 
derselben  ist  aber  dabei  entweder  stets  gerade  oder  stets  ungerade; 
darnach  werden  die  Substitutionen  selbst  als  gerade  und  ungerade 
unterschieden**).  Die  ersteren  bilden  die  alternierende  Gruppe**);  ihre 
Ordnung  ist  \n\ 

8.  Mögliche  Ordnungssahlen  von  Gruppen.  Nicht  jeder  Teiler 
von  n!  kann  Ordnungszahl  einer  Gruppe  des  Grades  n  sein.  So  giebt 
es  für  n> 4  keine  Gruppe,  deren  Index  zugleich  >2  und  <n  wäre**). 
Auch  giebt  es  keine  andere  Gruppe  vom  Index  2,  als  die  alternie- 
rende*^, und,  ausser  für  n  =  6,  keine  anderen  Gruppen  vom  Index 
n,  als  diejenigen,  die  ein  Element  fest  lassen*'').  Ist  der  Index  >n, 
und  n>6,  so  ist  er*^  mindestens  =  2n;   ist  er  grösser  als  2n,  so 

loiSy  oeuvr.  p.  58  (J.  de  Math.  15,  1846  [31]);  ^quation  primitive  schon  p.  11  (Bull. 
F^r.  18,  1880). 

41)  E,  Netto,  Substitutionentheorie  p.  83. 

42)  Cauchy,  J.  ^c.  poljt.  cah.  17,  p.  18. 
48)  Vgl.  den  Abschnitt  I  A  2,  Nr.  8. 

44)  graupe  alternd  bei  C.  Jordan,  traitä  p.  68. 

46)  P.  Buffini  hatte  bewiesen,  dass  es  für  n  »=  5  keine  Gruppe  giebt,  deren 
Index  zugleich  >>2  und  ^ö  wäre  (teoria  delle  eqnazioni,  Bol.  1799,  cap.  18); 
rereinfacht  und  auf  n  >^  5  erweitert  von  P.  Äbbati,  soc.  It.  mem.  10,  1808  [02]. 
Ä,  Cauchy  zeigte,  dass  es  für  n>>5  keine  Gruppe  giebt,  deren  Index  zugleich 
>  2  und  kleiner  als  die  grösste  Primzahl  p  wäre,  die  nicht  >•  n  ist  (J.  6c.  polyt. 
cah.  17,  1815,  p.  9);  auch  f[lr  n  =  6  keine  vom  Index  5  (ib.  p.  20).  Der  Satz  des 
Textes  ist  zuerst  yon  J.  Bertrand  mittelst  eines  zahlentheoretischen  Postulats  be- 
wiesen, J.  ^c.  polyt.  cah.  80,  1845,  p.  128  (eine  Ergänzung  bei  J.  A.  Serret,  J.  de 
math.  14, 1849,  p.  185);  ohne  ein  solches  yon  A.  Cauchy,  Par.  G.  B.  21, 1845,  p.  1101 ; 
/.  A.  Serret,  J.  ^c.  polyt.  cah.  82,  1848,  p.  147;  aus  der  Einfachheit  (Nr.  16)  der 
alternierenden  Gruppe  yon  J.  König,  Math.  Ann.  14,  1879  [1878],  p.  215  und 
L.  Kronecker,  Berl.  Ber.  1879,  p.  211. 

46)  Für  n:=6  Cauchy,  J.  ^c.  polyt.  cah.  17,  p.  26;  allgemein  (bezw.  der 
entsprechende  Satz  für  rationale  Funktionen)  N.  H.  Abel,  oeuvr.  1,  p.  80  (J.  f.  Math. 
1,  1826). 

47)  Für  n  =»  5  N.  H.  Abel,  oeuyr.  1,  p.  81  (1824,  ohne  Beweis)  und  p.  88  (J. 
f.  Math.  1,  1826);  allgemein  auf  Grund  seines  Postulats  J.  Bertrcmd,  J.  äc.  polyt. 
cah.  80,  1846,  p.  138;  ohne  ein  solches  J.  A,  Serret,  J.  de  math.  15,  1850,  p.  20. 
28.  —  Die  Ausnahme  für  n  =  6  Ch.  Hermite  bei  Cauchy,  Par.  C.  B.  21 ,  1845, 
p.  1801;  22,  1846,  p.  81. 

48)  J,  Bertrand,  J.  4c.  polyt.  cah.  80,  1845,  p.  188  (für  n>9);  A.  Cauchy, 
Par.  C.  B.  21,  1845,  p.  1101  (ohne  Bew.);  J,  A.  Serret,  J.  de  math.  15,  1850,' 
p.  86  für  fi>8;  ^.  Mathieu,  Par.  th^e  1859,  p.  4  für  n>6  (ohne  Beweis). 
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ist  er*^  mindestens  =:i^n(n — 1);  ist  er  noch  grosser  und  n>8,  so 
ist  er^)  mindestens  ^=^n{n  —  1). 

9.  Mehrfach  traiiBitive  Gruppen.  Eine  Gruppe  heisst  h-fach 
transitiv,  wenn  ihre  Substitutionen  k  beliebige  Elemente  an  Je  beliebige 
Stellen  zu  bringen  gestatten '^^).  Eine  Gruppe  heisst  von  der  Klasse  c, 
wenn  keine  ihrer  Substitutionen,  ausser  1,  weniger  als  c  Buchstaben 
versetzt  ^^.  Zwischen  Grad,  Transitivitatszahl  und  Elasse  einer  primi- 
tiven Gruppe  bestehen  gewisse  Ungleichungen^'). 

10.  Lineare  homogene  Gruppe«  Die  Potenzen  einer  Substitution 
bilden  eine  cyMische  Gruppe**).  Ist  die  Ordnung  der  Substitution 
gleich  der  Anzahl  der  Elemente,  so  lassen  sich  die  Substitutionen 
einer  solchen  Gruppe  darstellen  durch***): 

z=z  +  c  (modn) 

(vgl.  Nr.  4).     Ebenso  bilden  die  durch: 

^i'^^i  +  ^>   V==^2  +  ^;  •  •  •  ^x'^^x  +  ^x  (°iodl>) 
dargestellten  Substitutionen  der  p'  Elemente  a,, ,,...j^  eine  Gruppe**) 
der  Ordnung  p*.     Femer  bilden  die  durch: 

49)  Ä,  Cauchy,  Par.  C.  R.  21,  p.  1101  (ohne  Bew.);  J,  Ä.  Serret,  Par.  C.  R. 
29,  1849,  p.  11;  J.  de  math.  16,  1860,  p.  43. 

60)  E.  Maihieu,  Par.  C.  R.  46,  1868,  p.  1048;  Par.  th^se  1869,  p.  4  (ohne 
Beweis). 

Weitere  Sätze  über  mögliche  Ordnungszahlen  transitiver  Gruppen  geben 
C.  Jordan,  Par.  C.  R.  66,  1868,  p.  886;  76,  1878,  p.  963;  J.  de  math.  (2)  14,  1869, 
p.  146;  16,  1871,  p.  383;  17,  1872,  p.  361;  trait^  p.  76,  664;  X.  Sylow,  Math.  Ann. 
6,  1872,  p.  692;  Acta  math.  11,  1888,  p.  266;  E,  Netto,  J.  f.  Math.  83,  1877  [76] 
p.  43;  86,  1878,  p.  327;  102,  1888  [87],  p.  822;  ö.  Frobenius,  J.  f.  Math.  101, 
1887  [86],  p.  290;  Ä,  Bochert,  Math.  Ann.  33,  1889  [88],  p.  684;  40,  1892,  p.  67; 
49,  1897,  p.  112;  E,  Maulet,  Par.  C.  R.  119,  1894,  p.  862;  G.  Ä,  Miller,  N.  Y. 
Bull.  (2)  4,  1897,  p.  144. 

61)  E.  Mathieu,  Par.  th^e  1869,  p.  16. 

62)  C.  Jordan,  Par.  C.  R.  72,  1871,  p.  864;  73,  1871,  p.  868. 

63)  C,  Jordan,  J.  de  math.  (2),  16,  1871,  p.  383;  17,  1872,  p.  361;  (6)  1, 
1896,  p.  36;  Bull.  soc.  math.  1,  1873,  p.  176;  Par.  C.  R.  76,  1873,  p.  962;  78, 
1874,  p.  1217;  J.  f.  Math.,  79,  1874,  p.  248;  A,  Bochert,  Diss.  Breslau  1877;  Math. 
Ann.  29,  1887  [86],  p.  27;  33,  1889,  p.  672;  40,  1892  [91],  p.  176;  49,  1897  [96] 
p.  133;  E,  Netto,  J.  f.  Math.  86,  1878,  p.  334;  F.  Budio,  J.  f.  Math.  102,  1887,  p.  1; 

B.  Marggraff,  Diss.  Giessen  1889;  Progr.  Soph.  Gymn.  Berlin  1896;  E.  Maillet, 
Toul.  Ann.  9,  1896,  p.  D  9.  —  FünfFach  transitive  Gruppen  fSrn  » 12  und  n  <=»  24 
hat  E.  Mathieu  angegeben,  J.  de  math.  (2)  6,  1861,  p.  270;  18,  1873,  p.  26;  dazu 

C.  Jordan,  Par.  C.  R.  79,  1874,  p.  1149. 

64)  permutagione  semplice  bei  P.  Buffini, 

66)  E.  Galoia,  oeuvr.  p.  22  (Bull.  För.  13,  1830),  p.  47  (J.  de  math.  11,  1846 
[31]);  Ä,  Cauchy,  exerc.  d'anal.  3,  1844  [46],  p.  232  (arithmetische  Substitutionen). 
66)  E.  Galois,  oeuyr.  p.  64  (J.  de  math.  11,  1846  [31]). 
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*xx^x 


(mod  p) 


dargestellten  Substitutionen ,  deren  Determinante  von  0  yerschieden 
ist,  eine  Gruppe,  die  lineare  (homogene)  Gruppe^'');  ihre  Ordnung 
ist^,  wenn  p  Primzahl: 

diejenigen  von  ihnen,  deren  Determinante  ee  1  (modp)  ist,  eine  Unter- 
gruppe derselben*^. 

11.  Gruppe  der  Modulargleichung.  Die  lineare  homogene  Gruppe 
lasst  das  Element  Ooo  o  unversetzt  und  zerlegt  die  ^j*  —  1  übrigen 
in  Systeme  der  Imprimitivität  von  je  p  —  1 ,  die  in  den  Werten  der 
Verhältnisse  e^iz^i"- :  z^  übereinstimmen*®).  Für  x  =  2  sind  die 
p4"  1  Systeme  durch  je  einen  Index  z^\z^  =  b  zu  bezeichnen,  der 
modp  die  Werte  0,1,2,...^  —  1,<X)  annimmt;  die  Gruppe  der  Systeme 
ist  dann**):  ,       az  +  ß    .      ,    x 

Diejenigen  von  diesen  Substitutionen,  für  die  ad  —  ßy  quadratischer 
Rest  ist,  bilden  die  „Gruppe  der  Modulai^leichung^'  (vgl.  II  B  6b)*^). 

67)  E.  Gahis,  oeuvr.  p.  27  (revue  encyclop^d.,  sept.  1882),  p.  47  («  «=  1),  63 
(ii»s2)  (J.  de  math.  11,  1846  [31]).  Für  x«>l  auch  A,  Cau6hy  a.  zuletzt  a.  0. 
(geometriBcbe  Snbstitationen).  L.  Kroneeker,  Berl.  Ber.  1879,  p.  217  nennt  die 
lineare  Gmppe  für  die  zu  x=:l  gehörenden  Funktionen  „metacyklisch".  —  AasfQhr- 
lieh  behandelt  von  C.  Jordan,  trait^  p.  91—249.  —  Ursprünglich  hatte  Galois  ima- 
ginäre Indices  (vgl.  Nr.  4,  Note  3)  eingeführt  und  Substitutionen  betrachtet,  die 
sich  durch  lineare  Funktionen  yon  diesen  ausdrücken;  vgl.  dazu  E.  BetH,  Ann. 
fis.  mat.  3,  1862,  p.  62;  E.  McOhieu,  Par.  G.  B.  48,  1869,  p.  841;  J.  de  math. 
(2)  6,  1860,  p.  38;  6,  1861,  p.  261;  Ann.  di  mat.  4,  1861,  p.  118;  W.  Bwnmde, 
Lond.  M.  Proc.  26,  1894,  p.  113;  E,  H.  Moore,  Chicago  congress  papers,  1896 
[98]  p.  208. 

68)  Satz  bei  E.  Gähis,  oeuvr.  p.  27  (rev.  enc,  sept.  1832) ;  Bew.  bei  E.  BeUi, 
Ann.  fis.  mat.  3,  1862,  p.  76.  —  Für  nicht  primzahlige  Moduln  C.  Jordan, 
traitä  p.  96. 

69)  C.  Jordan,  trait^  p.  106. 

60)  Für  %  =^2  E.  Gahis,  oeuvr.  p.  27  (revue  encjclop.  sept.  1832,  aus  der 
Theorie  der  elliptischen  Funktionen);  p.  69  (J.  de  math.  11,  1846  [31];  ffir  be- 
liebige X  E.  BeUi,  Ann.  fis.  mat.  3,  1862,  p.  74. 

61)  E.  Galois,  oeuvr.  p.  27;  p.  69. 

62)  ib.  p.  28;  vgl.  dazu  E.  BeUi  a.  a.  0.  u.  4,  1863,  p.  90;  J.  A.  Serret, 
Par.  C.  B.  48,  1869,  p.  112,  178,  237;  Ch.  HermOe,  ib.  p.  49,  p.  110;  der  Sache, 
nicht  der  Bezeichnung  nach  auch  E.  MatMeu,  Par.  th^e  1869,  p.  38  und  T.  P. 
Kirkman,  Manch.  Mem.  (3)  1,  1862  [61],  p.  366;  2,  1866  [62],  p.  204. 
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Sie  besitzt  für  jp  =  5,  7, 11,  und  nur  fttr  diese  Primzahlen,  Unter- 
gruppen vom  Index  p,^) 

12.    Andere  Untergruppen   der  homogenen  linearen  Ornppe 

werden  gebüdet  Ton  denjenigen  Substitutionen,  die  je  eine  homogene 
Funktion  der  Indices  in  sich  transformieren''),  z.  B.  die  Summe  ihrer 
Quadrate  (orthogonale  Gruppe)®*)  oder,  für  ic  =  2n,  die  Bilinearform 


y^  V^mfem-f-i»         bm^m+V 


2 

in  der  die  f  zu  den  0  cogrediente  Grössen  (11  B  2)  bedeuten  ••). 


13.  Anfafthlnngen  von  Gruppen  der  niedrigsten  Grade.  Alle, 
bezw.  alle  transitiven  oder  alle  primitiven  Gruppen  von  gegebenem 
Grad  au&uz'ahlen  ist  vielfach  unternommen  worden'^;  fast  jede  der 
betr.  Arbeiten  stellt  Versehen  der  vorhergehenden  richtig. 


63)  E,  GdUois,  oenvr.  p.  28  (rev.  enc.  1888,  p.  12;  Bull.  F^r.  1880,  noch  nicht 
richtig)  ohne  Beweis.  Beweis  der  ersten  Hälfte  von  E.  Betti,  Ann.  fis.  mat.  4, 
1853,  p.  90;  von  Ch.  Hermite,  J.  f.  Math.  40,  1850,  p.  280  angekündigt,  Par.  C. 
R.  49,  1859,  p.  110  ansgefClhrt;  der  zweiten  Hälfte  von  C.  Jordan,  Par.  G.  B.  66, 
1868,  p.  308;  von  L.  SyUho,  Christ.  Forh.  1870,  p.  387;  von  J.  Gierster,  Diss. 
Leipz.  =3  Math.  Ann.  18,  1881,  p.  368  auf  Grund  einer  Aufzählung  sämtlicher 
Untergruppen  (Math.  Ann.  26,  1885,  p.  309  auch  für  eine  ungerade  Primzahl- 
potenz als  Modul).  Vgl.  F,  Klein  u.  B.  Fricke,  Modulfunktionen,  Bd.  1,  Leipz.  1890, 
p.  409—491.  —  Ein  allgemeinerer  Satz  bei  L.  Sylow,  Christ.  Skrifter  1897,  no.  9. 

Lineare  gebrochene  Substitutionen  unter  Galois'schen  Imaginären  bei  E.  Mo- 
thieu^  J.  de  math.  (2)  5,  1860,  p.  38;  6,  1861,  p.  261;  Ann.  di  mat.  4, 1861,  p.  113; 
W.  Bumside j  Lond.  M.  Proc.  25,  1894,  p.  118;  E.  H,  Moore,  Chicago  congress 
papers,  1896  [93],  p.  226. 

64)  C.  Jordan,  traitä  p.  219. 

65)  ib.  p.  155. 

66)  ib.  p.  171;  Par.  C.  B.  68,  1869,  p.  656.  Die  Gruppe  tritt  in  der  Theorie 
der  Transformation  der  mehrfach  periodischen  (Abelschen)  Funktionen  auf;  Jor- 
dan nennt  sie  daher  Abelsche  Gruppe,  in  anderm  Sinne,  als  20.  Zwei  Unter- 
gruppen (für  p  SS  2),  bei  denen  bezw.  eine  gerade  und  eine  ungerade  Theta- 
charakteristik  in  sich  übergeht,  nennt  er  „hjpoab^liens*'  (trait^  p*.  195).  —  An- 
dere Untergruppen  der  linearen  Gruppe  traitd  p.  219,  319,  606. 

67)  Für  n  =  2,  3,  4,  5,  6  A.  Cauchy,  Par.  C.  B.  21,  1845,  p.  1368,  1401 ;  22, 
1846,  p.  2; 

n»  7,8.  E,  Matihieu,  ib.  46,  1859,  p.  1048,  1208;  E.  H.  ÄskwOh,  Qu.  J.  24, 
1890,  p.  111,  263;  A.  Cayley,  philos.  mag.  18,  1859,  p.  34  »=  coli.  pp.  4,  p.  88; 
Qu.  J.  25,  1891,  p.  71,  137;  F,  N.  CoHe,  N.  Y.  BulL  2,  1893,  p.  184;  G.  A.  MiOer, 
ib.  3,  1894,  p.  169.    Vgl.  auch  0.  Holder,  Math.  Ann.  40,  1892,  p.  83. 

n^9.  E.  H,  Askwiih,  Qu.  J.  26,  1892,  p.  79;  F.  N.  Cole,  ib.  p.  372;  N.  Y. 
Bull.  2,  1893,  p.  250;  G,  A.  Müler,  ib.  3,  1894,  p.  242  (nr==8,9); 

n  =3  10.  r.  P.  Kifkman,  Manch.  Proc.  (3)  3, 1864  [63]  p.  142;  4,  1865,  p.  171 ; 
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14.  Isomorphismus.  Zwei  Gruppen  G,  f  heissen  homamorph  auf 
einander  bezogen^  wenn  ihre  Substitutionen  einander  so  zugeordnet 
sind,  dass,  sobald  Ä  der  A  und  B  der  B  entspricht,  auch  AB  der  AB 
entspricht  •*);  entsprechen  dabei  z.  B.  jeder  Substitution  yon  G  4  von 
r  und  jeder  Ton  f  2  Ton  G,  so  heisst  6r  zu  f  ditdramorph.  Entspricht 
jeder  von  G  nur  eine  von  f  und  jeder  von  f  nur  eine  von  6r,  so 
heissen  G  und  f  holoedrisch  isomorph^^). 

16.  Allgemeiner  Grappenbegriff.  Sieht  man  von  der  Bedeutung 
der  einzelnen  Operationen  ab  und  achtet  nur  auf  die  Gesetze  der  Zu- 
sammensetzung, so  sind  zwei  isomorphe  Gruppen  überhaupt  nicht 
verschieden''^).  Aus  dieser  Auffassung  hat  sich  die  allgemeine  Defi- 
nition einer  Gruppe'^^)  entwickelt  als  eines  Systems  von  Elementen 
(resp.  von  Operationen),  das  folgenden  Bedingungen  genügt: 


F.  N.  CoJe,  Qu.  J.  27,  1893,  p.  39;  G.  A.  Miller,  ib.  p.  99;  N.  Y.  Bull.  (2)  1, 
1894,  p.  67. 

n  =  ll.  F.  N,  Cole,  ib.  p.  49; 

n  -=  12.  G.  Ä.  Miller,  Par.  C.  R.  122,  1896,  p.  372;  Qu.  J.  28,  1896,  p.  193; 
N.  Y.  Bull.  (2)  1,  1896,  p.  256; 

n  c=  13, 14.  G.  Ä.  MüUr,  Quart.  J.  29,  1897,  p.  224. 

n=«d2.  B,  Levavasseur,  Par.  C.  R.  122,  1896,  p.  182;     H^--^  *-^  ^A,c»yvj  ti    o^Ma^ 

n  =  Sp.  B.  Levavasseur,  Par.  C.  R.  122, 1896,  p.  616 ;  G.  A.  Miller,  ib.  128,  p.  691.    «^  ?  h 

Eine  Aufzählung  der  primitiven  Gruppen  bis  n=B  17  giebt  C  Jordan,  Par. 
C.  R.  76,  1872,  p.  1764. 

Eine  besondere  Klasse  von  Substitutionsgruppen  sind  die  Tripelgntppen; 
vgl.  M.  Nöffier,  Math.  Ann.  16,  1879,  p.  87;  E.  Netto,  Sub8t.-Theorie  p.  220; 
Math.  Ann.  42,  1898  [92],  p.  148;  E.  H.  Moore,  ib.  43,  1893,  p.  271;  60,  1898 
[97],  p.  226;  Pal.  Rend.  9,  1896,  p.  86;  N.  Y.  Bull.  (2),  4,  1897,  ^.  11;  J.  de 
Vries,  Pal.  Rend.  8,  1894,  p.  222;  G.  A.  Miller,  N.  Y.  Bull.  (2)  2,  p.  138; 
L.  Heffter,  Math.  Ann.  49,  1897  [96],  p.  101 ;  W.  Bumside,  theory  p.  213.  Vgl 
auch  I A  2, 10. 

68)  A.  CapelU,  Giom.  di  mat.  16,  1878,  p.  32;  der  Name  bei  F,  Klein, 
Math.  Ann.  41,  1892,  p.  22. 

69)  C.  Jordan,  trait^  (1870),  p.  66.  —  Entspricht  jeder  Substitution  von  G  nur 
eine  von  f,  aber  jeder  von  f  mehrere  von  G,  so  nennt  C  Jordan  f  zu  (r  meri- 
tdirisüh  isomorph;  E.  Netto,  Subst.-Th.  p.  97  sagt:  mehrstufig  is.,  TT.  Bwmside, 
theory  p.  29:  multiply  isomorphic. 

70)  Vgl.  E.  Gahis,  oeuyr.  p.  40,  scolie  11  (J.  de  math.  11,  1846  [31]). 

71)  A.  Cayley,  coli.  pp.  2,  p.  128  (Phil.  mag.  4,  1864);  10,  p.  323  (Lond. 
Math.  Proc.  9,  1878)  (dazu  vgl.  man  die  Ausführungen  von  W.  Dyek,  Math.  Ann. 
20, 1881,  p.  1);  L,  Kronecker,  Berl.  Ber.  1870,  p.  883.  Gruppen  von  Bewegungen 
hat  C.  Jordan  untersucht,  Par.  G.  R.  66,  1867,  p.  229;  Ann.  di  Mat.  (2)  2,  1868, 
p.  167.  Dann  haben  F.  Klein  u.  S,  Lie  den  Gruppenbegriff  in  den  Mittelpunkt 
ihrer  Untersuchungen  gestellt.  Tgl.  S.  Lie,  Christ.  Forh.  1871,  p.  248;  Gott.  Nachr. 
1874,  p.  629;  F.  Klein,  Progr.  Erlangen  1872.  Vgl.  auch  G,  Frobenius  und 
L.  SUekMerger,  J.  f.  Math.  86,  1878,  p.  217;  H,  Weber,  Math.  Ann.  20,  1882, 
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1.  Es  ist  eine  Vorschrift  gegeben,  nach  der  je  zwei  Elemente 
a,  b  des  Systems  ein  drittes  ab  »=  c  eindeutig  bestimmen. 

2.  Diese  Komposition  (Multiplikation)  der  Elemente  ist  associatiy. 

3.  Aus  ab'^ac  folgt  b^^^c,  ebenso  aus  ba^^ca. 

ümfasst  die  Gruppe  nur  eine  endliche  Anzahl  Elemente,  so  heisst 
sie  eine  endUchCy  genauer  mit  Bücksicht  auf  11 A  6  eine  endliche  discreie 
oder  discotUinuierliche'^^),  Für  eine  solche  folgt  aus  (1)  —  (3):  zu  zweien 
ihrer  Elemente  a,  b  kann  stets  auf  eine  und  nur  auf  eine  Weise  ein 
Element  c  so  bestimmt  werden,  dass  aC'=^b  ist;  die  Gruppe  enthält  ein 
Element  e,  die  Einheif^^  das  mit  jedem  andern  a  ae  =  a  und  ea==^a 
ergiebt;  zu  jedem  Elemente  a  giebt  es  ein  zu  ihm  inverses  &«sa~~^, 
für  das  ab  =  e  ist'*). 

Jede  Gruppe  G  der  Ordnung  N  lasst  sich  als  Substitutionsgruppe 
des  Grades  N  darstellend^);  diese  Darstellung  ist  imprimitiv  in  Bezug 
auf  jede  Untergruppe  Ton  6r.^^)  Enthalt  G  einen  Teiler  H  vom 
Index  k,  so  ist  G  auch  zu  einer  transitiven  Substitutionsgruppe  des 
Grades  k  (2, 1)- stufig  homomorph,  wenn  l  die  Ordnung  des  grossten 
in  ff  enthaltenen  Normalteilers  von  G  ist^'). 

16.  Normalteiler.  Kann  ein  Element  P"  einer  Gruppe  G  aus  einem 
andern  P  durch  Transformation  (Nr.  3)  vermittelst  eines  Elementes  Q  von 
G  abgeleitet  werden,  so  heissen  P  und  P  innerhalb  G  conjugierf^  oder 
gleichberechtigt'^^).  Durchläuft  dann  P  einen  Teiler  H  von  G,  so  durch- 
läuft P'  einen  zu  H  conjugierten  oder  mit  H  gleichberechtigten  Teuer 
IT.^)  Eine  nur  mit  sich  selbst  gleichberechtigte  Operation  heisst 
ausgezeichnet.    Ein  nur  mit  sich  selbst  gleichberechtigter  Theiler  heisst 

p.  302,  sowie  die  Definition  von  G,  Frohenius,  Berl.  Ber.  1896,  p.  164:  ein  Com- 
plez  O  heisst  eine  Gruppe,  wenn  G  durch  G*  teilbar  ist;  endlich  auch  JR.  Dede- 
kind  in  P.  G.  L^eune-DiricMefa  Zahlentheorie,  4.  Aufl.  (Braunschw.  1894),  p.  484. 

72)  Übertragung  des  aus  der  Theorie  der  continuierlichen  Gruppen  stam- 
menden Begriffs  Parametergruppe  auf  discontinuierliche  bei  E.  Maulet,  Ann.  di 
Mat.  (2)  23,  1896,  p.  199. 

73)  Hauptgruppe  nach  G.  Frohenius  u.  E,  StickeJberger^  J.  f.  Math.  86, 1879 
[78],  p.  219. 

74)  Diese  Eigenschafben  können  auch  an  Stelle  von  (3)  in  die  Definition 
.,,.  aufgenommen  werden;  so  bei  Bumside,  theory  p.  11. 

76)  C.  Jordan,  trait^  p.  67;  W,  Dyck,  Math.  Ann.  22,  1882,  p.  84  („regu- 
läre Form  der  Cfruppef^;  groupe  normal  bei  Borel  et  Dradi  p.  261. 

76)  W.  Dyck,  a.  a.  0.  p.  89. 

77)  Ä.  CapelU,  Giom.  di  mat.  1878,  p.  48;  Dyck  a.  a.  0.  p.  91. 

78)  „coi^jugierte  Gattungen  rationaler  Funktionen"  bei  L.  Kronecker,  Berl. 
Ber.  1879,  p.  212. 

79)  F.  Klein,  Math.  Ann.  14,  p.  430. 

80)  equivaknt  groups  bei  T.  P.  Kirkman,  Manch.  Mem.  2,  1862  [61]  p.  78. 
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eigentlicher®^)  oder  NormaUeiler^^y  auBgezeidmete®*),  invariante®*)  oder 
monotypische®^)  Untergruppe.  Die  mn  Arrangements ,  die  von  einer 
Gruppe  G  wn*®'  Ordnung  unter  sich  vertauscht  werden,  zerfallen  einem 
Normalteiler  H  vom  Index  m  und  der  Ordnung  n  gegenüber  in  m 
Systeme  zu  je  n;  die  Operationen  von  H  vertauschen  die  Arrange- 
ments in  jedem  einzelnen  System,  die  übrigen  von  G  die  Systeme 
als  ganze®*).  Die  verschiedenen  Vertauschungen  der  Systeme  bilden 
eine  Gruppe®'')  der  Ordnung  m,  die  mit  G/H  bezeichnet  wird®®).  — 
Hat  G  keinen  von  G  und  H  verschiedenen  Normalteiler,  der  H  ent- 
hält, so  heisst  H  ein  grösster  NormaUeiler  von  6r®^). 

Eine  Gruppe  heisst  einfach^),  wenn  sie  keinen  von  ihr  selbst  und 
von  der  Einheit  verschiedenen  Normalteiler  hat;  sonst  eusammengeseUft, 

Hat  eine  Gruppe  G  zwei  verschiedene  Normalteiler  G^  Cr,,  die 
nur  die  1  gemein  haben,  und  ist  jede  Operation  von  G^  mit  jeder 
von  G,  vertauschbar,  so  heisst  G  das  direkte  Produkt •^)  von  G^ 
und  (7,. 

Die  aUemierende  Gruppe  ist  einfach,  ausser  für  n  =  4.**) 


81)  E.  Gahis,  der  die  Bedeutung  dieser  speciellen  Art  Teiler  för  die  Theo- 
rie der  algebraischen  Gleichungen  zuerst  erkannt  hat,  spricht  von  ,^iecompo9itum 
propref'  einer  Gruppe  von  Permutationen  (d.  h.  arrangements),  oeuvr.  p.  26  (revue 
encyclop.  1882). 

82)  H.  Weher,  Algebra,  2,  p.  11. 

83)  8.  Lie,  Gott.  Nachr.  1874,  p.  536;  F.  Klein,  Math.  Ann.  9,  1876  [76], 
p.  186. 

84)  J.  König,  Math.  Ann.  21,  1888,  p.  481. 

86)  G.  Frobenius,  J.  f.  Math.  101,  1887  [86],  p.  286. 

86)  E.  Gälais  a.  a.  0.;  vgl.  auch  oeuvr.  p.  46  (J.  de  math.  11,  1846  [31]). 

87)  Vgl.  E.  BetH,  Ann.  fis.  mat.  3,  1862,  p.  61  („gruppo  delle  permutazioni 
sopra  i  derivati*^),  wo  aber  nicht  alles  klar  ist. 

88)  C  Jordan,  Bull.  soc.  math.  1,  1878,  p.  40;  0.  Holder,  Math.  Ann.  34, 
1889  [88],  p.  88. 

89)  vgl.  C.  Jordan, 

90)  indSeompoedble  bei  E.  Gcdois,  oeuvr.  p.  26  (revne  encyclop.^  1882);  primo 
bei  E.  BeUi,  Ann.  üb.  mat.  8,  1862,  p.  62;  gronpe  de  permutations  ins^Murables 
bei  üf.  DespeyroM,  J.  de  math.  (2)  6,  1861,  p.  483;  nonrmodukw  bei  T,  P.  Kirk- 
mofi,  Manch.  Mem.  (3)  1,  1862  [61],  p.  283;  SqttaHon  simple  bei  0.  Jordan,  J.  de 
math.  14,  1869,  p.  189;  groupe  simple  bei  dems.,  trait^  p.  41. 

91)  0.  Holder,  Math.  Ann.  48,  1893,  p.  830;  terleghar  bei  G.  Frohemus  n. 
L.  SUdcdherger,  J.  f.  Math.  86,  1879  [78],  p.  221 ;  eigenüieh  MerfaOmd  bei  W.  Dyck, 
Math.  Ann.  17,  1880,  p.  482.  0.  Holder,  Math.  Ann.  48,  p.  336  Iftsst  „eigent- 
lidli**  weg. 

92)  C.  Jordan,  trait^  p.  66;  L.  Kronecker,  Berl.  Ber.  1879,  p.  208;  F.  Klein, 
Ikosaeder,  Leipz.  1884,  p.  18;  W.  Bumside  ^  theory  p.  163;  L,  Bianchi,  teoria 
p.  61;  E.  Beke,  Math.  Ann.  49,  1897,  p.  681. 
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Ein  Normalteiler  einer  primitiven  Oruppe  ist  notwendig  tran- 
sitiv»»). 

17.  Eomposittonsreilie.     Eine  Reihe  von  Gruppen: 

von  denen  jede  grösster  Normalteiler  der  vorhergehenden  ist,  heisst»*) 
Komposüionsreihe  von  G.  Die  Gruppen  G/H,  H/J, . . .  L/M  =  L  sind 
in  allen  Eompositionsreihen  von  G  bis  auf  ihre  Reihenfolge  dieselben 
(im  Sinne  von  Nr.  16)»^).    Eine  Reihe: 

G^G^  "'  Gx^l  Gjt"-  Gn—lGn  =  1 , 

in  der  jedes  Gx  Normalteiler  von  ffx— i  und  G^  ist  und  in  die  nicht 
noch  weitere  Glieder  eingeschoben  werden  können,  ohne  dass  die 
Reihe  diese  Eigenschaft  verliert,  heisst^)  Hauptreihe  der  Zusammen- 
setmng  von  G.  Auch  die  Gruppen  GJG^y  GJG^y  . . .  Gn—JGn  =  1 
sind  in  allen  solchen  Reihen  bis  auf  die  Reihenfolge  dieselben»^). 
Kann  man  zwischen  zwei  Gliedern  Gx— i,  G^  einer  Hauptreihe  zur 
Bildung  einer  Kompositionsreihe  noch  Glieder  J3i,  JBi,  . . .  Hn  ein- 
schieben, so  sind  die  Gruppen  G^—i/Siy  Hi/Ht,  . . .  Hn/G^  einander 
gleich  imd  die  Gruppe  Gx^^/G^  ist  ihr  direktes  Produkt^). 

18.  Isomorphismen  einer  Gruppe  mit  sioh  selbst.  Eine  Gruppe 
G  kann  isomorph  auf  sich  selbst  bezogen  werden,  jedenfalls  da- 
durch, dass  man  jeder  ihrer  Operationen  A  die  transformierte  BA~^^B 
zuordnet,  unter  B  eine  bestimmte  Operation  von  G  selbst  ver- 
standen. Solche  Isomorphismen  einer  Gruppe  in  sich  heissen  co- 
gredient;  giebt  es  noch  andere,  so  heissen  diese  contragredient^). 
Die  cogredienten  Isomorphismen  bilden  eine  zu  G  homomorphe 
Gruppe,  speciell  eine  isomorphe,  wenn  G  keine  ausgezeichnete  Ope- 


Der  Sache  nach  bei  P.  Buffini,  soc.  It.  mem.  9,  1S02  [Ol],  art.  29. 
94)  C.  Jordan,  J.  de  math.  (2)  14, 1869,  p.  139 ;  der  Name  bei  E.  Netto,  Subst.- 
Theorie  p.  86. 

96)  0.  Holder,  Math.  Ann.  84,  1889  [88],  p.  37;  G.  Frobenius,  Berl.  Ber. 
1895,  p.  169.  Den  Satz,  dass  die  Ordnungszahlen  der  genannten  Gruppen  („Fak- 
toren der  Zusammensetzung**)  constant  sind,  hatte  schon  C.  Jordan  bewiesen,  J. 
de  math.  (2)  14,  1869,  p.  139;  einfacher  E.  Netto,  J.  f.  Math.  78,  1874,  p.  84. 

9ß\E.  Netto,  Subst.-Th.  p.  92;  J.  f.  Math.  78,  1874,  p.  82:  „Grundreihe**. 
Vgl.  Bumside,  theory  p.  123. 

97)  0.  Haider,  Math.  Ann.  34,  1889  [88],  p.  38;  die  Constanz  der  Zahlen- 
faktoren schon  bei  C.  Jordan,  tnit6  p.  663. 

98)  0.  Holder  a.  a.  0.;  vgl.  auch  C.  Jordan,  trait^  p.  48  und  E.  Netto, 
Subst.-Th.  p.  95. 

99)  In  einem  speciellen  Falle  F.  Klein,  Ikosaeder,  Leipzig  1882,  p.  232; 
allgemein  0.  Holder,  Math.  Ann.  43,  1893,  p.  314. 
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ration  ansser  der  1  enthält  ^^).  Die  samtliclien  Isomorpliismen  bil- 
den eine  Gruppe,  von  der  die  der  cogredienten  Normalteiler  ist"^^). 
Eine  Oruppe  O,  die  keine  contragredienten  Isomorpliismen  in  sich 
znlasst  und  keine  ausgezeichnete  Operation  ausser  der  1  enthält,  heisst 
vdükomnien^^^)]  ist  eine  solche  Normalteiler  einer  andern  Gruppe  Hy  so 
ist  H  direktes  Produkt  von  Q  und  H/G,^^^)  Ein  Teuer  von  G  heisst 
charaJcterisHscker  Teuer  ^^\  wenn  er  bei  jedem  Isomorphismus  von  G 
in  sich  übergeht. 

19.  Erzeugende  Operationen.  (Geometrische  Bilder  von  Grup- 
pen. Können  alle  Operationen  einer  Gruppe  aus  q  unter  ihnen: 
Siy  S^,  ...  Sq  durch  successive  Produktbildung  abgeleitet  werden,  so 
sagt  man,  diese  Operationen  erzeugen^^'^)  die  Gruppe,  q  Operationen, 
die  durch  keine  andere  Relation  als: 

SiS^    ...    Sq  ^   1 

verbunden  sind,  erzeugen  eine  unendliche  discontinuierliche  Gruppe. 
Man  kann  sie  als  Gruppe  linearer  Substitutionen  einer  complexen 
Tariabeln  darstellen  (U  B  1);  z.  B.  indem  man  mit  T«  die  Spiegelung 
^m  x*^  von  n  4- 1  Kreisen  mit  gemeinsamem  Orthogonalkreis  be- 
zeichnet und  5x  =  T,e— i^x  setzt;  man  erhält  so  eine  Einteilung  des 
Orthogonalkreisinnem  in  Gebiete,  deren  gegenseitige  Lage  die  Be- 
ziehimgen  zwischen  den  Operationen  der  Gruppe  veranschaulicht^^. 
2u  ihr  ist  die  (imendliche  oder  endliche)  Gruppe  G  homomorph,  die 
^on  q  Operationen  erzeugt  wird,  die  ausser  (1)  noch  andern  Relatio- 
nen der  Form  « 
8:^8^81 . . .  =  1 

100)  TT.  Bumside,  theory  p.  226. 

101)  0.  Holder  a.  a.  0. 

102)  0.  Haider,  Math.  Ann.  46,  1896  [94],  p.  326. 

108)  ib.  —  Die  symmetrische  Gmppe  ist  fOr  jedes  n  vollkommen,  ausser  ^ 
für  ft«B6  (ib.  p.  346);  ebenso  die  lineare  Grappe  för  einen  Primzahlmodal  (für   <A\^^  -V> 
«  =  1  ib.  p.  848,  allg.  W,  Bumside,  theory  p.  289.  246).  —  Ist  ö  als  reguläre  c^WjLüt  ' 
Substitutionengruppe  von  N  Elementen  dargestellt,  so  besteht  die  Gruppe  H  r\ 
der  Isomorphismen  aus  dei^jenigen  Substitutionen  derselben  Elemente,  die  mit   *^^!^^lX!/^ 
G  vertauBchbar  sind  (G.  Frobenius,  Berl.  Ber.  1896,  p.  186).  Die  Gruppe  GH^HG 
nennt  W.  Bumside  „ihe  holomorph  of  G"  (ib.  p.  228). 

104)  G.  Frdbenius,  Berl.  Ber.  1896,  p.  184.  —  Von  einer  „lückenlosen  Reihe 
fharakterisHscher  Teiler'*  gelten  analoge  Sätze,  wie  die  der  Nr.  17  (G.  Frohenius, 
ib.  p.  1027). 

106)  dSrivi  bei  A.  Cauchy,  exerc.  d'onal.  8,  1844  [46],  p.  188;  Par.  C.  R. 
21,  1846,  p.  606.  —  Beispiele  von  nicht  zerfallenden  Gruppen,  die  nicht  aus  zwei 
Operationen  erzeugt  werden  können,  giebt  0.  Holder,  Math.  Ann.  48,  1893, 
p.  841.  898. 

106)  W.  Dyck,  Math.  Ann.  20,  1881,  p.  7.  —  Vgl.  übrigens  IIA 6c. 
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genügen  ^^.  Der  Identität  von  f  entspricht  dabei  ein  Normalteiler  H 
von  G  und  es  ist  f  =  G/H,  Die  zuerst  abgegrenzten  Gebiete  lassen 
sich  dann  zu  grösseren  Bereichen  so  zusammenfiEissen,  dass  die  Ein- 
teüung  des  Orthogonalkreises  in  diese  Bereiche  ein  Büd  von  H,  die 
Einteilung  eines  solchen  Bereiches  in  die  kleineren  Gebiete  ein  Bild 
von  r  giebt^^*).  Die  Kanten  eines  Bereiches  sind  dabei  paarweise 
einander  zugeordnet;  fugt  man  je  zwei  zugeordnete  aneinander,  so 
entsteht  eine  Flache  Ton^^bestimmtem  Geschlecht  (III A  4).  Die  kleinste 
dabei  mögliche  Geschlechtszahl  p  heisst  GesMeM  der  Gruppe^^)\  ist 
p>l,  so  ist*^)  die  Ordnung  der  Gruppe  ^84(|)—  1). 

20.  AbePsohe  Grappen.  Ist  die  Composition  der  Elemente  einer 
Gruppe  commutativ,  so  heisst  die  Gruppe  eine  J.6ePsche^^®).  In  jeder 
solchen  lassen  sich  q  Erzeugende  A,  By  C  der  Ordnungen  a,b,  c  ,,. 
so  auswählen,  dass  die  Formel: 

jedes  Element  der  Gruppe  gerade  einmal  darstellt,  wenn  oc,  ß,  y  . . . 
bezw.  volle  Bestsysteme  nach  den  Moduln  a,  b,  c  durchlaufen  ^^^).  Ein 
solches  System  von  Erzeugenden  heisst  eine  JBtms^^)  der  Gruppe, 
der  kleinste  mögliche  Wert  von  q  ihr  Bang^^),  Man  kann  die  Basis 
stets  so  wählen,  dass  a,  6,  c  . . .  Primzahlpotenzen  werden;  für  alle 
solchen  Basen  sind  diese  Werte  abgesehen  von  der  Reihenfolge  die- 


107)  ib.  p.  16. 
107a)  ib.  p.  11. 

108)  ib.  p.  31;  vgl.  R  Klein,  ib.  14,  1878,  p.  171. 

109)  Ä»  Hurtüitz,  Math.  Ann.  41,  1893,  p.  424.  —  Eine  andere  geometrische 
Versinnlichung  von  Gruppen  giebt  Ä,  Cayley^  coli.  pp.  10,  p.  324  (Lond.  Math. 
Proc.  9,  1878);  (Amer.  J.  Math.  1,  1878,  p.  674;  11,  1888,  p.  139);  vgl.  auch 
Ä.  B.  Kempe,  Lond.  Trans.  177 1,  1886,  p.  37.  Über  den  Zusammenhang  zwischen 
dieser  und  der  des  Textes  vgl.  H.  Maschke,  Amer.  J.  Math.  18,  1896  [95],  p.  166; 
W.  Bumside,  theory^  p.  306.  —  Noch  eine  andere  Darstellung,  für  metacjklische 
Gruppen^  bei  L.  Heffter,  Math.  Ann.  60,  1898  [97],  p.  261. 

110)  Abelsche  Gleichungen  bei  L.  Kronecker ,  Berl.  Ber.  1870,  p.  882;  J.  Pe- 
rott,  Amer.  J.  11,  1889,  p.  99;  18,  1891  [89],  p.  236  sagt  „groupes  eul^riens'S 

111)  Der  Satz  ist  implicite  in  J\r.  IT.  ^M's  Untersuchungen  über  Gleichungen 
enthalten,  ges.  W.  1,  p.  499  (J.  f.  Math.  4,  1839);  andererseits  in  den  Sätzen  über 
die  Composition  der  quadratischen  Formen  im  Nachlasse  von  C.  F.  Gauss,  ges. 
W.  2,  p.  266  [a.  d.  J.  1801],  und  bei  E.  Schering,  Gott.  Abh.  14,  1868,  p.  13; 
abstract  bei  Kronecker,  Berl.  Ber.  1870,  p.  882.  ~  B.  Levavcmeur,  Par.  C.  R. 
122,  1896,  p.  180  benutzt  auch  G^loissche  Imaginäre  als  Exponenten. 

112)  G.  Frobenius  und  L.  Stickelher ger,  J.  f.  Math.  86,  1879  [78],  p.  219. 
Kronecker  a.  a.  0.  sagt  „Fundamentalsystem'S 

118)  Frobenius  u.  SUckelberger  a.  a.  0. 
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selben  y  ako  InvariatUen  der  Gruppe  ^^^).  Man  kann  jeder  Operation 
einer  Abelschen  Gruppe  einen  Zahlwert  (eine  Einheitswurzel)  x{Ä) 
80  zuordnen,  dass  stets  x(ÄB)  =  x(^)x(^  wird;  jedes  System  sol- 
cher Zahlen  heisst  ein  Charakter  der  Gruppe  ^^).  Die  Charaktere 
bilden  selbst  eine  zur  gegebenen  isomorphe  Gruppe;  diejenigen,  die 
in  dieser  Gruppe  Elemente  der  Ordnung  2  sind,  heissen  eweiseUig 
(ancipites)  ^^*).  Alle  Elemente,  für  die  alle  zweiseitigen  Charaktere 
dieselben  Werte  haben,  bilden  ein  Geschleckt  (genus);  diejenigen,  für 
die  sie  alle  »=  1  sind,  das  Sauptgeschlecht^^'^. 

Eine  Gruppe,  deren  sämtliche  Teiler  Normalteiler  sind,  lässt  sich 
in  der  Form: 

darstellen,  in  der  P  eine  Abel'sche  Gruppe,  Q  eine  bestimmte  Gruppe 
8.  Ordnung  ist  "^•). 

21.  Die  Sylow'sohen  Sätae.  Eine  Gruppe  G^  deren  Ordnung  N 
durch  eine  Primzahlpotenz  p*  teilbar  ist,  hat^^)  mindestens  einen 
Teiler  der  Ordnung  jp*.  Ist  jp*  die  höchste  Potenz  von  jp,  die  in  N 
aufgeht,  so  hat  die  Gruppe  Teiler  der  Ordnung  p*;  ihre  Anzahl  ist 
^  1  (mod.  jp),  sie  sind  alle  unter  sich  gleichberechtigt,  und  es  ist 
Jr  =  jj*r;,  wenn  p^r  die  Ordnung  des  grössten  Teilers  von  G  ist, 
von  dem  ein  solcher  Teiler  Normalteiler  ist^^^).    Auf  diesen  Sätzen 


114)  H.  Weber,  Algebra  2,  p.  42;  anders  bei  Frobenius  und  StickeJberger 
a.  a.  0.  p.  2S6. 

115)  H.  Weber,  Math.  Ann.  20,  1882,  p.  807;  Tgl.  übrigens  C,  F.  Gauss, 
Disqnis.  arithm.,  1801,  art.  2S0  (ges.  W.  1,  p.  282);  B.  Dedekind  in  P.  G.  L.  Di- 
ndUet's  Vorl.  ü.  Zahlentheorie,  1.  Aufl.,  Braunscliw.  1868,  p.  349.  --  Ver- 
allgemeinerung fär  beliebige  Gruppen  bei  G,  Frobenius,  Berl.  Ber.  1896,  p.  985. 

116)  H.  Weber,  Algebra  2,  p.  62. 

117)  ib.  p.  58.  —  Auch  diese  Begriffe  stammen  aus  den  disqu.  arithm. 
Den  Abelschen  Gruppen  nahe  stehen  die  Gruppen,   deren  Ordnung  eine 

Primzahlpoienz  ist;  Tgl.  E.  Matkieu,  Ann.  di  mat.  4,  1861,  p.  119;  L.  Sylow^ 
Math.  Ann.  5,  1872,  p.  588;  A,  Capeüi,  Giern,  di  mai  10,  1878,  p.  69;  E.  Netto, 
J.  f.  Math.  108,  1888  [87],  p.  881;  /.  W.  Ä.  You/ng,  Amer.  J.  15,  1898  [92],  p.  124; 
G.  Frobenius,  Berl.  Ber.  1895,  p.  178;  sowie  Bumside,  theory  cap.  V. 

117a)  B.  Dedekind,  Math.  Ann.  48,  1897  [96],  p.  548.  Er  nennt  Q  die 
„QmUtemiongrupptf' ,  B  eine  „HamiUon'sche  Gruppe^, 

118)  Für  x=«l  Ä.  Cauchy,  Par.  C.  R.  21,  1845,  p.  850;  exerc.  d'anal.  8, 
p.  250;  aJlg,  L.  Sylüw,  Math.  Ann.  5,  1872,  p.  584;  dazu  E,  Netto,  ib.  18,  1878 
[77],  p.  249;  G.  Frobenius,  J.  f.  Math.  ;00,  1886  [84],  p.  179;  101,  1887  [86], 
p.  282;  Berl.  Ber.  1895,  p.  987. 

119)  L.  Sylow  a.  a.  0.;  specielle  Fälle  bei  E.  Mathieu,  J.  de  math.  (2)  6, 
1861,  p.  808;  Z.  Syl&w,  Christ.  FOrh.  1867,  p.  109.  114.  Noch  nähere  Angaben 
über  j  L.  Syhw,  Acta  math.  11, 1888,  p.  215;  G.  Frobenius,  Berl.  Ber.  1895,  p.  174. 
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beruht  die  DiskosBion  der  möglichen  Typen  von  Gruppen  gegebener 
OrdnungszahL 

22.  Binfaolie  Grappen.  Keine  Primzahlpotenz  kann  Ordnung  einer 
ein&chen  Gruppe  sein^*^);  femer  keine  Zahl  der  Form  i?" ^jp^*  •  •  •  p"*, 
wenn  für  jedes  x:  J>^_i>l>"*p"!V;^^  •••!>"'  ist^*^);  kein  Produkt  aus 

lauter  yerschiedenen  Primfaktoren^'^);  keine  Zahl  der  Form  p^gf,  wenn 
j)  <  g  und  ß  kleiner  ist^  als  das  Doppelte  des  Exponenten  m,  zu  dem 
q  (mod  jp)  gehört^**);  keine  Zahl  der  Form  p'q^,  wenn^  JP<ff; 
keine  Zahl  der  Form  p^q^r^]  ^***)  kein  Produkt  von  weniger  als  sechs 
Primzahlen,  ausser  60,  168,  660  und  1092;1«ö)  keine  gerade  Zahl, 
die  weder  durch  12,  noch  durch  16,  noch  durch  56  teilbar  ist^*^. 

unter  den  zusammengesetzten  Zahlen  ^  1092  sind  nur  die  fol- 
genden Ordnungszahlen  einfacher  Gruppen  (und  zwar  nur  von  je 
einer  1*^:  60,  168,  360,  504,  660,  1092. 

Andererseits  ergeben  sich  Typen  von  Ordnungszahlen  einfEu^her 
Gruppen  aus  der  Untersuchung  der  Zusammensetzung  der  in  den 
Nrn.  10 — 12  besprochenen  Gruppen  ^^). 

—  Verallgemeinenixig  auf  Teiler  der  Ordnung  p',  a<x,  bei  G,  Frohenhu^  ib. 
p.  988;  E.  MaOlet,  Par.  th^se  1892,  p.  114;  Par.  C.  B.  118,  1894,  p.  1187;  Tool. 
Ann.  9,  1895,  p.  D7.;  auf  Teiler  der  Ordnung  p"^,  G.  A.  Miüer,  N.  Y.  Bull. 
(2)  4,  1898,  p.  826. 

120)  L.  Sylow,  Math.  Ann.  6,  1872,  p.  689. 

121)  ib. 

122)  G.  Frobenius,  Berl.  Ber.  1898,  p.  887. 

128)  Für  /3  «=  1  der  Satz  bei  G.  Frobenius,  Berl.  Ber.  189S,  p.  840,  Beweis 
Berl.  Ber.  1896,  p.  186  (eine  Verallgemeinerung  p.  192);  für  /3«m  ib.  p.  190; 
für  |}»4,  q>p  ib.  1898,  p.  844;  allgemein  W,  Bumaide,  theory  p.  846. 

124)  W.  Bumaide,  theory  p.  848. 

124  a)  E,  MaiUet,  Quart  J.  29,  1897,  p.  268. 

125)  TT.  Bumside,  Lond.  Math.  Proc.  26,  1895,  p.  211;  p.  207  auch  noch 
einige  andere  Formep;  G.  Frobenius,  Berl.  Ber.  1895,  p.  885,  p.  1041  (als  Ver- 
muthung  ib.  1898,  p.  838). 

126)  W.  Bumside,  Lond.  Math.  Proc.  26,  1895,  p.  832.  —  Man  kennt  bis 
jetzt  keine  einfache  Gruppe  ungerader  Ordnung  (W,  Bitmside,  theory  p.  879). 

127)  Bis  ^=  60  j&.  Gcihis,  oeuvr.  p.  26  (revue  encyclopödique,  sept.  1832), 
ohne  Bew.;  bis  200  0.  Holder,  Math.  Ann.  40,  1892  [91],  p.  56;  bis  600,  bezw. 
660  F.  N.  Cole,  Amer.  J.  14,  1892,  p.  388  und  16,  1893,  p.  302  (über  N=-4^2 
vgl.  auch  G.  Frobenius,  Berl.  Ber.  1893,  p.  344);  bis  .^'>==1092  TT.  Bumside, 
Lond.  Math.  Proc.  26,  1896,  p.  333.  —  Die  Gruppen  JV»  60  und  N'^  360  sind  die 
alternierenden  Gruppen  für  n  »  5, 6;  die  Grappen  N^^  60, 168, 660, 1092  die  der 
Modulargleichungen  (Nr.  11)  fürn  =  6, 7, 11, 13;  nur  die  Einfachheit  einer  Gruppe 
^s=604  war  neues  Ergebnis  dieser  Untersuchungen.  Die  Gruppe  selbst  gehört 
zu  einem  von  E.  Maihieu,  J.  de  math.  (2)  6,  1861,  p.  262  aufgestellten  Typus. 

128)  Vgl.  die  Zusammenstellung  yon  E.  H.  Moore,  Chicago  congress  papers, 
1896  [93],  p.  208;  dann  L,  E.  Dickson,  Quart  J.  29,  1897,  p.  169. 
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23,  Auflösbare  GmppexL  Eine  Gruppe^  deren  Faktoren  der  Zu- 
sammensetzung (Nr.  17)  sämtlich  Primzahlen  sind,  heisst  außösbar^*^). 
Bei  der  Untersuchung  solcher  Gruppen  hat  man  nicht  nach  der  Ord- 
nung, sondern  nach  dem  Grad  geordnet,  mit  Rücksicht  auf  die  An- 
wendung zur  Auflösung  von  Gleichungen  durch  Radikale.  Eine  tran- 
sitive Gruppe,  deren  Grad  zwei  verschiedene  Primzahlen  enthält,  kann 
nur  auflösbar  sein,  wenn  sie  imprimitiv  ist**®).  Eine  transitive  Gruppe, 
deren  Grad  Primzahl  ist,  ist  dann  und  nur  dann  auflösbar,  wenn  sie 
in  der  linearen  Gruppe  für  x  =  1  enthalten  ist***).  Eine  primitive 
Gruppe,  deren  Grad  Primzahlpotenz  jj*  ist,  kann  nur  auflösbar  sein, 
wenn  sie  in  der  linearen  Gruppe  enthalten  ist**^). 

Über  die  Bildung  zusammengesetzter  Gruppen  aus  gegebeneren  einfachen 
vgl.  man  0.  Holder,  Math.  Ann.  46,  1896  [94],  p.  321;  E.  Maulet,  Par.  thöse. 

Aufzählung  aller  Gruppen  bestimmter  Ordnung  geben: 

far  iV=2— 12  Ä.  B.  Kempe,  Lond.  Trans.  1771,  1886,  p.  37;  Ä.  CayUy, 
Amer.  J.  11,  1889,  p.  144  =  coli.  pp.  12,  p.  639. 

^=24  W.  Bumside,  theory  p.  101; 

bis  JV  =  32  G.  Ä.  Miller,  Par.  C.  R.  122,  1896,  p.  370; 

bis  iV=48  G.A.Miller,  Qu.  J.  28,  1896,  p.  282; 

fOr  N^p,p^,pq  E.  Netto,  Subst.-Th.  p.  133; 

fär  N=^p\  p*q,  pqr  F.  N.  Cole  und  J.  W.  Glaver,  Amer.  J.  Math.  16,  1893 
[92],  p.  191 ;  0.  Holder,  Math.  Ann.  43,  1893,  p.  301 ;  B.  Levavasseur^  Par.  C.  R. 
120,  1896,  p.  822; 

far  iV=p*  0.  Holder  a.  a.  0.;  /.  Young,  Amer.  J.  Math.  14,  1893  [92], 
p.  124; 

fÖr  JV=2"  Levavasseur,  Par.  C.  R.  120,  1896,  p.  899; 

für  quadratfreie  Ordnungszahlen  0.  Holder,  Gott.  Nachr.  1896,  p.  211. 

129)  risoluble  bei  C.  Jordan,  J.  de  math.  (2)  12,  1867,  p.  111.  H.  Weher, 
Algebra  1,  p.  698;  2,  p.  27  gebraucht  „metacyklisch^^  in  diesem  Sinne. 

130)  E,  Galois,  oeuvr.  p.  11  (Bull.  F^r.  13,  1830);  p.  27  (rev.  encycl.  1832); 
Bew.  skizziert  p.  61  (J.  de  math.  11,  1846  [31];  ausgeführt  von  E.  Betti,  Ann, 
mat.  fis.  8,  1862,  p.  71.  107,  u.  C.  Jordan,  J.  öc.  poljt.  cah.  38,  1861,  p.  190.  Vgl. 
den  entsprechenden  Satz  über  Gleichungen  bei  N.  H.  Abel,  oeuvr.  2,  p.  222  (a. 
d.  J.  1828,  publ.  1839),  p.  262  (a.  d.  J.  1826). 

181)  E.  Galois,  oeuvr.  p.  11  (Bull.  F^r.  13,  1830)^  p.  23  (ib.);  Bew.  p.  46  (J.  de 
math.  11,  1846  [31]).  Der  Satz  von  N,  H.  Abel,  oeuvr.'  2,  p.  222.  233  [a.  d.  J.  1828, 
pnbl.  1839];  vgl.  auch  p.  266.  260.  262.  266.  270.  279)  sagt  fOr  die  Gruppen  aus: 
eine  Gruppe  von  Primzahlgrad  ist  nur  auflösbar,  wenn  ihre  Klasse  ^p  — 1  ist. 
Ableitung  des  G^loisschen  Kriteriums  aus  dem  Abelschen  bei  E.  Betti,  Ann. 
mai  fis.  2,  1861,  p.  9. 

182)  E.  Galois,  oeuvr.  p.  27  (revue  encyclop.  1832);  Bew.  fär  x  =  2  p.  68 
(J.  de  math.  11,  1846  [31])  (vorher  p.  11.  22  unrichtige  Angaben).  C.  Jordan  hat 
das  Problem,  alle  auflösbaren  Gruppen  des  Grades  jp*  zu  finden,  die  nicht  in 
noch  umfassenderen  solchen  Gruppen  enthalten  sind,  auf  die  Lösung  desselben 
Problems  far  kleinere  Gradzahlen  zurilckgefOhrt,  Pai\  C.  R.  64,  1867,  p.  269.  686. 
1179;  72,  1871,  p.  283;  J.  de  math.  (2)  12,  1867,  p.  106.  109;  trait^  p.  888—662 

X&oyUop.  d.  nath.  Wiuemoh.    I.  16 
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24.  Grappendeterminante.    Ordnet  man  jeder  Operation  B  einer 
Gruppe  eine  Variable  x^^  zu  und  bildet  die  Determinante: 

80  heisst  sie  die  Determinante  der  Gruppe"').  Ist  die  Gruppe  eine 
Abelsche;  so  ist  die  Determinante  gleich  einem  Produkt  von  Linear- 
faktoren ^'*),  die  die  Charaktere  zu  Coefficienten  haben"*).  Im  allge- 
meinen zerfallt  sie  in  eine  Reihe  von  Faktoren^  deren  Anzahl  gleich 
ist  der  Anzahl  nicht  gleichberechtigter  Operationen  der  Gruppe"'), 
jeder  zu  einer  Potenz  erhoben,  deren  Exponent  seinem  Grade  f  gleich 
ist"^.  Jedem  solchen  Factor  entspricht  eine  „primitive"  Darstellung 
der  Gruppe  durch  lineare  homogene  Substitutionen  zwischen  f  Va- 
riabein ^*®). 


Ausgefährte  Aufzählung  fOr  x  =  2  J.  de  math.  (2)  13,  1868,  p.  111;  andererseits 
auch  implicite  bei  J.  Gierster,  Math.  Ann.  18,  1881,  p.  319.  Vgl.  auch  E.  Betti, 
Par.  C.  R.  48,  1869,  p.  182. 

133)  JR.  Bedekind  bei  G,  Frohenius,  Berl.  Ber.  1896,  p.  986.  1843. 

134)  TT.  Bumside,  Mess.  (2)  23,  1894  [93],  p.  112;  specielle  Fälle  sind  schon 
länger  bekannt,  vgl.  die  Citate  bei  G.  Frobenius  a.  a.  0.  p.  1008,  sowie  IA2, 
Nr.  26. 

135)  G.  Frobenius  a.  a.  0.  p.  1363. 

136)  ib.  p.  1368. 

137)  ib.  p.  1375. 

138)  ib.  1897,  p.  994.  —  Vgl.  Abschnitt  I  B  3  f . 
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1.  DeflnitionexL     Ein  Ausdruck  yon  der  Form 

f(js)  =  Oo£^  +  ai£r»«-i  -] ^-  a^-ie  +  o„, 

in  welchem  die  a  Eonstanten  und  z  eine  Veränderliche  bedeuten, 
heisst  eine  ganze  Funktion  (gz.  F.)  der  Variablen  z  vom  Grade  n;  die 
^o;  ^; "  *  ^  heissen  ihre  Koeffizienten  (Eoe£f.).  Der  Ausdruck  Funktion 
rührt  in  diesem  und  in  allgemeinerem  Sinne  von  G,  W.  Leibniz  her^); 
die  symbolische  Bezeichnung  f(z)  hat  nach  R.BaUzei^B  Angabe*)  zuerst 
Ä.  Cl.  Clairaut  angewendet.  Der  Quotient  zweier  ganzer  Funktionen 
heisst  eine  gebrochene  Funktion  (gbr.  F.);  gz.  und  gbr.  F.  werden  als 
rationale  Funktionen  (rat.  F.)  zusammengefasst').  Haben  die  Eoeff.  a 
keinen  gemeinsamen  Teiler,  dann  heisst  f  eine  primitive  F.^).  Das 
Produkt  zweier  primitiver  F.  ist  eine  ebensolche  F.*).  Setzt  man 
yrf{x:y)  an,  so  wird  dies  homogen  und  heisst  eine  binäre  Form 
n^  Grades  (vgl.  Nr.  24). 

2,  KonBtantenzfiMung.    InterpolationBpToblem.    Fartialbrüohe. 

f{z)  enthält  (n  +  1)  Eonstanten  und  ist  daher  bestimmt,  wenn  man 

1)  Acta  Eruditorum  Lips.  1694,  p.  806.    Ganz  modern  definiert  schon  Jdh. 
BemouUi  L   (Paris  M^m.  1718,   p.  100  »  Oeuvres  [Laus,  et  Oenäve  1742]  2, 
p.  241) :  „On  appelle  ici  fonction  d'une  grandeur  variable  une  quantit^  compos^ 
de  quelque  maniäre  que  ce  soit  de  cette  grandeur  variable  et  de  constantes.**^ 
Leibnis  schloss  sich  dem  an;  Commerc.  epist.  I,  p.  386. 

2)  Elemente  d.  Math.  1,  Leipzig  1872,  p.  214  [7.  Aufl.  1885,  p.  236]. 

3)  L.  Euler,  Introductio  in  anal,  infin.  Lausannae  1748.  Lib.  L  Cap.  I.  §  1—9. 

4)  Eingeführt  von  C.  F.  Gauss,  Disq.  arithm.  §  226.  —  H.  Weher,  A^bra^ 
1 ,  §  2.  —  L.  Kronecker,  Grundzüge  einer  arithm.  Theorie  der  algebr.  Grössen, 
J.  f.  Math.  92  (1882),  p.  49. 

5)  Vgl.  Nr.  9;  {Gauss^  Satz). 
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den  Werten  z^yZ^j ,,,  Zn  des  Argumentes  z  (w  +  1)  Werte  Uq,  f^,.,,Un 
der  F.  zuordnet.  Die  Bestimmung  kann  durch  die  Lösung  eines 
Systems  linearer  Gleichungen  (Gl.)  mit  der  Determinante  {zx^l  bei 
(xy  A  ==  0^  1^ . . .  n)  geschehen  und  ist;  da  fQr  verschiedene  Zx  die 
Determinante  =f=  ^  wird^  stets  eindeutig  möglich. 

Dieses  InterpolaMonsproblem  findet  seine  Erledigung  durch  mancherlei 
Interpolationsformeln.  Eine  solche  stammt  von  J.  Newton  her*);  sie 
hat  die  Gestalt 

Eine  andere  Formel^  die  sich  aus  dieser  leicht  ableiten  lässt  (wie  auch 
umgekehrt),  hat  J,  L,  Lagrange  gegeben'').     Setzen  wir 

g{z)  =  {z  —  z^{z  —  z^  . . .  {z  —  z^ 

und  bezeichnen  mit  g  {z)  die  Ableitung  (vgl.  Nr.  6)  von  g{z)y  so  ist 

wobei  die  Bedeutung  jedes  einzelnen  Gliedes  klar  ist.  Aus  ihr  folgen, 
wenn  man  ui  =  ({ej)  setzt,  die  jB^t^er'schen  Formeln^ 

0     (x  <  n) 


4^  9\h) 


^    _^,      ,i     (,  =  „)        (^  =  0,1,...«), 

aus  denen  man  umgekehrt  die  Lagra/nge^%(AiQ  Formel  herleiten  kann. 
In  beiden  müssen  die  Zx  ihrer  Bedeutung  nach  von  einander  ver- 
schieden sein.  Jacohi  gab  Ausdehnungen  für  den  Fall  gleicher  Werte 
zx.^)  Über  den  Fall  x>n  vgl.  F.  Brioschi,  J.  f.  Math.  50  (1855),  p.  239. 
Die  Formeln  reichen  zur  Zerlegung  einer  gebr.  F.  in  Partial' 
hrüche  aus,  d.  h.  in  Brüche,  deren  Nenner  nur  für  je  einen  einzigen 
Wert  von  z  verschwinden,  und  deren  Zahler  zugleich  konstant  sind^. 
Vgl.  Nr.  6,  sowie  den  Schluss  von  Nr.  14. 

6)  Princip.  Phil.  Nat.  ed.  Amstelod.  1723,  Lib.  lU,  lemma  8;  p.  446.  Vgl. 
auch  J.  Fr.  Encke,  Berl.  Astr.  Jahrb.  fär  1880,  p.  266  (1828). 

7)  J.  fic.  polyt.  cah.  8  (1812),  p.  277  =•  Oeuvres  7,  p.  285. 

8)  Instit.  Calc.  Integr.  Petrop.  1768—1770,  2,  §  1169. 

9)  Diss.  Berol.  1826  =  Werke  3,  p.  1.  —  Auch  Ch.  Hermüe  hat  (J.  f.  Math. 
84  [1878],  p.  70)  eine  Erweiterung  in  analytischer  Behandlung  geliefert,  nämlich 
die,  eine  Funktion  F(x)  des  Grades  (n  —  1)  herzustellen,  welcher  n  Werte 

F^^'Hz^      für     Z=l,  2,  ...,?;     x=«l,  2,  ...ifc;i       C^*2="**) 
TOigeschrieben  sind,  wenn  dabei  F^''\z)  die  x**  Ableitung  von  F(z)  bedeutet. 

10)  Diese  Art  der  Zerlegung  stammt  von  Leibniz,  Acta  Erud.  Lips.  1702, 
p.  210;  1703,  p.  19  =  Op.  3,  p.  66,  66.    Weiter  siehe  Efder,  Introd.  Cap.  2.  u.  12; 
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A.  L.  Cmmifß  lieferte  eine  Erweüenmg  der  Interpolationsformel 
aaf  gebr.  F.^  ^  <>^uie  einen  Bewds  für  sie  n  geben;  K.  G.  J.  Jacdbi 
fth  üut^'  wad  diskutierte  eingehend  Terschiedene  Darstellungsformen 
fir  ZiUer  imd  Nenner.  Ertmetker  leigte,  dass  die  Cmic^sche  Auf- 
gabe üdts  stets  lösbar  sd,  und  stdlte  die  Bedingungen  fest,  unter 
äfr  CS  üs^L  An  die  CaMcfty^scbe  Fcurmel  lassen  sich,  ähnlich  wie 
£e  l4Spr«Bfr  sehe  andere  Tom  Charakter  der  obigen  .^Mler^schen 


L.  Südadbewger  rerallgemeinert  die  Interpolationsaufgabe  in  der 
Weise,  das«  er  die  Beste  ^li/)  Torschreibt,  welche  f{s)  bei  der  Divi- 
se« dsFch  gegebene  Funktionen  ki{i)  haben  soll'^ 

S.  lalwipulatifins  uwl  AnngJukihimga-'Kiirrhunng,  Die  charakte- 
ristbche  Au%sbe  för  Interpoladonsfonneln  liegt  darin,  an  die  Stelle 
einer  F.,  deren  analytischer  Ausdruck  unbekannt  oder  unbequem  ist^ 
eine  bekannte  oder  bequemere  aus  gegebenen  numerischen  Werten  ge- 
InUete  m  setzen,  die  sich  innerhalb  gewisser  Gremoi  statt  jener  zu 
niODerisehen  Zwecken  benutam  lasst'^^iL  Das  ein&diste  und  zugleich 
wichtigste  Problem  tritt  auf,  wenn  die  Si  aquidifferent  sind,  s^  —  ^0  =  ^; 
j^  —  j;  =  A,  •  •  • .  Setzt  man,  wie  in  der  DifefrmxmndmMmg  (ygl. 
Xr.  -!•  als  Sjmbole  (ftr  DiSerenien  erster  und  h^ierer  Ordnungen 

-ifaw  =  M»-^i — »»;  ^ii»=^ii«-ui — ^^^  J^m^^^^m^^i — ^ii^;.-. 
dam  hderi  die  Xetrimsthe  Formel  ans  Nr.  3  in  der  Gestalt 


!]■«.  .sft«:  dr£  1.  Cap.  IS  —  A;&sli&krlkbe  linwatoraagabea  liefert  A.  L,  Crdk, 
J  t  lUsk.  »  1SS5  p.  äSI;  10  ,1SSS\  IV  42.  Fener  «^  /«cufc  /Abidl  9)  und 
W^fse  ^i  XaccLlüi  |v  dS&.  |  S.  —  JmeM  deaa^  diif  Zeriegong  aoch  auf 
I  Ast.  cidi  Jkli  «üe  Xe&ner  der  eiaiexaea  Psftrtzalbr&cbe  die  Ptodnkte 

11    CiiLTj  vT-UL^yie«  Pftris  l>:il.  Note  V. 

25  JliLKiLÄ-  :>4e.p  liT=-W«k*S.|<L4:*.  V${.Acc&Xr.lC.F.J2ognAaiii. 
U    3«L  Bisr   1^>1  ;:ia£,  p  3sJ.\  Sw   f  Tl    V5I  Asci  AVä»,  Maüi.  Anü  4* 
ijocr.  7   4i4 

14  AfOtf-  Zstxtz.  ^Usk.  Ftx^  41    l$*f .  p.  lOT 

15  Yfcsir    JLü  *:■    l?«^^.  p.  40«K 

If    i.  F.  LmmLs.   Trkttii  d^   diSfreaoM  <rt  des  «««»:   Pakzis   ISOO.  — 

/   Sbrim^.  Tr^fttissf    d^   fs=rsL&2kee   e<    iftV^r^^^A^'oe  «sienm  iafinitaram« 

IjobL  im  ^  i^TiHac  icöjii  Lcttd  Tr;uu^  1T1>  —  Lt»w*Mmfe^  Lf\%3as  cleateataüi^g 

T  is;.  .   lüBTr*»  I  —  JL  M^rixff,  I>:fes«sHsr^-^:=3^  S«.  FVcenk  15^1  '^deutsch 

VA  n^  F'^mmmirf  lac   F  Primm.    Leqpic^  15^.   Teil  I^    w   aufUirlicbe 
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die  Losnng  des  Problems  durch  Angabe  einer  interpolierenden  Funk- 
tion n*®°  Grades^'').  J,  F,  Encke^^  bearbeitete  eine  von  J.  Sürling^^) 
gegebene  Methode^  von  der  Mitte  der  gegebenen  Werte  aus  zu  inter- 
polieren; diese  ist  deshalb  von  Wichtigkeit,  weil  der  Fehler  der  Inter- 
polation am  kleinsten  wird,  wenn  man  das  js  des  gesuchten  u  möglichst 
nahe  an  die  Mitte  der  gegebenen  Werte  legt.     Man  vgl.  I  D  3. 

Auf  Interpolation  durch  periodische  Reihen  und  durch  Exponen- 
tialfunktionen sei  hingewiesen^).    Die  Interpolation  des  Integrals  einer 
F.    aus   einzelnen  Werten   derselben   heisst   y^mechanische    Quadratu/r*^ 
und  gehört  in  den  Bereich  der  Integralrechnung^^).   [U  A  2  Nr.  50  u.  f.] 
Mit  der  Interpolationsrechnung   steht  die  Ätisgleichungsrechnung 
insofern  in  Zusammenhang,  als  bei  ihr  zur  Bestimmung  einer  Funk- 
tion n*®"  Grades  f  mehr  als  (n  -f-  1)  Werte  m«  gegeben  sind;  dabei 
liandelt  es  sich  dann  um  Herstellung  einer  Funktion  f,  welche  sich 
den  gegebenen  Werten  ,,möglichst  gut"  anschmiegt.    Siehe  I  D  2,  wo 
oauch  darzulegen  sein  wird,  in  welcher  Art  diese  unbestimmt  gehaltene 
Forderung  bei  willkürlichen  Ua  zu  präzisieren  ist. 

4,   Differenzenreohnung.     Die    Differenzenrechnung    untersucht 
den  Zusammenhang  zweier  F.  F{x)  und  f{x)^  die  in  der  Beziehung 

stehen 

f{x)  =  JF(x)  =  F{x  +  Ä)  -  F{x), 

"^¥obei  h  eine  gegeben^  Zahl  bedeutet;  und  deshalb  gehört,  soweit  F 
oder  f  ganze  F.  sind,  ein  Hinweis  an  diese  Stelle  ^^).  Für  eine  will- 
Ifürliche  Reihe  von  Grössen  Uq,  Uj,  ii^,  . . .  gelten  die  EinfQhrungen 
««^u,  ^^u,  ^'u, . . .  der  vorigen  Nummer.    Man  kann  symbolisch  setzen 

^Ua  =  (W  —  l)<-)t*(«);      Un+a  =  (1  +  ^)^*>Wa  , 

"wobei  nach  Unterdrückung  der  Exponentenklammem  und  Ausfährung 
^es  Potenzierens  Un  statt  u*  zu  setzen  und  J'^Ua  als  x^  Differenz 
aufzufassen  ist. 

Die  m^  Differenz  /P^F  einer  gz.  F.  des  Grades  n(^fn)  ist  eine 


17)  Brief  an  H,  Oldenburg,  Okt.  24.  1676;  auf  mehrere  Variable  ausgedehnt 
"von  Lacroix,  1.  c.  §  S94;  umgeformt  von  P.  S.  Laplckce,  Theorie  anal,  des  probab. 
Paris  1812  =  Oeuvres  8,  p.  13. 

18)  Berl.  astron.  Jahrb.  für  1837  (1835),  p.  261. 

19)  I.  c.  Anm.  16,  Propos.  20. 

20)  Gauss,  Werke  3,  p.  279  ff.;  F.  W.  Bessel,  Abhandl.  2,  p.  864,  393; 
JEncke,  Berl.  astron.  Jahrb.  för  1860  (1857),  Abb.  I.  —  M.B.de  Prony,  J.  Jßc.  Polyt. 
cah.  2  (1795,  an  IV.),  p.  24. 

21)  Markoff,  1.  c.  Anm.  16,  Kap.  V. 

22)  J,  Fr.  W,  Henchel,  Collect,  of  ezampl.  of  the  applic.  of  the  calcul.  of 
finite  differences.   Cambr.  1820. 
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gz.  F.  des  Grades  (w  —  m).  Ist  f(x)  eine  gz.  F.  von  x  des  Grades  n, 
so  ist  F(x)  eine  solche  des  Grades  (n  +  1). 

Eine  allgemeine  Differenzengleichung  ist  von  der  Form 

0(x,  f(x\  Jf(x),  J^f{x\  . . .  J^f{x))  =  0, 

in  der  0  eine  gegebene  und  f{x)  die  unbekannte  F.  bedeutet;  man 
kann  ihr  die  Form  geben,  in  welcher  h  bekannt  ist: 

W{x,  fix),  fix  +  Ä), . . .  fix  +  mh))  =  0 . 

Das  Problem,  f{x)  zu  finden,  findet  seine  Besprechung  in  IE.**) 

6.  Wurzelii  und  ihre  Multiplizit&t.   Nullstellen.     Die  Differenz 

f(jsi)  —  f{z^)  ist  durch  {0  —  jer^)  teilbar,  und  der  Quotient  /i(jer)  wird 
dabei  eine  gz.  F.  (n  —  1)**^  Grades,  deren  höchster  Eoeff.  wieder  a^ 
ist  Falls  also  f(£f^)  =  0  wird,  hat  man  f{z)  =  {z  —  0^  /i  {z).  Wird 
ebenso  fQr  einen  Wert  z^  wieder  fi{z^  =  0,  so  folgt  ebenso 
f{z)  =:{z  —  z^  (z  —  ^^fi{^)}  wo  f%  voni  Grade  (n  —  2)  ist,  u.  s.  f. 
So  kommt  man  möglicherweise  zu  einer  Zerlegung  in  n  Linearfactoren 

f{z)  =  a^{z  -  Z;){Z  —  Z^)'"(Z  —  Zn). 

Einen  Wert  z^,  der  f(z^)  =  0  macht,  nennt  man  eine  Wurzd  (W.) 
der  Gl.  f(z)^=0,  häufig  auch  eine  NuUstelle  von  f(z).  Mehr  als  n  W. 
kann  eine  Gl.  n**^  Grades  nicht  haben,  ohne  dass  ihr  Polynom  iden- 
tisch verschwindet.  Dies  war  schon  Newton  bekannt**).  Ob  eine 
Zerlegung  in  n  Linearfaktoren  stets  möglich  istf  steht  noch  dahin  (vgl 
Nr.  7).  Aus  dem  Satze  über  die  Mazimalanzahl  der  W.  folgt,  dass 
zwei  gz.  F.  n^°  Grades  gleiche  Eoeff.  haben,  wenn  ihre  numerischen 
Werte  för  (n  -(-  1)  Argumente  übereinstinmien. 

Findet  obige  Zerlegung  statt,  so  können  mehrere  zx  gleich  werden. 
Ist  f(z)  durch  {z  —  z^^  aber  durch  keine  höhere  Potenz  von  {z  —  z^ 
teilbar,  dann  heisst  z^  eine  ii^-fdche  W.  oder  eine  W.  von  der  MuUi- 
plizität  fij.  Ordnet  man  nach  den  von  einander  verschiedenen  Wurzeln, 
so  kann  man  mit  Hervorhebung  der  Multiplizitat  schreiben 

f{^)  =  öö(^ — ^lY' (^ — ^%y^ '"  {(h  +  ih-^ — = »)• 

Hat  bei   einer   Partialbruch-Zerlegung  der   Nenner   die    ft- fache 
W.  Zj^,  so  treten  ft  Brüche  auf,  deren  Nenner  für  z  =  z^  Null  ist, 


z. 


1 


23)  Vgl.  LcLplace,  Anm.  17.  —  Lagrange,  Recherches  sur  las  suites  r^nrrentes. 
Berlin,  M^m.  1775  =  Oeuvres  4,  p.  149.  —  Lacroix,  Anm.  16.  —  0.  SMömüd^ 
Theorie  d.  Differenzen  u.  der  Summen.  Halle  1848.  —  G.  Book,  A  treatise  00 
the  calculus  of  finite  differences.  Lond.  1872;  1880.  —  Markoff,  Anm.  16.  (Teil  IL) 

24)  Arithm.  univers.  ed.  s'Gravesande;  Lugd.  1732,  p.  181. 
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Sind  alle  KoeflF.  ax  von  f(z)  reell,  und  ist  ein  ^x^^xx-^-  iffi  komplex, 
so  folgt  aus  f{xx  +  iyx)  =  0  auch  f(xx  —  iyx)  =  0.**)  Daher  gehört 
zu  jeder  ft;i- fachen  W.  (xx  +  iyx)  von  f=0  eine  /ia- fache  W. 
{xx  —  iyx)'^  zu  jedem  Faktor  (z  —  xx  —  iyxY^  von  f(0)  der  konjugiert 
komplexe  (je?  —  Xx  +  iyxf^-  —  Jede  gz.  F.  einer  W.  z^  kann  so  um- 
geformt 'Werden,  dass  sie  höchstens  bis  zum  Grade  (n  —  1)  aufsteigt. 

6.  Ableitung  und  Stetigkeit.  Entwickelt  man  f{0  4~  ^)  ^^^^ 
Potenzen  von  h  und  schreibt 

f{z + Ä)  ==  f{z)  +  hf'iz) + ^  f"{z)  +  •  •  •  +  ^  r^K^) , 

dann  heisst  f^^^  (d)  die  k^  Ahldtung  von  f{z)  (vgl.  11  A  2).     Die  fi** 
Ableitung  der  i;*®**  Ableitung  ist  die  (fi  +  v)***  Ableitung. 

Aus  dieser  Darstellung  fliesst  der  Satz,  dass  f{z)  eine  stetige  F. 
(11  A  1,  Nr.  9)  von  z  ist,  d.  h.  dass  \f{z  +  ä)  —  f{p)\  Diit  |Ä|  zur 
Uull  konvergiert.  Dabei  bedeutet  nach  C,  Weierstrass  \a\  den  ab- 
soluten Betrag  oder  den  Modul  von  a.  Sowohl  bei  reellen  wie  bei 
Isomplexen  Werten  von  h  entscheidet  das  Verhalten  von  f'{z)  über 
den  Sinn  der  Änderung  von  f{z),^) 

Bei  einer  Anzahl  algebraischer  Beweise  wird  folgende  Stetigkeits- 
^genschaft   benutzt:    Setzt    man    z  =  x  '\-  yi,  f{z)  =  u  -{■  ri,   dann 

lasst  sich  stets,  wenn    \f{z)\  =  ]/m^  -{•  v^   von  Null  verschieden  ist, 
^in  Paar  hinlänglich  kleiner  reeller  Werte  A,  k  so  bestimmen,  dass 

\f(x  +  h  +  iy  +  ik)\<\f{x  +  iy)\ 
ird"). 


7.  Fondamentaltheorem  der  Algebra,  Handelt  es  sich  um  die 
XTn^e,  ob  die  allgemeine  Gl.  f{z)  =  0  W.  besitzt,  so  reicht  es  aus, 
<3ie  Koe£f.  reell  anzunehmen;  denn  bei  komplexen  Eoeff.  braucht  man 
»ur  f{z)  mit  der  konjugiert  komplexen  F.  f^{z)  zu  multiplizieren  und 
die  Gl.  mit  reellen  KoeflF.  f(z)fi{z)=^0  zu  betrachten. 

unter  der  Annahme  reeller  EoefiT.  folgt  aus  Stetigkeitsbetrach- 
'taingen  (11 A  1,  Nr.  9),  dass  jede  Gl.  ungeraden  Grades  stets  eine 
^reelle  W.  besitzt;  ebenso,  dass  jede  Gl.  geraden  Grades,  in  welcher 
clas  Produkt  c^an  negativ  ist,  eine  positive  und  eine  negative  reelle 
^.  hat»). 

Besitzt  jede  GL  eine  W.,  dann  folgt  aus  Nr.  3,  dass  eine  jede 

25)  Euler,  Introductio  etc.   Cap.  2. 

26)  Siehe  z.  B.  Serret -Weriheim,  Algebra,  2.  Aufl.    1,  §  51—62. 

27)  Ä.  M.  Legendre,  Theorie  des  nombres,  2.  ^d.  Paris  1808,  p.  149. 

28)  Euler,  Introduct.  Cap.  2 ;  ebenda  finden  sich  weitere  elementare  Eigen- 
schaften von  Funktionen  zusammengestellt. 
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Gl.  M*®°  Grades  genau  n  W.,  reelle  oder  gewöhnliche  komplexe  Zahlen 
habe,  wenn  jede  W.  so  oft  gezahlt  wird,  als  ihre  Multiplizitat  angiebt. 
Der  Satz,  dass  dies  wirklieh  der  Fall  ist,  heisst  nach  Gauss  das  (üge- 
braische  FundamentaUheorem. 

Die  Existenz  einer  W.  fQr  jede  algebraische  61.  schlössen  die 
Mathematiker  des  vorigen  Jahrhunderts  zunächst  aus  der  Betrachtung 
besonderer  GL,  z.  B.  der  binomischen,  femer  derjenigen  von  ungeradem 
Grade  und  derjenigen  von  geradem  Grade  mit  sgn  (aoa«)  =  —  1. 
Der  Nachweis  im  allgemeinen  Falle  kostete  grosse  Mühe;  J.d'Älembert^ 
Etder,  David  de  Foncenex,  Lagrange  versuchten  vergeblich  ihn  zu 
liefern.  Der  erste,  strengeren  Anforderungen  genügende  Beweis  des 
Fundamentaltheorems  wurde  im  Jahre  1797  von  C.  F.  GatLSS  gefunden 
und  1799  in  seiner  Dissertation^*)  unter  Vermeidung  der  Benutzung 
komplexer  Grössen  veröffentlicht.  Ebenda  (Werke  3,  p.  7 — 20)  be- 
findet sich  eine  eingehende  Besprechung  der  früheren  ernsthaften  Ver- 
suche einer  Begründung  des  Fundamentaltheorems.  Gauss  hat  in  der 
Folge  noch  drei  andere  Beweise  des  Satzes  gegeben^).  Jetzt  liegen  so 
viele  Beweise  vor,  dass  eine  Aufzahlung  nicht  möglich  ist;  wir  müssen 
uns  darauf  beschränken,  die  gelieferten  zu  gruppieren  und  die  Gruppen 
ZU  charakterisieren.  Dabei  sehen  wir  von  solchen  Beweisen  ab,  welche 
sich  auf  Lehren  der  Integralrechnung  oder  der  Funktionentheorie 
stützen*^). 

Hat  f{z)  =  0  nicht  zufällig  eine  rationale  W.  (vgl.  Nr.  10,  Newton\ 
dann  ist  es  nicht  möglich,  eine  W.  der  Gl.  durch  eine  endliche  An- 
zahl von  rationalen  Operationen  darzustellen;  ebensowenig  gelingt  es, 
die  Existenz  der  W.  ohne  Benutzung  von  Stetigkeitsbetrachtungen 
(analytischer  oder  geometrischer  Natur)  oder  von  unendlich  fori^esetzten 
Operationen  nachzuweisen. 

Die  eine  Gruppe  von  Beweisen  wendet  derartige  Hülfsmittel  an. 
Bei  ihrer  Beurteilung  ist  der  Standpunkt,  den  man  gegenüber  der 
Auffassung  der  geometrischen  Stetigkeit  und  des  Irrationalen  einnimmt, 
von  entscheidender  Bedeutung.    Solange  ohne  Bedenken  jeder  Strecke 

29)  Helmstädt  1799  =»  Werke  3,  p.  1:  ^^Demonstratio  nova  theorematis 
omnem  functionem  algebraicam  rationalem  integram  unius  variabilis  in  factores 
reales  primi  vel  secundi  ordinis  resolvi  posse.*'  Über  die  früheren  Beweisver- 
suche  vgl.  G,  Loria,  Riv.  di  mat.  1  (1891),  p.  185,  Bibl.  math.  (2)  5  (1891)  p.  99. 

30)  Comment.  Götting.  3,  1816;  (1816,  7.  Dez.  und  1816,  80.  Jan.).  — 
Götting.  Abb.  4,  1850.  Der  vierte  Beweis  kann  als  eine  Neuredaktion  des  ersten 
unter  Benutzung  der  komplexen  Grössen  angesehen  werden;  er  weist  zugleich 
die  Existenz  aller  n  W.  der  Gl.  gleichzeitig  nach. 

31)  Hierher  gehört  der  dritte  G^OM^'sche  Beweis,  einer  der  Cduc/iy*schen 
Beweise  u.  s.  f. 
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eine  entsprechende  Zahl  zugeordnet  wurde  (vgl.  I  A  3,  Nr.  4),  galten 
die  geometrischen  Beweise  als  bindend.  Mit  der  Erkenntnis,  dass 
solche  Zuordnung  ein  geometrisches  Axiom  involviere,  änderte  sich 
diese  Meinung.  —  Ebenso  steht  es  bei  den  Beweisen,  die  sich  auf  eine 
explizit-ausführbare  Annäherung  an  den  „Wurzelwert^^  stützen,  gegen- 
über der  Auffassung  des  Irrationalen.  Einen  extremen  Standpunkt 
nahm  in  dieser  Hinsicht  Kronecker  (J.  f.  Math.  101  [1887],  p.  337) 
ein,  der  die  „sogenannte  Existenz  der  reellen  irrationalen  Wurzeln  alge- 
braischer Gleichungen  einzig  und  allein  in  der  Existenz  von  Inter- 
vallen sieht^^,  die  beliebig  geringe  Ausdehnung  haben,  an  deren  An- 
fangs- und  End-Punkt  f[z)  entgegengesetzte  Vorzeichen  besitzt,  und 
innerhalb  deren  \f{z)\  gewisse  obere  Grenzen  nicht  überschreitet.  — 
Entsprechend  definiert  F,  Hertens,  Monatsh.  f.  Math.  3  (1892),  p.  293: 
die  W.-Existenz  beweisen,  heisse,  eine  Methode  zur  Bestimmung  eines 
rationalen  komplexen  Wertes  für  z  geben,  durch  den  beide  „Koordi- 
naten" der  F.  f{z)  von  gewünschter  Kleinheit  würden.  —  D.  Hubert 
dagegen  nennt  diese  Definition  geradezu  inkorrekt,  Fortschr.  d.  Math. 
24  (1895),  p.  87. 

Die  andere  Gruppe  bedient  sich  solcher  Hülfsmittel  nicht  und 
reduziert  daher  das  Problem  nur  so  weit,  als  es  bei  dieser  Einschrän- 
kung geschehen  kann:  es  wird  gezeigt,  dass  jede  GL  dann  eine  W. 
besitzt,  wenn  dies  für  jede  61.  ungeraden  Grades  der  Fall  isi  So 
wird  der  arithmetische  Teil  scharf  vom  „transcendenten"  getrennt,  wie 
Gardan  sich  treflfend  ausdrückt**). 

Die  Beweise  der  ersten  Gruppe  können  in  solche  unterschieden 
werden,  welche  geometrische  Stetigkeit  benutzen  und  in  solche,  welche 
ein  Verfahren  angeben,  durch  das  man  sich  einem  W.-Werte  asympto- 
tisch nähert. 

Zu  den  charakteristischen  geometrischen  Beweisen  zahlen  vor 
allem  der  erste  bezw.  der  vierte  Gauss'sche,  Ihr  Prinzip  beruht  darauf, 
f{x  +  iy)  =  u  -{-  iv  zu  setzen,  (x,  y)  als  Punkt  der  komplexen 
(G^ottös'schen)  Ebene  zu  deuten  und  dann  zu  zeigen,  dass  die  Kurven 
u{Xy  y)  =  0,  v{x,  y)  =  0  Schnittpunkte  haben.     Dies  folgt  aus  ihrer 

fär  grosse  Moduln  ]/ic*  +  y^  leicht  zu  überblickenden  Konfiguration^). 
Andere  Beweise  stützen  sich  auf  die  Umschlingung  des  Nullpunktes 
durch   die   Kurve  (w,  v)  in  einer  zweiten   imaginären   Ebene,   wenn 


32)  Vorles.  über  Inyarianientheorie  1,  herausgeg.  v.  Kerschensteiner,  Leipzig 
1885,  p.  166. 

33)  Vgl.  dazu  Kronecker,  Berl.  Ber.  1878,  p.  161,  152,  welcher  als  Kern- 
punkt den  Übergang  zu  „reinen*'  oder  „binomischen'*  Gl.  heraushebt. 
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{Xy  y)  in  der  seinigen  eine  passend  gewählte  geschlossene  Kurve 
durchläuft**). 

Der  erste  Beweis  von  Camhy^)^  der  sich  im  wesentlichen  auf 
eine  von  Legendre^  herrührende  Idee  stützt^  benutzt  die  Gestaltung 
der  Fläche  w  =  u^(x,  y)  +  t;*(a:,  y),  wobei  Xy  y,  w  rechtwinklige  Raum- 
koordinaten  bedeuten,  setzt  die  (als  selbstverständliche  Annahme  an- 
greifbare) Existenz  eines  Minimums  für  das  niemals  n^ative  w  voraus 
und  weist  mit  Hülfe  des  Schlusssatzes  in  Nr.  6  nach,  dass  dieses 
Minimum  nicht  von  0  verschieden  sein  kann;  so  wird  für  das  ent- 
sprechende {Xy  y)  gefunden  m  =  0,  v  =  0,  d.  h.  /*=  m  -f-  it;  =  0. 

Der  zweite  Cbu^^^y'sche  Beweis'^)  bringt  ein  eigenartiges  Element 
in  die  Betrachtung^  nämlich  das  Verhalten  des  Quotienten  u :  v  beim 
Umkreisen  eines  W.- Punktes:  „Verfolgt  man  die  WeriÄnderung  des 
Quotienten  u :  t;  beim  Durchlaufen  einer  einfachen  geschlossenen  Kurve 
der  a;y-Ebene,  indem  man  dabei  ihr  Inneres  zur  Linken  lässt,  dann 
geht  der  Quotient  so  oft  vom  Positiven  durch  Null  zum  Negativen, 
als  die  doppelte  Anzahl  der  im  Innern  der  Kurve  liegenden  W.-Stellen 
beträgt.^'  Von  diesem  allgemeinen  Satze  kommt  Cauchy  dann  auf  das 
Fundamentaltheorem  durch  Betrachtung  eines  hinlänglich  grossen 
(Croctö^'schen)  Kreises  an  Stelle  der  geschlossenen  Kurve. 

Die  zweite  Unterabteilung  der  Beweise  erster  Gruppe  giebt 
analytische  Vorschriften  zur  Annäherung  an  einen  Wert  z^,  für  den 
f{z)  verschwindet.  Eine  Reihe  von  Beweisen  der  ersten  Unter- 
abteilung lässt  sich  bei  geänderter  Darstellung  direkt  in  diese  Form 
bringen. 

Der  cCÄlemberfsciie  Beweis**),  der  erste,  welcher  für  das  Funda- 
mentaltheorem versucht  wurde,  gehört  hierher;  er  beruht  auf  der 
analytischen  Umkehrung  der  F.  y  =  f(js).  GausSy  der  ihn  in  einigen 
Punkten  als  unzureichend  nachweist,  giebt  zugleich  an,  wie  er  zu 
voller  Strenge  umgestaltet  werden  könne  *^). 


34)  Vgl.  z.  B.  C.  üllherr,  J.  f.  Math.  31  (1846),  p.  231. 

36)  Exerc.  de  Math.  4,  Paris  1829,  p.  98.  —  Vgl.  Cours  d' Analyse,  Chap.  X. 
Siehe  auch  J.R.  Ärgernd,  Gergonne  Ann.  5  (1816),  p.  201.  Wegen  der  Existenz 
des  Minimums  vgl.  z.  B.  Weber  1,  §  41. 

36)  Theorie  des  nombres,  Paris  1808,  p.  149  ff. 

37)  J.  fic.  polyt.  Cah.  26  (1837),  p.  176.  —  Vgl.  Gh.  Sturm  u.  /.  LiouviUe, 
J.  de  Math.  1  (1836).  p.  278  u.  p.  290.  F.  N.  M.  Moigno,  ibid.  5  (1840),  p.  76. 
Auf  eine  Lücke  in  diesem  Beweise  hat  F.  Budio,  Naturf.-6es.  Zürich  38  (1894) 
aufmerksam  gemacht;  es  wird  nämlich  die  Zerlegbarkeit  der  Ebene  in  Teil- 
gebiete von  bestimmter  Eigenschaft  unbewiesen  angenommen. 

38)  Berlin  Eist,  de  TAcad.  1746,  p.  182. 

39)  1.  c.  Werke  3,  p.  29.  —  Vgl.  Ch.  v.  Staudt,  J.  f.  Math.  29  (1846),  p.  97. 
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In  rein  analytischer  Form  giebt  jR.  LipschiU  einen  Beweis*®),  der 
sich  auf  das  Schlusstheorem  von  Nr.  6  stützt. 

Zwei  in  ihrem  Gedankengange  ähnliche,  aber  in  ihrer  Durch- 
führung   von    einander    völlig    verschiedene    Beweise    sind    die    von 

F.  Mertens^^)  und  von  C,  Weierstrass^^)]  beide  benutzen  die  Newton- 
sehe  Näherungsformel  als  Algorithmus,  vgl.  I  B  3a. 

Unter  den  Beweisen  der  zweiten  Gruppe  ist  zunächst  der  zweite 
Gauss* sehe  Beweis  zu  nennen*^).  Hier  wird  ein  systematisch  wichtiges 
Hülfsmittel  benutzt:  Eine  Reihe  von  Eigenschaften  einer  Gl.  w**°  Grades 
mit  n  W.  g(z)  =  0  lässt  sich  durch  Relationen  ausdrücken,  welche 
selbst  in  den  W.  symmetrisch  und  also  durch  die  Eoeff.  von  g(0) 
rational  darstellbar  sind;  diese  Eoeff.  darf  man  nun  durch  die  ent- 
sprechenden Eoeff.  einer  61.  f(0)  =  0,  über  deren  W.-Existenz  nichts 
bekannt  ist,  ersetzen  und  kann  aus  dem  Bestehen  der  Relationen  auf 
die  jener  Eigenschaften  auch  bei  f  schliessen**).  Eine  Umgestaltung 
des  Beweises  rührt  von  Kronecker  her*^).  Beide  Beweise  zeigen,  wie 
unter  der  Voraussetzung  von  W.  jeder  Gl.  des  Grades  2^  •  v  (v  un- 
gerade) die  Existenz  von  W.  der  Gl.  des  Gr.  2^^+^  •  i/^  (v^  ungerade) 
folgt   Nach  Gordan  (Anm.  32)  heisst  ft  der  „Grad  der  Auflösbarkeit^. 

Auf  andere,  einfachere  Art  führt  Gordan^^)  den  Existenzbeweis, 
indem  er  Resultanteneigenschaften  benutzt  (vgl.  Nr.  18). 

Eine  neue  Darstellung  giebt  E.  Phragmen^'^  dem  Beweise  dadurch, 
dass  er  eine  algebraische  Eongruenz  (vgl.  Nr.  15)  herleitet, 

f{z)  =  F(tOy  r)xf  +  G(w,  r)        mod.  (0*  —  2ws  +  r«) , 

bei  der  r  =  (>  durch  eine  Gl.  mit  vermindertem  Auflösbarkeitsgrade 
so  bestimmt  wird,  dass  F(wj  (f)  =  0,  G(w,(f)  =  0  eine  gemeinsame 
W.  f(7  =  ai  besitzen;  demnach  ist  f(e)  durch  jer*  —  2aij6f  +  (>^  teilbar. 

Vgl.  hierzu  auch  die  von  Kronecker  aufgestellten  Eongruenzen 
(Nr.  16),  welche  zur  Zerlegung  von  f(js)  in  Linearfaktoren  führen. 

40)  Lehrbuch  d.  Analysis,  Bonn  1877,  1,  §  61.  —  Eine  nach  Dedekmd  und 

G,  Frohenius  vereinfachte  Darstellung  findet  sich  in  Weher' b  Algebra  1,  §  42,  p.  148. 

41)  Wien.  Abh.  1888  Dez.  Abt.  11».  —  Monatsh.  f.  Math.  3  (1892),  p.  291. 

42)  Berl.  Her.  1891,  p.  1086.  —  Vgl.  auch  Ch.  Miray,  Bull.  d.  scienc.  math. 
(2)  16  (1891),  p.  236. 

43)  Werke  3,  p.  31. 

44)  Ausführlich  dargestellt  bei  J.  Molk,  Acta  math.  6  (1886),  p.  1.  —  Zu 
dieser  Chruppe  gehört  der  Beweis  von  Th,  Vahlen,  Acta  math.  21  (1897),  p.  287. 

46)  Grundzüge  einer  arithm.  Theorie  u.  s.  w.,  J.  f.  Math.  92  (1882),  §  13. 

46)  Math.  Ann.  10  (1876),  p.  672;  Invariantentheorie  1,  p.  166.  —  Vgl.  auch 
E.  B.  Eüiott,  Lond.  Math.  Soc.  Proc.  26  (1894),  p.  173. 

47)  Stockhohn  Öfv.  16  (1891),  p.ll3.  —  Siehe  femer  D.Seliwanoff,  Bull.  Soc. 
Math,  de  France  13  (1886),  p.  119. 
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8.  Zerlegung  in  Faktoren.  Durch  den  Nachweis  der  W.-Existenz 
ist  der  Änschluss  an  Nr.  5  gewonnen;  damit  ist  der  Satz  bewiesen^ 
dass  jede  gz.  F.  n^^  Grades  sich,  abgesehen  von  Uq,  in  lineare  Faktoren 

f{^)  =  «o(^  —  ^i)(^  —  ^,)  •  •  •  (^  —  Zn) 

=  0^(0  —  e^y^(z  —  z^y^  •  •  •  (je?  —  ZrYr     (f^i  +  **2  H h  f*r  =  n) 

zerlegen  lässt.  Wir  setzen  a^  =  1 .  Multipliziert  man  die  erste  Form 
aus  und  vergleicht  die  Koeff.  gleicher  Potenzen  von  z^  so  folgt 

d.  h.  es  ergeben  sich  fundamentale  Beziehungen  zwischen  den  Eoeff. 
und  den  symmetrischen  F.  der  W.  Auf  diese  wird  in  der  Theorie 
der  symmetrischen  Funktionen  I  B  3b  eingegangen;  wir  brauchen  hier 
nur  den  Satz,  dass  jede  gz.  symmetrische  F.  der  W.  eine  gz.  F.  der 
ax  ist.  Er  zeigt  z.  B.  sofort,  dass  jede  rat.  F.  aUer  W.  zi  als  gz.  F. 
derselben  darstellbar  ist,  die  in  den  ax  gebr.  EoefiF.  haben. 

Setzt  man  fx  =  (z  —  Zx)  {z  —  ^x+i)  -"  {z  —  z^)  fiir  A  =  1, 2,  •  •  • 
n  —  1,  w,  so  folgt,  dass  jede  W.-Potenz  Zx^f  in  der  x  >  (n  —  A)  ist^ 
eine  gze.  gz.-zahlige  F.  von  Zxj  -  -  *Zn  wird,  die  in  Zx  nur  bis  zur  Potenz 
(»  —  A)  steigt.  Das  ergiebt  weiter,  dass  gze.  gz.-zahlige  F.  der  W. 
sich  gz.  und  gz.-zahlig  als  Aggregate  der  n!  Potenzprodukte 

^i'^%^  •  •  •  ^*-7'     (Ä*  =  0, 1, . . .  n  —  i;  i  =  1,  2, . . .  n  —  1) 

darstellen  lassen,  wobei  die  Eoeff.  gze.  gz.-zahlige  F.  von  a^yü^y . .  .a» 
sind^^).    Ein  solches  System  heisst  ein  Fundamentalsystem, 

9.  Bationalitätsbereich.  Bei  allen  Fragen  nach  Zerlegbarkeit  und 
Unzerlegbarkeit  eines  Ausdrucks  ist  zunächst  festzustellen,  was  als 
rational  bekannt  gelten  solL  Da  mit  jeder  rational  bekannten  Grösse 
zugleich  auch  alle  ihre  rationalen  F.  rational  bekannt  sind,  so  genügt 
es,  die  Elemente  91',  91",  91'", . . .  anzugeben,  deren  rationale  F.  den 
Bationalitätsbereich  (9i',  91",  9i"', . . .)  ausmachen.  Die  rat.  F.  sind 
dabei  stets  mit  gz.  gz.-zahligen  Eoeff.  zu  bilden  ^^). 

Eine  gz.  F.  kann  in  einem  Rationalitätsbereiche  (Rat.-Ber.)  un- 
zerlegbar, irreduktibel  (irred.)  sein,  während  sie  in  einem  erweiterten 
zerlegbar,  reduktibel  (red.)  ist  Im  Bereiche  der  reellen  Zahlen  ist  nach 
dem  Fundamentaliheorem  jede  gz.  gz.-zahlige  F.  f(z)  in  Faktoren  ersten 
oder  zweiten  Orades,  im  Bereiche  der  komplexen  Zahlen  in  Faktoren 


48)  Kronecker,  1.  c.  §  12. 

49)  Abel  hat  zuerst  die  Notwendigkeit  dieser  Festsetzungen  erkannt:  „Snr 
la  r^sol.  alg^br.  etc.",  Oeuvres  (äd.  Sylaw  u.  Lie)  2,  p.  217.  Die  weitere  Aus- 
bildung stammt  von  Kronecker,  Berl.  Ber.  1858,  p.  865;  1878,  p.  117;  1879,  p.206; 
Grundzüge  u.  s.  w.  1882,  p.  3. 
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3ten  Grades  zerlegbar.  Gauss  hat  gezeigt  ^)9  dass  für  Zerlegungen 
.  gz.-zahliger  F.  f(is)  der  Rat.-Ber.  der  rat.  gebrochenen  Zahlen  sich 
rch  den  der  rat.  gz.  Zahlen  ersetzen  ^sst;  mit  anderen  Worten, 
SS  das  Produkt  zweier  primitiver  F.  wieder  eine  primitive  F.  wird. 

10.  BeduktiblUtät.  IrreduktibiUt&t.  Die  Frage,  ob  eine  gz. 
.-zahlige  F.  f(z)  im  „natürlichen"  Rat.-Ber.  (9i')  =  (1)  zerlegbar  ist, 
nn  so  entschieden  werden,  dass  man  alle  W.-Faktoren  (js  —  isz)  he- 
mmt und  einzeln  betrachtet,  oder  zu  je  zwei,  drei, . . .  multipliziert; 
riegung  findet  dann  und  nur  dann  statt,  wenn  dabei  eins  der 
odukte  eine  gz.  gz.-zahlige  F.  wird.  —  Die  direkte  Behandlung  der 
age  führt  auf  Eliminationsprobleme  und  wandelt  sie  in  die  andere 
1,  ob  gewisse  Gl.  gz.  gz.-zahlige  W.  haben  ^^).  Beide  Methoden 
id  praktisch  nicht  verwendbar.  —  Nimmt  man  die  W.-Eiistenz  als 
wiesen  an,  dann  lässt  sich  eine  Grenze  für  den  absoluten  Betrag 
r  Moduln  der  Koeff.  der  Faktoren  aus  den  absoluten  Beträgen  der 
>effi  von  f(z)  herleiten  ^^).  Damit  kann  man  die  Frage  durch  eine 
dliche  Anzahl  von  Versuchen  bequemer  erledigen. 

Ohne  Voraussetzung  des  Fundamentaltheorems,  welches  er  aus 
ünden  der  Systematik  an  eine  spätere  Stelle  setzt,  gelangt  Kranecker 
r  Lösimg  des  Problems,  indem  er  mit  Hülfe  der  Lagrange^schen 
terpolationsformel  alle  F.  aufstellt,  die  überhaupt  als  Teiler  von 
?)  in  Frage  kommen  ^^).  Diese  Methode  ist  von  Runge  weiter 
rchgearbeitet  und  zu  praktischem  Gebrauche  verwendbar  gemacht 
»rden^). 

M.Mandl^)  ersetzt  das  ^(^n^ß'sche  Eliminationsverfahren  (Anm. 51) 
rch  die  Lösung  einer  Reihe  diophantischer  Gleichungen. 

Schon  Newton  hat  den  Fall  linearer  Faktoren  erledigt^),  derart 
38  er  für  eine  Reihe  von  Argumentwerten  die  Glieder  einer  arith- 
^tischen  Reihe  annimmt;  er  hat  auch  die  Erweiterung  auf  Faktoren 
herer  Ordnimg  angedeutet;  hierbei  tritt  eine  nahe  Verwandtschaft 
r  iJrow€cfccr'schen  mit  der  Newton^ scheni  Methode  zu  Tage. 

Q.  Eisenstein  hat  einen  Satz  aufgestellt^''),  durch  welchen  aus  der 
rmalen  BeschafiFenheit  der  Koeff.  einer  F.  ein  Schluss  auf  ihre  Irred. 


60)  Diflq.  arithm.  Lips.  1801,  §  42  =  Werke  1,  p.  34.     Vgl.  ibid.  §  11. 

61)  E.  Heine,  J.  f.  Math.  48  (1854),  p.  267. 

62)  K.  Bunge,  J.  f.  Math.  99  (1886),  p.  98,  94;  vgl.  IBSa,  Nr.  2. 

63)  GrundziQge  u.  s.  w.  §  4,  p.  11. 

64)  J.  f.  Math.  99  (1886),  p.  89. 
66)  J.  f.  Math.  113  (1894),  p.  262. 

66)  Arithmetica  universalis,  Lugd.  1732. 

67)  J.  f.  Math.  39  (1860),  p.  160. 
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gezogen  werden  kann:  sind  bei  aQ=l  alle  Eoeff.  ai,(i^,  ...an  durch  die 
Primzahl  p,  und  ist  a„  durch  keine  höhere  Potenz  von  p  als  die 
erste  teilbar,  dann  ist  f  irreduktibel.  —  L.  Konigsberger^)  hat  eine 
Verallgemeinerung  dieses  Theorems  durch  eine  ganze  Reihe  von 
Sätzen  gegeben;  an  diese  schliessen  sich  andere  in  derselben  Richtimg 
an,  die  Netto  fand^^. 

Der  Eisensiein'ache  Satz  liefert  einen  unmittelbaren  Beweis  für  die 

Irred.  der  „Kreisteilungsgi."  ;e;P~^  +  j8^— *+ |-;ßr  +  l=0  für  eine 

Primzahl  p  und  ebenso  für  eine  Primzahlpotenz  (1.  c).  Der  erste  Be- 
weis für  die  Irreduktibilität  der  Ereisteilungsgl.  stammt  von  Gauss 
(Disq.  arith.  Sect.  VII,  §  341);  in  der  Folgezeit  wurde  eine  ganze 
Anzahl  weiterer  Beweise  gegeben®^).  —  Ein  einfacher  Beweis  für  die 
Irreduktibilität  von  zp — a,  falls  a  keine  p^  Potenz  ist  (Abd:  Sur 
la  resoL  alg.  §  2),  stammt  von  Mertens,  und  ein  rein  arithmetischer 
Beweis  von  Ä.  Kneser^^). 

Die  Behandlung  der  Reduktibilität  in  einem  willkürlichen  Rat.- 
Ber.  fordert  genaues  Eingehen  auf  die  Theorie  der  Elimination 
imd  der  algebraischen  Grössen.  Man  findet  eine  grundlegende  Unter- 
suchung bei  Kronecker  („Grundzüge'^  imd  Erläuterungen  dazu  bei  MoOc 
(1.  c.)  und  bei  Ä.  Kneser,  Math.  Ann.  30  (1887),  p.  179,  §  3.  Die 
Irreduktibilität  der  Ereisteilungsgl  in  allgemeineren  Rat.-Gebieten  findet 
sich  in  den,  Anm.  60  zitierten  Arbeiten  gleichfalls  behandelt. 

Über  die  Irreduktibilität  von  Funktionen  f(z)  =  Oj  (G,  (z))  hat 
Ä.  CapeUi  Untersuchungen  angestellt**).  Dabei  gehören  die  Koeffi- 
zienten der  Funktionen  6i(y),  %{^)  einem  beliebigen  Rationalitäts- 
gebiete (SR)  an.  Für  die  Irreduktibilität  von  f  ist  es  charakteristisch, 
dass  6i(y)  in  (91)  und  ^^{z)  —  y^  in  (91,  yj  irreduktibel  ist;  y^  be- 
deutet hier  eine  Wurzel  von  G^  (y)  =  0. 

Mit  Hülfe  dieses  allgemeinen  Satzes  erledigt  Capelli  die  Frage 
nach  der  Irreduktibilität  der  binomischen  Gleichung  ;?*  —  a  =  0  für 
beliebige  Rationalitätsbereiche.  Die  Potenzen  von  2,  für  n  ge- 
nommen, treten  bei  den  Resultaten  in  eine  Ausnahmestellung. 


68)  J.  f.  Math.  116  (1896),  p.  58  und  weiter  Berl.  Ber.  1898,  p.  736. 

69)  Algebra  1,  p.  61. 

60)  Kronecker,  J.  f.  Math.  29  (1846),  p.  280;  J.  de  Math.  19  (1846),  p.  177; 
ibid.  (2)  1  (1866),  p.  399  [=  Werke  1,  p.  1,  76,  99];  J.  f.  Math.  100  (1887),  p.  79. 
Serret,  J.  de  Math.  16  (1860),  p.  296.  Th.  Schönemann,  J.  f.  Math.  32  (1846),  p.  93. 
Bedekind,  ibid.  64  (1867),  p.  27.  F.  Arndt,  ibid.  66  (1869),  p.  178.  V.-A.  Lebesgue, 
J.  de  Math.  (2)  4  (1869),  p.  106. 

61)  F.  Hertens,  Monatsh.  f.  Math.  2  (1891),  p.  291;  A.  Kneser,  J.  f.  Math. 
106  (1890),  p.  48. 

62)  Napoli  Bend.  (1897,  Dez.;  1898,  Febr.,  Mai). 
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11.  Teilbarkeitseigensohalten.     Den    Irreduktibilitats-    können 
Teübarkeüs 'EigenschsSien    gegenübergestellt    werden ,    bei    denen    es 
sich   darum   handelt,    dass  gewisse  F.   durch   andere   geteilt  werden 
können.     Bei   Umformungen    in   der  Determinantentheorie   begegnet 
man     häufig     solchen     Formeln.      Hervorzuheben     ist    eine     Arbeit 
Ton   W.  Fr.  Meyer^)  über  die  Teilbarkeit  ganzer  Funktionen  höherer 
Differentialquotienten  ^k,   wo   kl  ^k  den   Zähler  der  k^""  Ableitung 
eines  Bruches  g(/):f(e)  bedeutet.     Es  mag  hier  angemerkt  werden, 
dass  alle  Determinanten  |  ^i^k  \  sehr  leicht  als  solche  dargestellt  werden 
Ikönnen,  deren  Elemente  Ableitungen  der  /*,  g  sind,  woraus  allgemei- 
nere Teilbarkeits-Eigenschaften  entspringen.     Femer  sei  auf  den  Zu- 
sammenhang dieser  Formeln  mit  den  Entwickelimgen  der  C^  gegen 
^nde  von  Nr.  12  hingewiesen. 

Teilbarkeits-Eigenschaften  sind  femer  für  Resultanten  und  Dis- 
ikriminanten  (Nr.  19)  in  grosser  Anzahl  entwickelt. 

D.  Hubert  giebt  in  eleganter  Weise  die  charakteristischen  Be- 
cüngungen  dafür,  dass  eine  binäre  Form  eine  vollständige  Potenz  einer 
anderen  binären  Form  sei;  hier  knüpft  C.  WeUeien  an,  leitet  in  den 
einfachsten  Fällen  diese  Bedingungen  elementar  ab  und  erweitert 
<Jie  Untersuchung  auf  teraäre  Formen**). 

12.  Grösster  gemeinsamer  Teiler.  Sind  f{z)  vom  Qrade  n, 
tand  fi{z)  vom  Grade  (n  —  w^)  gz.  gz.-zahlige  Funktionen,  dann  lie- 
fert das  JE^uArZidTsche  Schema  des  grössten  gemeinsamen  Teilers  (gr.  gm.  T.) 
eine  endliche  Reihe  von  Gleichungen  [I  B  3  a] 

fx-x=fxgx—fx-^i         (A=  1,  2,  ...  r;  fo  =  f), 
in  denen  der  Grad  von  fx^i  kleiner  als  der  von  fx  ist,  und  /"^.^.i  =  0 
^mrd.   Das  Vorzeichen  des  Restes  wird  anderer  Untersuchungen  halber 
(S^iirm'sche  Reihe)  negativ  gewählt.    Der  Grad  von  fx  sei  (» —  nx),  so 
^ass  nx^i>nx  und  n^^O  wird.    Jedes  fx  lässt  sich  in  der  Form 

fx  =  fitx-i  —f(px--i 
darstellen,  wobei  if^x  und  (px  bezw.  die  Grade  nx  und  (fix  —  ni)  be- 
sitzen.    Die   Eoeff.    in    den   fx   brauchen   nicht   ganzzahlig   zu    sein; 
durch  Benutzung  von  Eonstanten,  mit  denen  vor  der  Division  mul- 
tipliziert wird,  kann  man  ganzzahlige  ¥,  fx,  gx  erhalten,  so  dass 

^i— i/i— i  =  fxgx  —  Sx^\fx-\-\ 
gesetzt    wird,    wo    alle   fx^i    primitive    F.    werden.     Die    fremden 

68)  Math.  Ann.  86  (1890),  p.  485. 

64)  HiXbeH,  Math.  Ann.  27  (1886),  p.  381 ;  vgl.  F.  Briaschi,  Pal.  C.  M.  R.  10 
(1896),  p.  153;  C.  Weltzien,  Progr.  d.  Friedr.  Werd.  Ober-Realach.,  Berlin  1892. 
Sneyklop.  d.  math.  WiBienich.    I.  16 
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durch  rx—i  eingeführten  Faktoren  fallen  durch  Sx-\.%  wieder  heraus^ 
indem  sx^i  ein  Multiplum  von  rx—i  wird^^).  Wir  wollen  aber  bei 
der  ersten  Darstellung  mit  gebrochenen  Eoeff.  bleiben. 

Das  EuMicCache  Schema  liefert  die  Kettenbruchentwickelung 

^  =  l/g,-l/9, 1/gr 

und  femer  die  Darstellung  desselben  Bruches  als  Summe  von  Prim- 
brüchen /•  1  1  1 

'i  —     ^     ^ t I 1«       ^ 


das  wichtigste  Ergebnis  des  Verfahrens  aber  ist  die  Herstellung  des 
gr.  gm.  T.^  der  freilich  mit  gebrochenen  Eoeff.  behaftet  auftritt^ 

Die  Reihe  der  für  die  fx  oben  aufgestellten  Gl.  führt  zu  der 
Aufgabe ;  zwei  gz.  F.  V  und  d^  so  zu  bestimmen^  dass  wenn 
/i  y  —  fO  =  Fy  imd  die  Grade  von  9**,  *,  F  gleich  v,  v  —  n^,  q 
werden,  dann  i;-f-p<n  ist,  wie  dies  bei  ^ji— i,  9>i— i,  fx  der  Fall  war. 
Diese  Aufgabe  kann  man  durch  Reihenentwickelung 

ijr  =  CqJT-^-^-  Ci£r-*-f-  c^sr-^-] 

lösen;  bezeichnen  wir  \Cp^q\  mit  Ca  Op>  2  =  0,  1,  •  •  •  <y  —  1),  so 
können  eindeutige  Lösungen  nur  fQr  solche  Gradzahlen  von  V  auf- 
treten, welche  gleichzeitig  Ordnungszahlen  nicht  verschwindender  Ca 
sind.  Durch  das  Verschwinden  derartiger  Determinanten  wird  zu- 
gleich der  Grad  des  gr.  gm.  T.  der  Fimktionen  f,  f^  bestimmt.  Die 
fiy  tif  9^1  lassen  sich  durch  ähnlich  gebildete,  mit  den  C^  verwandte 
Determinanten  darstellen.  Die  Umwandlung  in  Determinanten,  deren 
Elemente  die  Eoeff.  von  f  und  f^^  statt  der  Cx  sind',  lässt  sich 
auf  verschiedene  Weise  durchführen^). 

Über  die  Darstellung  des  gr.  gm.  T.  vgl.  auch  den  Schlusssatz 
von  Nr.  18. 

13.  Irrednktible  Funktionen.  Haben  /  und  f^^  keinen  gem.  T. 
ausser  einer  Eonstanten,  dann  heissen  sie  relativ  prim  zu  einander 
oder  teilerfrenid.     Für  solche  kann 

f'F,  +  f,F=l 

gesetzt  werden,  wo  F  und  JP\  passend  gewählte  gz.  F.  höchstens  von 
den  Graden  (n  —  n^  —  1)  und  (n  —  1)  mit  gebrochenen  Eoeff.  sind. 

65)  Netto,  J.  f.  Math.  116  (1896),  p.  45. 

66)  Vgl.  zu  dieser  Nummer:  Kronecker,  Berl.  Ber.  1881,  p.  636.  —  Netio^ 
Algebra  1,  Yorles.  6  und  7. 
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Aus  diesem  fundamentalen  Satze  folgt  ®'^:  Hat  f  mit  einer  irred. 
F.  9?  einen  gem.  T.,  so  ist  f  selbst  durch  9?  teilbar.  —  Wenn  weder 
/i  noch  f^  durch  die  irred.  F.  9?  teilbar  ist,  dann  wird  auch  f^f^  nicht 
durch  9?  teilbar.  —  Ist  f^f^  durch  ein  f  teilbar,  welches  keinen  gem. 
T.  mit  f^  hat,  dann  ist  /i  durch  f  teilbar.  —  Ist  f  ein  Vielfaches 
Ton  f^  und  Ton  f^,  und  haben  /i  und  f^  keinen  gem.  T.,  dann  ist  f 
auch  ein  Vielfaches  von  fif^-  —  Jede  F.  lasst  sich  auf  wesentlich 
nur  eine  Art,  d.  h.  abgesehen  Ton  konstanten  Faktoren,  in  ein 
Produkt  von  irred.  Faktoren  zerlegen.  Hier  treten  Analogien  zur 
Zahleniheorie  heraus;  die  irredukt.  Faktoren  übernehmen  die  Rolle 
von  Primzahlen  und  die  Eonstanten  diejenige  von  Einheiten. 

14.  Trennung  vielfacher  Wurzeln.  Aus  der  in  Nr.  8  gegebenen 
Form  von  f{z)  folgt,  wenn  Zx  die  Multiplizität  ft^  hat, 

und  daraus  ergiebt  sich,  dass  f  und  f  als  gr.  gm.  T.  das  Produkt 

haben,  d.  h.  das  Produkt  aller  Wurzelfaktoren,  jeden  in  einer  imi  1 
verminderten  Multiplizität  gegenüber  /"(xf). 

Verfahren  wir  ebenso  mit  /i  und  /i',  so  wird  deren  gr.  gm.  T.: 

/g  {z)  =  {z— z^yi-^  {z  —  z^yi-^  '"{z  —  Zryr-^, 

wo  alle  Faktoren  mit  negativen  Exponenten  zu  unterdrücken  sind; 
u.  s.  f.  Es  enthält  f{z) :  f^  {z)  =  0  alle  W.  von  /*  =  0 ,  und  zwar  eine 
jede  einfach;  fi{z)\  f^{z)  =  0  alle  W.  von  /"=  0,  die  mindestens  die 
Multiplizität  2  haben,  und  zwar  eine  jede  einfach;  u.  s.  w.  Femer 
liefern 

alle  einfachen,  alle  Doppel- W.,  . . .  und  zwar  jede  in  der  Multipli- 
zität 1.««) 

Jede  ft- fache  W.  von  f{z)  =  0  ist  zugleich  W.  von  f{z)  =  0, 
. . .  /V- 1)  (j^)  =  0  und  umgekehrt  «^). 

Setzen  wir  unter  Wahrung  der  Bedeutung  von  /)  f  und  /i 

67)  Diese  Analoga  zu  Sätzen  der  Zahlentheorie  sind  in  jedem  Lehrbuche 
der  Algebra  zu  finden;  vgl.  auch  Molk  1.  c. 

68)  Vgl.  z.  B.  Serret-Wertheim  Algebra,  2.  Aufl.,  1,  §  60. 

69)  /.  Hudde,  Brief  an  F.  van  Schooten  (Epist.  U)  in  dessen  Ausgabe  von 
Detcartes  Geometrie,  Amstelod.  1658.  —  Eukr^  Inst  Calc.  Diff.  2,  §  249. 

16* 
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so  folgt^  dass  g(ji)  ^=^0  keine  vielfachen  W.  habe^  aus  dem  Funda- 
mentaltheorem. Fr.  Engel'^^)  hat  ohne  Voraussetzung  desselben  den 
gleichen  Satz  bewiesen,  indem  er  von  einer  Bemerkung  yon  Gauss 
ausging  ^^). 

Ist  eine  gz.  F.  f(z)  so  in  Faktoren  zerlegt,  f==^M^Pf,..S% 
dass  die  GL  -Äf  •  P  •  •  •  /S  =  0  nur  einfache  W.  besitzt,  dann  giebt  es, 
wie  Ch,  Hermite  gezeigt  hat^^),  eine  Zerlegung  jedes  Bruches 

^^JW_4._?_j lA 

wobei  die  Zähler  9K,  ^,  . . .  @  rat.  gz.  Funktionen  sind.  Diese  Dar- 
stellung, welche  auf  rationalem  Wege  durchgefQhrt  werden  kann,  ist 
für  die  Integration  des  Bruches  von  Wichtigkeit.   [11  A  2.] 

Bestehen  unter  den  W.  einer  61.  ^  Relationen  Za  =  Zß^  dann 
nennt  J.  J,  Sylvester  (Phil.  Mag.  [4]  3  [1852],  p.  375  u.  460)  ft  die 
Multiplizität  der  6r2.;  diese  kann  je  nach  dem  Zusammenhange  der  W. 
sehr  verschiedenen  Charakter  haben.  Für  alle  bestehen  gewisse  nur 
von  ft  abhängige  (Evectanten-)  Eigenschaften.  (Über  die  Definition 
der  Evectanten  vgl.  G,  Salmon,  Higher  Algebra  §  134,  sowie  I  B  2.) 
Vgl.  weiter  Nr.  22. 

15.  Algebraische  EongmeiuBen.    Ist 

dann  heissen  F(g)  und  f{e),  in  Analogie  zu  Bezeichnungen  der 
Zahlentheorie,  einander  kongruent  nach  dena  Modul  g(g).  Dies  liefert 
die  „algd)raische  Kongrvem" 

F{z)  =  m      (mod.  <;(;?)), 

deren  erste  Behandlung  von  Cauchy  stammf  ),  und  deren  weitere 
Erforschung  durch  Arbeiten  von  J.-A.  Serref^^),  von  Th.  Schönemann'^^) 
und  von  R.  Dedekind^^)  gegeben  wurde.  Sind  alle  auftretenden  Zahlen- 
koeff.  in  F  und  g  gz.  Zahlen,  dann  kann  man  sie  nach  einem  Zahlen- 
modul k  betrachten.  Demnach  lassen  sich  auch  alle  ganzen,  ganzzahligen 
Funktionen  sowohl  mod.  g{z)  als  auch  mod.  Jk,  also  nach  dem  Doppel- 
modul  {g{z)'^  k)  betrachten.  g(z)  heisst  dabei  nach  Serret  die  Modtdar- 
funktion.     Man   kann    die  Anzahl   der  Modularfunktionen   eines   vor- 

70)  Leipz.  Ber.  49  (1897),  p.  603. 

71)  Demonstr.  nova  altera,  §  10,  Werke  3,  p.  44. 

72)  Coura  d' Analyse  1  (1878),  p.  266. 

73)  Exerc.  d'anal.  3  (1844),  p.  87. 

74)  Serret,  Paris  Mäm.  36  (1866),  p.  617  und  Alg^bre  2,  Section  3. 
76)  J.  f.  Math.  31  (1846),  p.  269. 

76)  J.  f.  Math.  64  (1867),  p.  1. 
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geschriebenen  Grades  bei  gegebenem  Modul  2;  bestimmen;  ebenso  die 
Anzahl  der  Beste  f{z)y  bei  denen  weder  Grad  noch  Betrag  der  KoeflF. 
mod.  {g(ß)\  k)  erniedrigt  werden  kann. 

Die  Fassung  der  Begriffe  Irreduktibiliät  und  Teilbarkeit,  von 
Eongruenzwurzeln,  u.  s.  w.  ist  klar.  Bei  den  binomischen  Kongruenzen 

x^  —  1^0        mod.  {g{is) ;  k) 
treten  die  Wurzeln,  die  zu  gewissen  Exponenten  j^ekörenf^y  zusammen; 
dieser  Begriff  sowie  derjenige  der  primitiven  W.  entspricht  dem  in 
der  Zahlentheorie  gebrauchlichen. 

Auch  in  diesem  Gebiete  ist  das  Problem  der  Zerlegung  einer 
gegebenen  F.  I{e)  in  irred.  Faktoren  zu  lösen  ^^.  — 

Hier  seien  femer  die  Kronecker' sohm^^)  Untersuchungen  erwähnt, 
durch  welche  zu  jeder  gz.  F.  von  z  ein  Modul  gefunden  wird,  ftlr  welchen 
sie  in  lineare  Faktoren  von  e  zerfallt  werden  kann.     So  ist  z.  B. 

4  .  (9c)»  (r»  —  c)  =  {9cz  —  f)  (IScjer  +  9ct  +  <*)  {l^cz  —  9ct  +  ^) 

mod.(^+27c2). 

16.  Besultantendarsteliiing.  Sind  zwei  GL,  f{z)  =  0  vom  Grade  m 
mit  den  Eoeff.  a^ ,  ...  Om  und  den  W.  o^ ,  . .  «m,  und  g{z)=sO  vom 
Grade  n  mit  den  Koeff.  fc^,  ..  6«  und  den  W.  ft,  ...  /J«  gegeben, 
(wo  m'^n  sei),  dann  schliesst  bei  unbestimmten  a,  6  die  Kette  des 
EuJclicfschen  Algorithmus  mit  einem  konstanten  aus  den  a,  &  ge- 
bildeten Bruche.  Das  Verschwinden  seines  Zählers  giebt  die  Bedin- 
gungen för  einen  gm.  T.  von  f  und  g.  Nach  BriU-Noether,  Deutsche 
Math.  Ver.  3  (1892—93),  p.  134  stammt  diese  Methode  von  J,  P.  de  Gua. 

Die  Frage  nach  diesem  gm.  T.  wird  auch  durch  die  Betrachtung 
des  Produkts  (erste  EtUer'sche  Methode) 

It(f>  9)  =  (^l>oII((^.  -  ßi)       (x  =  1,  2,  . .  m;  A  =  1,  2,  . .  n) 
erledigt;  der  Faktor  vor  dem  11  bewirkt,  dass  die  symmetrische  F.  R 
sich  als  gz.  F.  der  a,  b  ausdrücken  lässt.'^^)    Es  ist 

R(f,  9)  =  ««V(«i)  •  •  •  gi'^m)  =  (-  lY<f{ßd . .  .fißn) = (-  ir'R(g,  f). 

22  =  0  liefert  die  charakteristische  Bedingung  für  einen  gm.  T. 

R  heisst  die  Resultante  (R.)  von  f  und  g.^)    Euter  gab  eine  Me- 

77)  In  engem  Zusammenhange  hiermit  steht  die  Theorie  der  G^oZois'schen 
imagin&ren  Wurzeln.  Vgl.  Bull.  Färussac  13  (1830),  p.  428  »  J.  de  Math.  11 
(1846),  p.  399  =  Oeuvres  publ.  p.  A  JPicard,  Paris  1897,  p.  16.  [I  C  1]. 

78)  Mathesis,  Mai  1886,  p.  102;  J.  f.  Math.  100  (1887),  p.  490. 

79)  Eüler,  Berl.  Eist.  1748,  p.  243.  —  G.  Gramer,  Introduct.  ä  TAnalyse 
des  lignes  courbes  etc.    Genf  1760. 

80)  Netctony  Arithm.  univers  1.  Über  d.  Elimination;  Bizout^  Paris  M^m. 
1764,  p.  286.  —  Von  englischen  Mathematikern  wird  auch  die  Bezeichnung 
Eliminante  gebraucht.    Vgl.  über  diese  Nomenklatur  I B  1  b,  Nr.  18  u.  14. 
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thode^^),  die  Berechnung  von  22  bei  n  »=  m  auf  das  gleiche  Problem 
für  (m —  1)  zu  reduzieren;  Bessout  erweiterte  sie®^  und  fährte  die 
Aufgabe  auf  ein  Eliminationsproblem  fQr  lineare  Gleichungen  zurück^ 
indem  er  (J^^ou^sche  Methode) 

9a  —  ao^+«l^""^H h«a>        *a=6o^+  \^^^  +  '"  +  ^a, 

taf—Vag^dalS^-^+daiS^"^-] h  rfam=  0       («  =  0,  1,  •  •  m— 1) 

setzte  imd  aus  dem  letzten  GL-Systeme  die  Potenzen  l,ir, ;ßr*,  •••  jb^—^ 
eliminierte**).  Jacdbi  hat  diese  Methode  durchgearbeitet®*)  und  zuerst  das 
Verschwinden  der  Determinante  S=|rf^y|  als  die  Bedingung  eines  gm.T. 
angegeben^).  Bosenhain^)  erweitert  die  Methode  auf  den  PaU  m>n\ 
Cayley^'^)  kommt  durch  die  Betrachtung  der  EoefiF.  von  ?""~^,  f"  -  *,  ••  •  1  in 

[/•(^)</a)-m)i;W]:(^-o 

zu  denselben  ^af —  ^>ag  wie  Bezout 

Die  Elemente  der  Determinante  /S=|d'^y|  sind  noch  F.  der  Koeflf. 
0.  Hesse^)  hat  zuerst  die  Bedingung  in  die  Form  einer  verschwindenden 
Det.  gebracht,  deren  Elemente  die  Koeff.  selbst  sind.  Die  einfachste 
Herleitung  dieses  Resultates  wurde  von  Sylvester  ^^  mittels  seiner 
„dialytischen"  Methode  geliefert:  Multipliziert  man  /*=  0  und  g  =  0 
mit  1,  jer,  z^,  -  ^  z^"^  bezw.  1,  ^,  z^,  -  -  -  s^—^,  so  entstehen  (n  +  m) 
lineare  Gl.  mit  den  {n-^-m  —  1)  Unbekannten  z,  js?*,  •  •  •  ^gf^-f»— i.  ^j.^ 
Elimination  aus  diesen  Gl.  ergiebt  die  Determinante 

«x  ax+i  —  ax+m-hn-i       /x  =  0,  —  1,  •••,  —  w  +  1\ 
h  62+1  •  •  •  •  6i+m4-»-i       U  =  0,  —  1,    • .,  —  m  +  1/ 
(alle  ttx,  hxj  deren  Indices  negativ  oder  grösser  als  m  bez.  n  werden, 
sind  0).     Es   lässt   sich  zeigen,   dass   jP  =  0  auch  hinreichende  Be- 
dingung fär  einen  gm.  T.  ist.     Hesse  hat^)  die  Übereinstimmung  von 

81)  Introd.  in  Anal.  Inf.  2;  §  474 IBF.  —  Berlin  Eist.  1764,  p.  96. 

82)  Bezout,  1.  c.    Anm.  80. 

83)  Euler  benutzt  zu  seiner  Reduktion  nur  die  Gl.  mit  a  =  0  und  a  =  m  —  1 
(sogen.:  „Zweite  Euler^Bche  Methode");  diese  findet  sich  übrigens  bereits  in  der 
Arithm.  univers.  von  Newton  dargelegt. 

84)  J.  f.  Math.  15  (1886),  p.  101  =  Werke  3,  p.  296. 

86)  Von  Sylvester,  Phil.  Trans.  143  (1863),  p.  407  als  BezoutiatUe  bezeichnet. 

86)  J.  f.  Math.  28  (1844),  p.  268. 

87)  J.  f.  Math.  53  (1867),  p.  366  =  Pap.  4,  p.  38;  dazu  Zeichenerläuterungen  v. 
Barchardt  ib.  p.  367.  Vgl.  auch  Borchardt,  J.  f.  Math.  57  (1860),  p.  111,  183  -= 
Werke  p.  391. 

88)  J.  f.  Math.  27  (1844),  p.  1  =  Werke,  p.  83. 

89)  Phil.  Mag.  1840,  Nr.  101;  wesentlich  nur  eine  andere  Darstellung  der 
Methode  von  F.  /.  Eichelot,  J.  f.  Math.  21  (1840),  p.  226  und  Hesse,  1.  c.  Anm.  88. 

90)  Kritische  Zeitschr.  f.  Math.  (1858),  p.  483  =  Werke,  p.  476;  auf  andere 
Weise  Borchardt,  J.  f.  Math.  67  (1860),  p.  183  =  Werke,  p.  146. 
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B(f,  g)  und  T  direkt  nachgewiesen;  ferner  BaiUzer^^)  die  Gleichung 

S  ==  (—  ly  "^*~'^  T  (bei  w  =  n). 

W,  Stahl  liefert  för  n  ==  m  eine  Determinante,  welche  nur  von 
der  Ordnung  (m  —  1)  ist**). 

Die  erste  iJM?er'sche  Darstellung  benutzt  die  Werte  a  und  ß,  für 
welche  die  F.  f  bez.  g  verschwinden;  G,  Rosehhain  löst  das  allgemeinere 
Problem,  die  Resultante  aus  den  Werten  /*(yi),  . . .  f{ym-\-t) ;  9{Yi)y  •  •  • 
?(ym-l-}i)  darzustellen,  welche  beide  F.  für  willkürliche  Argumente  yi, . . . 
Ym+n  annehmen^).  Mit  Hülfe  seines  Resultats  kann  man  die  Cauchy- 
sehe  Interpolationsformel  herleiten.  Diese  „interpolatorische^^  Dar- 
stellung wurde  von  Borchardt  folgendermassen  modifiziert**):  bei 
Rosenhain  sind  die  Werte  f{yi)j  -  -  -fiym+n)  und  ebenso  5'(yi),  . .  . 
g{ym-^n)  nicht  von  einander  unabhängig  (vgl.  Nr.  2);  Borchardt  nimmt 
bei  m  =  n  die  von  einander  unabhängigen  Werte  von  f  und  g  für 
willkürliche  yi,  ^2;  •  •  •  yn+i  ^^^  bestimmt  daraus  die  R. 

Hervorzuheben  ist  hier  noch  eine  Arbeit  von  P.  Gordan  (Math. 
Ann.  7  [1874],  p.  433),  in  der  eine  Determinantenformel  von  A.  BriU 
(Math.  Ann.  4  [1871],  p.  530)  zur  Aufstellung  von  Relationen  zwi- 
schen Wurzel-Potenz-Determinanten  und  Koeffizienten  einer  Gleichung 
benutzt  wird;  diese  liefern  dann  nicht  nur  die  R.  in  ihrer  Determi- 
nantenform, sondern  auch  eine  Erweiterung  derselben,  bei  welcher 
eine  Determinante  aus  den  Koeffizienten  dreier  Gleichungen  gebildet 
wird,  deren  Verschwinden  gleichfalls  von  der  Existenz  gemeinsamer 
Wurzeln  abhängt.  In  derselben  Abhandlung  wird  eine  explicite  Dar- 
stellimg  für  den  gr.  gm.  T.  zweier  F.  geliefert. 

17.  Bedingungen  für  gemeinsame  Teiler.  Weiter  noch  trägt 
die  Frage  nach  den  Bedingungen  dafür,  dass  f  und  g  einen  Faktor 
von  vorgeschriebenem  Qrade  k  gemeinsam  haben.  Sie  lässt  sich  nach 
der  zweiten  J^2er'schen  Methode  behandeln  und  fOhrt  dabei  auf  die 
Bedingungen,  dass  ausser  B  auch  (k  —  1)  einfach  gebildete  Sub- 
determinanten  von  B  verschwinden  müssen.  Sehr  übersichtlich  sind 
diese  Ergebnisse  von  TT.  Scheümer^)  hergeleitet. 

91)  Determinanten  §  11.  Conziser  dargestellt  von  Gordan-Kerschensteiner  1, 
p.  153.  Ein  anderer  Beweis  von  Netto  (Algebra  1,  §  144)  erstreckt  sich  auch  auf 
die  Umformung  entsprechender  Subdeterminanten  der  Res. 

92)  Math.  Ann.  36  (1890),  p.  395. 

93)  J.  f.  Math.  30  (1846),  p.  157. 

94)  J.  f.  Math.  57  (1860),  p.  111  =  Berl.  Ber.  1859,  p.  376  =  Werke  p.  131. 
Erweitert  wurden  diese  Formeln  durch  Kronecker,  Berl.  Ber.  1865  Dez.,  p.  686. 

-♦  95)  Leipz.  Ber.  40  (1888),  p.  1.    Vgl.  auch  Faä  di  Bruno  1.  c.  §  5  ff.,  be- 
sonders §  11.  —  Gordan- Kerschensteiner,  1.  c.  Nr.  129  ff.   Weitere  Untersuchungen 
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Nach  derselben  Richtung  gehen  die  in  Nr.  1 2  erwähnten  Kronecker- 
sehen  Untersuchungen,  welche  an  die  Entwickelung  yon  f:g  nach 
fallenden  Potenzen  von  z  anknüpfen^.  Setzt  man,  wie  dort,  \cp^^\ 
=:  Cq  Op,  S  =  0,  1, . . .  p  —  1),  dann  folgen  für  n  =  w  —  1  ab  cha- 
rakteristische Bedingungen  fOx  die  Existenz  eines  gr.  gm.  T.  h^^  Orades 
Ton  f  und  g  imd  keines  höheren  Grades : 

Netto  hat  die  direkte  Umwandlung  dieser  Determinanten  in  S 
und  in  die  entsprechenden  Subdeterminanten  gegeben  ^^. 

18.  Eigensohalten  der  Besultanten.  Aus  den  Darstellungen  der 
R.  lässt  sich  eine  Reihe  von  Eigenschaften  ablesen  (IB2):  die  R.  ist 
homogen  in  den  a  vom  n**°  und  in  den  6  vom  m**^  Grade;  sie  ist 
isobcmsch  in  den  a  und  6  vom  Gewichte  w«w.  Es  ist  Il(fj9i92)  ^^ 
R(f,  g^  .  E{f,  flfg);  und  R{f,  g -^  xf)  =  E{f,  g),  wenn  x  eine  Kon- 
stante bedeutet;  femer  ist  f&r  m  s=  n^  wenn  x,  l,  x\  X'  Eonstanten 
bedeuten,  R  (xf  +  lg,  xf+  X'g)  =  (xl'  —  xXy  •  B(f,  g\  (Invarianten- 
charakter).*®) Für  die  Resultanten  bestehen  Diflferentialgleichungen^), 
z.  B.  die  beiden  folgenden: 


tn>(it\ 


*o|f+^4-f+-+*«lf-=ö' 


m 


die  zur  numerischen  Berechnung  der  in  22  eintretenden  Eonstanten 
benutzt  werden  können.  M.  Nöther  hat  bewiesen  {Faä  di  Bruno-Walter, 
1.  c.  p.  281),  dass  alle  hier  möglichen  Differentialgleichungen  Folgen 
der  einen  charakteristischen  sind: 

2^  (c^x + 1  &o  —  «0  *x + 1)  ^  +  6i  -R  =  0 . 

Sind  die  a,  b  allgemeine  Grössen,  dann  ist  R.  irreduktibel^^); 
sind  dieselben  aber  Funktionen  anderer  Variablen  u,  v,  ,  .  .,  so  kann 
R  in  Faktoren  zerfallen,  deren  einige  von  w,  t7,  . . .  frei  sind;  Sylvester 

sind  von  V.  Humx,  Ann.  fic.  Norm.  (2)  10  (1881),  p.  389;  von  B.  Igel,  Wien.  Ber.  75 
(1877),  p.  146;  G.  Darboux,  Bull,  scienc.  math.  10  (1876),  p.  56  u.  (2)  1  (1877), 
p.  54,  ohne  wesentlich  Neues  zu  fördern,  angestellt  worden. 

96)  BerL  Ber.  1881,  p.  535.    N.  v,  Szütz,  Monatsh.  Math.  Phys.  9  (1898),  p.  34. 

97)  J.  f.  Math.  116  (1896),  p.  33. 

98)  Jacohi,  J.  f.  Math.  15  (1836),  p.  101  =  Werke  3,  p.  295. 

99)  Von  F.  Brioschi  aufgestellt  J.  f.  Math.  53  (1857),  p.  372;  Ann.  di  mat.  2 
(1869).  Weiter  behandelt  von  Faä  di  Bruno,  J.  f.  Math.  54  (1857),  p.  283;  spater 
von  Noether  genauer  untersucht  in  der  Übersetzung  von  Fcm  di  Bruno. 

100)  Netto,  Algebra  1,  §  153. 
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nennt  sie  (Anm.  85)  ,,spezielle  Faktoren*'  und  den  zurückbleibenden 
Teil,  welcher  ihm  aus  geometrischen  Gründen  wichtig  ist,  die  redu- 
zierte R."^^).  —  Haben  /*==  0,^^  =  0  nur  eine  W.  g  gemeinsam, 
dann  ist  für  beliebige  A,  ft,  x  und  ö^^^) 

^,    ^„  dB  dB  dB  dB 

^*m— i— «      dttm—fi  —  x  dbn—X^a       dbn—/n  —  a 

Dieser  Satz  lässt  sich  auf  mehrere  gemeinsame  Wurzeln  ausdehnen. 
Setzt  man  mit  einem  Parameter  q 

^  =  ^oP'  +  *ip'""^  ^  H h  ^i-i  Q^~^  +  ^i^  +  ^+1  ^"^^  H h  *n^ 

V  =  ^0  "f"  ^^  H h  ^*^*  5  9=  ^o4"  ^1^  H h  ^<^> 

so  wird  R(fy  g\  nach  steigenden  Potenzen  Ton  q  entwickelt,  mit  dem 
Oliede  R(g>,  9)  •  1?(^,  ^')  •  p*'  beginnen ^<>»).  — 

Mit  Hülfe  der  Kronecker^schen  Entwickelungen  von  f:g  (Nr.  12) 
lann  die  Theorie  der  R.  ohne  Voraussetzung  des  Fundamentaltheorems 
durchgeführt,  und  dann  darauf  der  Beweis  dieses  Theorems  gestützt 
"werden.  Das  ist  der  öordan'sche  Gang  (vgl.  Nr.  6)  des  W.-Eiistenz- 
"beweises.  —  Gordan  fasst^^)  die  R.  auch  als  bilineare  Form  ^Jh  ÄxBjt 
8uf,  wobei  nach  dem  2xip2ace'schen  Zerlegungssatze  die  A^  Determi- 
:aianten  der  a,  und  die  B^  Determinanten  der  b  bedeuten.  Die  Deter- 
^ninante  dieser  bilinearen  Form  hat  dann  den  Wert  +  1. 

J.  Lürofh^^^)  leitet  die  Hauptsätze  über  R.  mittels  des  Begriffes 
^es  kleinsten  gemeinsamen  Vielfachen,  statt,  wie  es  gewöhnlich  ge- 
iBchieht,  des  grössten  gemeinsamen  Teilers  her. 

19.  Berechnung  der  Resultanten.  Die  Berechnung  der  Resul- 
^l^nten  ist  umständlich.  Cayley^^^)  bedient  sich  einer  Art  geometrischer 
X)arstellung  der  R.,  um  ihre  EoefiF.  übersichtlich  anzuordnen.  Die  erste 
"von  ihm  benutzte  Berechnungsmethode  hatte  schon  Cramer  (Anm.  79) 
Lgewendet;    sie   stützt    sich    auf  die    Cramer-Poissan^sche   Produkt- 


101)  Cayley,  J.  f.  Math.  84  (1847),  p.  80  =  Coli.  Pap.  1,  p.  143.    Über  eine 
^uidere  Bedeutung  dieses  Ausdrucks  siehe  I  B  1  b  Nr.  15. 

102)  Bicheht,  J.  f.  Math.  21  (1840),  p.  226. 

103)  W.  Fr.  Meyer,  Gott.  Nachr.  1896,  p.  119  u.  186;  Acta  math.  19  (1896), 
X).  386.  (Analog  für  D(/^,  vgl.  Nr.  20  u.  f.)  Netto,  Gott.  Nachr.  1896,  p.  209. 
-Andere  Bemerkungen  über  die  Struktur  der  R.  liefert  Ä.  BriU,  Math.  Ann.  16 
C1B80),  p.  348. 

104)  Math.  Ann.  46  (1894),  p.  406.    Die  Bedeutung  des  Satzes  erhellt  erst 
aus  einer  Arbeit  von  Ä.  Hurwitz,  ibid.  45  (1894),  p.  401. 

106)  Zeitschr.  Math.  Phys.  40  (1896),  p.  247. 

106)  Lond.  Trans.  147  (1867),  p.  703  =  Coli.  Pap.  2,  p.  440. 
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darstellung  uud  auf  die  Benutzung  symmetrisclier  F.;  Cayley's  zweite 
Methode  knüpft  an  die  Determinanten-Form  an  und  benutzt  die  Nr.  18 
gegen  Ende  erwähnte  Darstellung  ^4:  -4xJ?x-  Dieselbe  Form  wertet 
E,  Dr,  Roe  jr.*®')  aus,  indem  er  die  R.  als  vierfache  Summe  darstellt; 
die  Glieder  der  R.  zerfallen  in  ,^ormalformen"  und  in  ,^educible 
Formen".  —  Schon  Newton  giebt  in  der  ,^rithmetica  imiversalis"  die 
einfachsten  Resultate  an.  In  SalmorC^  ^^Higher  algebra"  finden  sich 
die  R.  für  (m, «)  =  (2,  2),  (3,  2),  (4, 2),  (5,  2);  (3, 3),  (4, 3);  (4, 4). 
Bei  (4,  4)  giebt  es  bereits  217  Tenne.  Eine  ähnliche  Tabelle  giebt 
Faä  di  Bruno  in  seinen  ,^inären  Formen".  Gordan^^)  liefert  die 
Untersuchungen  zur  allgemeinen  invariantentheoretischen  Berechnung, 
sowie  die  fertigen  Formeln  für  (w,  n)  =  (6,  2);  (5,  3);  (5,  4);  Clebscfi^^) 
für  (w,  2)  mittels  symbolischer  Produkte;  Roe  (1.  c.)  wieder  för  (m,  2) 
und  (5,  4);  E.  Fascal^^^)  für  (w,  3). 

Bei  manchen  geometrischen  Untersuchungen  handelt  es  sich 
lediglich  darum,  den  Orad  einer  Resultante  oder  Diskriminante  (siehe 
folgende  Nummer)  abzuzählen.  Solche  Bestimmungen  finden  sich  bei 
TT.  Fr.  Meyer  ^^^),  wo  die  Grade  bei  einer  Anzahl  von  speziellen,  geo- 
metrisch wichtigen  Gleichungen  angegeben  werden. 

Ebenda  wird  auf  BeduktibilitcUsfragen  bei  R.  und  Diskriminanten 
(Nr.  20)  eingegangen;  aus  der  Natur  der  Singularitäten  von  ebenen  wie 
räumlichen  Kurven  schliesst  man,  dass  das  Zusammenrücken  zweier 
singulärer  Elemente  meistens  noch  dasjenige  eines  weiteren  singulären 
Elementes  zur  Folge  hat.  Daher  haben  die  Diskriminanten  und  R. 
der  GL,  von  denen  die  einfachsten  Singularitäten  abhängen,  Faktoren 
miteinander  gemeinsam.  Die  Zerlegung  solcher  R.  und  Diskriminanten 
wird  in  den  beiden  Arbeiten  geliefert.  (Vgl.  noch  Brülf  Math.  Ann.  16, 
1880,  p.  348.) 

Die  R.  gewisser,  aus  einer  Stammform  abgeleiteter  Formen  sind 
durch  die  Diskriminante  der  Form  (Nr.  20)  teilbar  ^^*).  Ebenso  werden 
in  einer  ausgedehnten  Reihe  von  Fällen  die  Invarianten  und  Kovarianten 
binärer  Formen  durch  gewisse  Potenzen  der  R.  oder  der  Diskrimi- 
nante der  Stammform  teilbar  ^^•). 

107)  „Die  Entwickelung  der  Sylvester'Bchen  Determinante  nach  Normal- 
formen".   Leipz.,  Teubner  (1898). 

108)  Math.  Ann.  3  (1871),  p.  389. 

109)  J.  f.  Math.  58  (1861),  p.  273. 

110)  Gi.  di  mat.  26  (1887),  p.  267;  Nap.  Bend.  (2)  2  (1888),  p.  67. 

111)  Math.  Ann.  38  (1891),  p.  369  und  ibid.  43  (1893),  p.  286. 

112)  P.  Gordan,  Math.  Ann.  4  (1871),  p.  169. 

113)  G.  Kohn,  Wien.  Ber.  100  (1891),  p.  866  u.  1013;  ib.  102  (1893),  p.  801. 
—  E.  Waehch,  ibid.  100  (1891),  p.  574. 
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20.  DiBkriminante.  Nimmt  man  g{z)  =  f{e)  und  setzt  JB(/,  f) 
=  aQD{f)y  so  heisst  JD  die  Diskriminante  (D.)  von  /*.  "*)     Es  wird 

i)=0  ist  charakteristisch  daftr,  dass  f  und  /*  einen  gm.  T.  haben, 
dass  also  f=0  mehrfache  Wurzeln  besitzt  (Nr.  14).  Aus  der  Deter- 
minantenform von  II  folgt  hier 


2)=-i 

«0 


(m—X)ai  (m—X—l)ax^i  •••  (— m  +  2  — A)asm-8+;i 


/x  =  0,— 1, m  +  1\ 

U==0,  — 1, m        ) 


{ox  ist  0^  wenn  x  negativ  oder  grösser  als  n  genommen  wird). 

Man  kann  die  D.  in  Gestalt  einer  Determinante  (m  —  1)**'  Ordnung 


X 


darstellen.     Macht  man  bei  x?  =  —  durch  Multiplikation  mit  tf^  die 
F.  fv-A  ganz  und  homogen,  so  ist 

Führt  man  die  Koeffizienten  der  Entwickelung  von  f  (z)  :  f{z) 
ein  (vgL  die  C^  in  Nr.  17),  welche  hier  (vgl  die  erste  Formel  in 
Nr.  14)  Summen  der  Wurzelpotenzen  werden  Cq=So,  ^i  =  5i;--->  so 
folgt  die  Cayfey^sche  Darstellungsform,  J.  de  Math.  11  (1846),  p.  298 
=  Coli.  Pap.  1,  p.  306 

2)  =  (-l)»  ao  '\s,^x\      (x,A  =  0,l,...w  — 1). 

21.  Eigenschaften  der  Diskriniinante.  Die  D.  ist  in  den  Eoeff. 
von  f{z)  homogen  vom  Grade  (2  m  —  2)  und  isobarisch  vom  Grade 
m{m  —  1).  —  Ist  f  eine  Doppelw.  von  /"=  0,  so  gilt  die  Gl. 

2^  dB       dB         dB 


l:?:g*:---  = 


dieser  Satz   lasst   sich   auf  Wurzeln  von  höherer  Multiplizität,   ent- 
sprechend modifiziert,  ausdehnen  ^^^).  —  Es  ist  femer 

IXfiQ  =  (-  i)"'"^-D(ri)  •  J)(ft)  •  ^ifx>  ft), 

wenn  m^ym^  die  Ordnimgen  von  f^  und  von  /*,  bedeuten.  —  Für  die 
D.  gelten  partielle  Dififerentialgl.,  wie  z.  B. 

114)  Sylvester,  Phil.  Mag.  (4)  2  (1861)  U,  p.  406;  Cambr.  a.  Dubl.  M.  J.  6 
(1847),  p.  62.  —  Gau88  gebraucht  dafür  die  Bezeidmong:  ,,Determinante*S  Disq. 
arithm.  Sect.  V,  §  164  =  Werke  1,  p.  122. 

116)  Vgl.  Jacdbi,  J.  f.  Math.  16  (1836),  p.  106;  Eichelot,  J.  f.  Math.  21 
(1840),  p.  828.  —  C.  Brioschi,  Teor.  dei  Determinanti,  Pavia  1864. 
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dB    .    .  -X       ai)     ,  ,  BD        r. 

^«0  ä^  +  (^  -  1)«!  ä^  +  •  •  •  +  a.«~i  ä^  =  0; 

auch  hier  hat  Noether  (1.  c.  Nr.  18)  nachgewiesen,  dass  alle  möglichen 
Differentialgl.  aus  einer  einzigen  abgeleitet  werden  können.  —  Serret^^^) 
benutzt  solche  Differentialgl.  zur  Berechnung  der  Zahlenfaktoren  der  D. 

HiJbert^^'')  löst  die  Aufgabe,  zwei  binäre  Formen  /i,  f^  des  Grades 
n  so  zu  bestimmen,  dass  D(xfi  +  Xf^)  eine  gegebene  Form  des 
Grades  (2w  —  2)  von  x  und  X  wird. 

Für  die  Gleichungen  niederer  Grade  ist  es  gelungen,  D  durch 
„fundamentale'^  Invarianten  (niedrigeren  Grades)  auszudrücken  (I  B  2). 
G. Boole^^^)  hat  D  von  a^sr*  +  46r»  +  6c;8r«  +  4d;?  +  e  =  0  auf  die  Form 
2)  =  16  (P  —  21  tP)  gebracht,  wobei  für  I  und  J  die  Invarianten 

J=  ae  —  Ud  +  3c*,    J=  ace  +  2bcd  —  acP—eh^—<? 

zu  setzen  sind.  Für  Gl.  5*«",  6*«°,  T*«*^  Grades  ist  ähnliches  durch 
ö.  Salmon^^^  F.Brioschi^^),  G,Maisano^^%  Gordan^^  geleistet.  Ein 
systematisches  Verfahren  hierfür  hat  Gordan  angegeben^**). 

G.  Bauer  knüpft  im  Anschluss  an  A,  Cayley  die  Berechnung  der 
D.  binärer  Formen  an  die  Gestalt  2)  =  a^^F-f-  ötoü^  an^**). 

22.  Diskriminantenfläohe.  Deutet  man  bei  a^  =  1  die  unbestimmt 
gedachten  Eoeff.  a^,  a>^, , , .  an  von  f(jg)  als  Koordinaten  eines  Punktes 
P  im  Räume  von  n  Dimensionen,  dann  liefert  2)(ai, . . .  a„)  =  0  die 
Diskriminantenfläche.  Ändern  sich  bei  der  Bewegung  des  Punktes  P 
die  Realitätsverhältnisse  der  G1.-W.,  so  ist  dies  nur  möglich,  wenn  P, 
auch  den  Multiplizitäts-Charakter  ändernd  (Nr.  14),  2)  =  0  passiert  ^*^). 
2)  =  0  teilt  den  Raum  in  Gebiete  von  invariantem  Realitäts-Charakter. 
Hierauf  hat  Kronecker  im  Anschluss  an  seine  Charakteristiken- 
theorie  aufinerksam   gemacht    (vgl.  I  B  1  b,  Nr.  25).     Er   untersucht 


116)  Serret,  Alg.  eup^r.  1,  Nr.  202. 

117)  Math.  Ann.  81  (1887),  p.  482. 

118)  Cambr.  M.  J.  2  (1841),  p.  70.  Siehe  femer  Cayley,  Cambr.  M.  J.  4 
(1845),  p.  193  =  Coli.  Pap.  1,  p.  94:  weiter  Lond.  Trans.  148  (1868),  p.  429,  §  129 
=  Coli.  Pap.  2,  p.  627;  vgl.  auch  Clebsch,  J.  f  Math.  64  (1866),  p.  95. 

119)  Cambr.  a.  Dubl.  M.  J.  9  (1854),  p.  32. 

120)  Ann.  di  Mat.  (2)  1  (1867),  p.  169. 

121)  Math.  Ann.  30  (1886),  p.  442. 

122)  Math.  Ann.  31  (1888),  p.  666. 

123)  Grordan-Kerschensteiner,  Vorlesungen  2,  p.  108. 

124)  G.  Bauer,  Münch.  Ber.  (1886),  p.  189;  Cayley,  J.  f.  Math.  47  (1854), 
p.  109  =  Coli.  Pap.  2,  p.  164.    Vgl.  noch  Anm.  103. 

126)  Briü,  Math.  Ann.  12  (1877),  p.  87;  Kerschensteiner,  Diss.  Erl.  1888. 
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nach  dieser  Methode  die  Gl.  vierten  Grades  ^*^).  Hubert  zeigt,  dass  die 
Bestimmung  der  mannigfaltigen  Ausartungen  einer  f  durch  die  D. 
und  ihre  Polaren  allein  schon  möglich  sei^*').  Seine  Arbeit  steht  mit 
früheren  von  Cayley^^)  und  Sylvester^^^)  im  Zusammenhange,  wo 
„Evektanten"  (vgl.  Nr.  14  Schluss)  und  deren  Struktur  zu  gleichem 
Zwecke  verwendet  werden. 

23.  Funktionen  mit  reellen  Nullstellen.  Bealitätsverhältnisse. 
Die  Frage  nach  den  Gebieten,  in  welche  die  D(ai,  ...)  =  0  den  Raum 
teilt,  fährt  zu  der  Frage  nach  dem  Gebiete,  welches  die  Funktionen 
mit  nur  reellen  Nullstellen  bestimmt.  Von  den  hierüber  bekannten 
Theoremen  führen  wir  an:  Das  Legendre^sehe  Polynom,  d.  h.  die 
n^  Ableitimg  von  (0{z  —  1))**  hat  lauter  getrennte,  reelle,  zwischen  0 
und  1  liegende  Nullstellen;  die  „Säkulargleichung'^  (vgl.  JA  2,  Nr.  26, 
Anm.  100)  hat  reelle  Wurzeln;  das  Gleiche  gilt  für  die  Biehler* sehen 

Gleichungen  ü'=  0,  F=0,  wobei  U-}-  iV=JJ(js  —  ax  —  ibx^)  ist. 
Es  giebt  nach  dieser  Richtung  hin  eine  Fülle  von  Spezialunter- 
suchungen^, auf  die  wir  nur  hindeuten  können. 

Die  Theorien  über  die  Realitätsverhältnisse  der  W.  einer  Gl. 
fallen  in  die  Behandlung  der  Gl.  (vgl.  I  B  3a).  —  Hier  seien  noch 
die  Arbeiten  von  Fr.  Meyer  erwähnt  ^*^),  welche  folgendes  Problem 
erledigen:  Welchen  Änderungen  sind  die  Anzahlen  der  reellen  Singu- 
laritäten von  Kurven  unterworfen,  wenn  bei  Variation  der  Kurven  ein 
Zusammenfallen  zweier  Singularitäten  durch  das  Verschwinden  gewisser 
Faktoren  der  D.  oder  der  R.  stattfindet,  welche  den  Singularitäts- 
gleichungen angehören.  Wenn  man  femer  jedesmal  noch  die  D«  der 
quadratischen  GL,  deren  W.  näherungsweise  die  beiden  koincidierenden 
W.  sind,  auf  ihr  Vorzeichen  untersucht,  kann  man  daraus  wesentliche 
Schlüsse  auf  gewisse  bei  jener  Variation  invariante  Zahlen  ziehen. 
Die  Methode  geht  offenbar  über  die  besprochene  Aufgabe  hinaus. 

24.  Hinweise  auf  angrenzende  Gebiete.  Die  Theorie  der  binären 
Formen  ist  lediglich  wegen  der  Verschiedenheit  der  verwendeten  Hülfs- 

126)  Bari.  Ber.  1878,  Febr.  p.  119;  siehe  auch  C.  Faerber,  DisBert.  Berl. 
1889;  E.  E.  Hoppe,  Arch.  f.  Math.  u.  Phjs.  14  (1896),  p.  398;  Brill,  Math.  Ann. 
20  (1882),  p.  330. 

127)  Math.  Ann.  30  (1887),  p.  437. 

128)  Lond.  Trans.  147  (1867),  p.  727  =  Coli.  Pap.  2,  p.  466. 

129)  Phil.  Mag.  (4)  3  (1862),  p.  376  u.  460. 

130)  AosfOhrliche  Angaben  finden  sich  in  Netto,  Algebra  I,  Abschnitt  2. 

131)  A.Bria,  Math.  Ann.  16  (1880),  p.  846  u.  848;  W.  Fr.  Meyer,  ibid.  38 
(1891),  p.  369;  43  (1893),  p.  286;  Gott.  Nachr.  1888,  p.  74;  1890,  p.  366  u.  493; 
1891,  p.  14  u.  88;  Monatsh.  f.  Math.  Phjs.  4  (1893),  p.  229  u.  331. 
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mittel  der  Forschung  an  anderer  Stelle  untergebracht  (I B  2).  — 
Die  Fragen  nach  der  Umwandlung  rationaler  F.  durch  lineare  Sub- 
stitutionen gehören  gleichfalls  zum  Gebiete  der  Invariantentheorie  16  2. 
—  Die  Ketten  von  F.,  welche  in  Nr.  12  als  f,  f^,  f^,  ...  fr  aufgeführt 
sind,  werden  als  Stürmische  Beihen  in  I B  3  a  besprochen  werden.  — 
Erwähnt  seien  die  Untersuchungen  von  P.  L,  Tschd>ysch€ff  über  gz. 
rat.  F.,  die  sich  innerhalb  eines  bestimmten  Intervalles  gegebenen  F. 
möglichst  genau  anschmiegen^  also  z.  6.  die  gz.  F.,  welche  dem  Wert  des 

Bruches  — — -  in  einem  Intervalle  möglichst  nahe  bleibt;  diese  Aufgabe 

ist  für  die  Integration  gewisser  F.  von  Wichtigkeit  pI  A  2].  Damit  im 
Zusammenhange  stehen  seine  Arbeiten  über  gz.  F.  g{is)j  deren  grösste 
absolute  Werte  in  gegebenen  Intervallen  möglichst  klein  werden"*) 
[ID2,  3;  IE];  wenn  nämlich  q>(jg)  die  gegebene  F.  und  i'(jEf)  das 
annähernde  Polynom  ist,  dann  wird  dieses  durch  die  Bedingung  be- 
stimmt, dass  q>{e)  —  F{e)  für  aUe  Wurzeln  von  g(jg)  verschwindet 

132)  St.  Petersb.  Denkschr.  61  (1889);  64  (1891),  p.  1;  St.  Petersb.  Abb.  72 
(1893),  p.  1;  St.  Pötersb.  Mäm.  22  (1878);  Moscou  Soc.  Philom.  4  (1870).  Acta 
math.  18  (1894),  p.  113;  E,  VaUier  C.  R.  116  (1893).  p.  712. 
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1.   Definitionen.     Ein  Ausdruck 

(1)  fißu  hy  ^S,  •  •  •  ^^=^<^aßy.Jl^iH  -'K^ 

in   welchen    die   m   Veränderlichen ,  Variablen  g^,  ^j, . . .  ^m   und   die 

Konstanten  (?«/*/.. .  eintreten,  und  in  dem  die  Summe  («  +  /S  H h  *) 

alle  Werte  0, 1,  2, ...  n  durcliläuft,  während  die  a,  ßy . . ,  ganze  nicht 
negative  Zahlen  sind,  heisst  eine  ganze  FunkHon  n***'  Dimension  (gz.  F.) 
der  m  Variablen  ex,     Sie  hat^)  im  allgemeinen  Falle 


Nin,  «,)  =  («  +  »«)  =  N(m,  n) 


Terme  (Potenzprodukte).  Die  Anzahl  derjenigen  Tenne  unter  ihnen, 
die  durch  keins  der  Monome  ei\  e^y . . .  e^  teilbar  sind,  betragt  in 
der  Bezeichnung  der  Differenzenrechnung  ^^l..a^N(n,m), 

Man  kann  vermittelst  der  Auflösung  linearer  Gleichungen  für  die  c 
durch  N(n,  m)  vorgeschriebene  Werte  f^^^  von  (1)  für  eben  so  viele 
Wertsysteme  Qs^,  äTj,  . . .  0rn)  =  (tig,  Ss^; . . .  Uq)  v^  allgemeinen"  die 
F.  (1)  bestimmen,  d.  h.  dann  und  nur  dann,  wenn  das  System  (fi^,...) 
eine  gewisse  Determinante  nicht  zu  Null  macht  ^).  Das  naturgemäss 
hierher  gehörige  Interpolationsproblem  kann  erst  in  Angriff  genommen 
werden,  wenn  weitere  Vorbereitungen  erfolgt  sind  (vgl.  Nr.  24). 

Kommen  in  (1)  nur  Terme  vor,  bei  denen  («  +  /S  +  y  H )  den- 
selben Wert  n  besitzt,  dann  heisst  f  eine  homogene  gz.  F.  der  n^° 
Dimension  (Euler,  Introductio  1,  cap.  5). 

2.   Wurzeln.    Idenüsohes  Versohwinden.     Einen  Wertkomplex 

(5u  S2»  •  •  •  Swi);  welcher  (1)  zu  Null  macht,  nennen  wir  eine  Wurzel 
( W.)  (Auflösung,  solutio)  von  f=0  oder  eine  Nullstelle  von  /*; 
5i>  Ssj  •  •  •  Sm  heissen  nach  gebräuchlicher  geometrischer  Bezeichnung 
die  Koordinaten,   Die  in  Nr.  1  besprochenen  Eigenschaften  zeigen,  dass 


1)  Derartige  Abzahlungen  zum  Zwecke  der  Elimination  hat  Jß.  Bizout  an- 
gestellt, Thäorie  g^närale  des  ^quations,  Paris  1779.  Weitere  AusfOhrungen 
stammen  von  J.-A.  Serret:  Alg^bre  supärieure  1  (troisi^me  ädit.  Paris  1866), 
p.  142  flf.  und  von  E.  Netto,  Algebra  2,  1  (Leipzig  1898). 

2)  Aus  der  Nichtberücksichtigung  dieses  Umstandes  folgt  das  J^u^^'sche 
Paradoxon.  L.  Euler,  Berl.  M^m.  1748,  p.  219  schliesst  z.  B.,  dass  durch  9 
Punkte  einer  Ebene  stets  eine  und  nur  eine  Kurve  dritter  Ordnung  gelegt  werden 
könne;  dies  stehe  dann  im  Widerspruch  zu  dem  Umstände,  dass  zwei  Kurven 
dritter  Ordnung  sich  in  9  Punkten  schneiden  (Nr.  6).  Vgl.  auch  G.  Cramer, 
Analyse  etc.  §  48,  p.  78;  C.  G.  J.  Jacobi,  J.  f.  Math.  15  (1836),  p.  286  =  Werke  8, 
p.  329.  Das  Paradoxon  löst  sich  sofort,  wenn  man  das  Verschwinden  jener  Deter- 
minante aus  Potenzprodukten  der  Koordinaten  beachtet. 
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zwischen  je  N(n,  m)  W.  von  (1)  Relationen  bestehen,  so  dass  also  (anders 
als  für  m  =  1)  die  Gesamtheit  der  W.  einer  Gl.  f(gj^j  jgr^, . . .)  =  0 
nicht  willkürlich  gewählt  werden  kann  (vgl.  Nr.  24). 

Ist  jedes  beliebige  Wertsystem  (Sj, . .  -Sm)  eine  W.  von  (1),  dann 
sind  alle  c  gleich  Null,  d.  h.  es  ist  /*  ^  0.  —  Wenn  ein  Produkt 
mehrerer  gz.  F.  für  jedes  Wertsystem  (5i; .  •  •  tm)  verschwindet,  dann 
ist  mindestens  einer  der  Faktoren  identisch  gleich  NuU. 

3.  Fotensentwickelung  gewisser  rationaler  Fnnktionen.  Über 
die  Entwickelung  gewisser  rationaler  F.  mehrerer  Var.  nach  steigen- 
den und  fallenden  Potenzen  derselben  stellt  C  (r.  J".  Jacobi^)  Unter- 
suchungen an,  deren  Wesen  aus  dem  folgenden,  für  zwei  Var.  ge- 
gebenen Resultate  klar  wird.    Der  erste  (zweite)  Bruch  des  Produktes 


R 


^  ^^^        ax-\-hy  —  t    6iy  +  ^^ — *i 


wird  nach  fallenden  Potenzen  von  x  (von  y)  entwickelt;  dann  liefert 
R(x,  y)  dreierlei  Arten  von  Gliedern:  a)  solche,  in  denen  x  und  y; 
ß)  solche,  in  denen  nur  x;  endlich  y)  solche,  in  denen  nur  y  in  negar 
tiven  Potenzen  auftreten.  Man  kann  J2  =  L«  +  L/^  +  Ly  derart  be- 
stimmen, dass  die  Entwickelung  der  einzelnen  La^  Lß,  Ly  alle  und 
nur  die  einzelnen  Glieder  a)  bezw.  ß)  und  y)  liefert.  —  Femer  werden 
Theoreme  abgeleitet,  wie  das  folgende:  Die  Koeffizienten  von  x^fy^ 
und  von  bezw.  ^^"  in 

L__ L__     und  in     (^^-Hr-^ae^-M)-^ 

{ax  +  byr-^^    (fi,y  +  a,xr-^^  (05,-0,6/*+"-^ 

stimmen  überein.  —  Weitergeführt  sind  diese  Untersuchungen  nicht. 

4.  ICehrfaohe  Wurzeln.  —  Unendlioh  grosse  Wurseln.  Man  kann 
durch  eine  lineare,  umkehrbare  Transformation  eine  gegebene  F.  f  so 
zubereiten,  dass  dadurch  jede  der  neuen  Var.  zu  einem  Grade  aufsteigt, 
die  der  Dimension  der  F.  gleich  wird.  Dadurch  werden  Besonderheiten 
der  Gl.-Form  vermieden,  z.  B.  die,  dass  Wurzeln  von  f=  0  vorkommen, 
bei  denen  nur  einzelne  Koordinaten  unendlich  gross  werden.  Vgl.  Nr.  11. 

Ist  nämlich,  nach  fallenden  Potenzen  von  g^  geordnet, 

und  bedeutet  (^, ...  5m)  eine  W.  von  q>Q  =  0,  so  nennt  man  auf 
Grund  einer  Grenzbetrachtung  oder  der  Einführung  von  y^  =  1 :  jerj 
auch  (oo,  tif . , .  im)  eine  W.  von  f=0.  Durch  die  erwähnte  Substitu- 
tion kann  man  es  erreichen,  dass  keine  W.  existiert,  welche  gleich- 
zeitig endliche  und  unendliche  Koordinaten  hat. 

3)  J.  f.  Math.  5  (1830),  p.  344  =  Werke  3,  p.  67. 
Sno/klop.  d.  math.  Wiitensch.  L  17 
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Ist  f  homogen^  und  (5i,  f», . . .  &»)  ein©  W.  von  f==0,  so  ist  för 
jedes  Q  auch  (g^p,  ^p,  • . .  Smp)  eine  W.  von  f=0. 

Ist  f  nicht  homogen,  und  ordnet  man  es  nach  homogenen  Kom- 
plexen von  Gliedern  fallender  Dimensionen: 

ist  femer  (Si,  6^, . . .  &»)  ©ine  W.  der  homogenen  Gl.  gn  =  0,  dann  ist 
für  p  =  oo  auch  (f^p,  ^p, . . .  f^p)  eine  W.  von  f=  0;  oder  auch, 
&i  :&:**'•  &n  giebt  das  Verhältnis  der  Koordinaten  einer  unendlich 
grossen  W.  von  f=0.  Ist  gn  eine  „definite  Form%  d.  L  hat  es 
ausser  (0,  0, . . .)  keine  reellen  Nullstellen,  dann  liegt  f=0  ganz 
im  Endlichen. 

Der  Teilbarkeit  von  f{g)  durch  (jsr  —  J),  wenn  t  eine  W.  von 
f{0)  =  0  ist,  stellt  sich  hier  als  Analogon  zur  Seite,  dass  wenn 
(Si;  •  •  •  &n)  eine  W.  von  (1)  ist,  dann  Gleichungen  der  Form 

f{^17  •  •  •  ^m)  =  K  —  ti)Xi  +  (^2  —  S2)Z2  H h  (^m  —  Sm)  «m 

bestehen*).  Hat  jedes  Xi=^0,.,.Xm  =  0  wieder  dieselbe  W.  (fi? •  •  •  tm), 
dann  kann  ähnlich  weiter  auf  verschiedene  Weise 

gesetzt  werden.  In  diesem  Falle  heisst  (Si, . .  •  &n)  eine  Doppdwurzd, 
In  gleicher  Weise  kann  man  Wurzeln  höherer  Muliiplizitäten  definieren. 
Für  eine  (^-fache  W.  verschwinden  mit  f  zugleich  alle  Ableitungen 
bis  inclusive  der  (p  —  1)*«°.     Vgl.  Nr.  11  und  Nr.  17. 

5.  Beduktibilität  und  IrredukübUität.  f  heisst  reduktibd  (red.) 
oder  irreduktibel  (irred.),  je  nachdem  es  als  ein  Produkt  ähnlicher 
Faktoren  wie  f  dargestellt  werden  kann  oder  nicht.  Anders  als  bei 
einer  einzigen  Var.  gilt  hier  der  Satz,  dass  auch  bei  beliebig  erwei- 
tertem Rationalitätsbereiche  allgemeine  F.  nicht  in  (lineare)  Faktoren 
zerlegbar  sind^).    Ob  eine  gegebene  F.  red.  ist  oder  nicht,  kann  prak- 

4)  Xr.  Kronecker ^  Berl.  Ber.  1866,  p.  687  hat  diese  Form  seinen  Unter- 
suchungen über  Interpolation  zu  Grunde  gelegt. 

6)  Über  die  Zerlegbarkeit  bei  w  =  2  vgl.  S.  H.  Aronhold,  J.  f.  Math.  56(1858), 
p.  97;  F.  Brioschi,  Ann.  di  mat.  (2)  7  (1876/76),  p.  189;  A,  Thaer,  Math.  Ann. 
14  (1879),  p.  646.  Die  Frage  nach  den  Bedingungen  des  Zerfallens,  sowie  nach 
den  Faktoren  der  zerfällbaren  Formen  wird  mit  Hülfe  der  Theorie  der  symme- 
trischen Funktionen  mehrerer  Grössenreihen  von  JPV.  Junker  behandelt,  Math. 
Ann.  46  (1894),  p.  1,  der  an  Untersuchungen  von  A.  Brül,  Gott.  Nachr.  Dez. 
1893,  p.  757  anknüpft.  Das  gleiche  Problem  behandelt  P.  Gordan,  Math.  Ann. 
46  (1894),  p.  410,  unter  Verwendung  gewisser  Differentialprozesse,  besonders  für 
temäre  Formen.  Vgl.  weiter  Brut,  Math.  Ann.  60  (1898),  p.  167;  femer  J,  Ha- 
damard,  Bull.  soc.  math.  27  (1899),  p.  84. 
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tisch  entweder  so  untersucht  werden^  dass  man.  substituiert:  ^i  =  ^; 
j?g  =  ^*,  jSTj  ==<«*,..  .  und  dabei  q  so  hoch  nimmt,  dass  alle  Potenz- 
produkte in  /*  als  Potenzen  von  t  verschiedene  Exponenten  erhalten; 
dann  die  neue  F.  der  einen  Yar.  t  auf  ihre  Reduktibilitat  untersucht, 
und  von  den  etwa  gefundenen  Faktoren  in  t  auf  solche  in  den  z  zurück 
zu  gehen  sucht  ^);  oder  man  kann  das  Kronecker'selie  Verfahren  bei  einer 
Var.,  welches  sich  auf  die  Lagrange^sche  Interpolationsformel  stützt''), 
direkt  auf  den  Fall  mehrerer  Var.  erweitem. 

Die  Ableitung  des  grössten  gemeinsamen  Teilers  (gr.  gm.  T.)  ist 
auch  für  w  >  1  mit  Hülfe  des  JSwiiwf sehen  Algorithmus  möglich  (vgl. 
IB  la  Nr.  12).  Bei  den  hier  nötigen  Divisionen  wird  eine  der  Var. 
etwa  iSi  bevorzugt;  dadurch  treten  gebrochene  F.  der  anderen  ^29  ^a-  -  - 
auf,  deren  sonst  störender  Einfluss  durch  eine  vorläufige  Transforma- 
tion  (Nr.  4)  beseitigt  werden  kann  (vgl.  auch  Nr.  10  das  Zo&o^'sche 
Theorem).  XJber  die  bei  dem  Algorithmus  der  fortgesetzten  Division 
auftretenden  Hülfsfunktionen  gelten  ähnliche  Sätze  wie  bei  einer  Var. 
(I  6  la  Nr.  12).  Dasselbe  gilt  für  die  Darstellung  des  gr.  gm.  T.  als 
einer  homogenen  linearen  F.  der  gegebenen  F. 

Durch  Erweiterung  kommt  man  zu  dem  Satze,  dass  wenn  T 
der  gr.  gm.  T.  von  /i,  f^,  /i, . . .  ist,  dann  Polynome  P^,  Pg, ...  ge- 
funden werden  können,  welche  eine  Gl. 

fiPi  +  f,P»  +  f»P, -\- T.9 

befriedigen,  in  der  O  nicht  mehr  aUe  Var.  g  enthält. 

Jetzt  ist  die  Ableitung  der  Hauptsätze  über  irred.  F.  möglich;  sie 
gestaltet  sich  in  diesem  Gebiete  viel  umständlicher  als  bei  einer  Var. 
und  sie  wird  im  allgemeinen  auf  den  Schluss  von  n  auf  (n  -|-  1)  auf- 
gebaut®). 

Es  zeigt  sich,  dass  die  Zerlegung  in  irred.  Faktoren  eindeutig 
ist.  —  Eine  irred.  F.  g  teilt  entweder  die  beliebige  F.  f  oder  ist  zu 
ihr  teilerfremd.  —  Ist  (/i  •  f^)  durch  eine  irred.  F.  g  teilbar,  so  ist 
mindestens  einer  der  Faktoren  /i,  f^  durch  g  teilbar.  —  Ist  f  in  zwei 
Faktoren  zerlegbar,  die  in  e^  ganz  und  in  b^j  hi  -  -  -  i*&tional  aber 
gebrochen  sind,  dann  giebt  es  auch  eine  Zerlegung  von  /)  in  welcher 
beide  Faktoren  gz.  F.  aller  e  sind ;  (rowss'scher  Satz  (vgl.  I B  1  a 
Nr.  13).  —  Verschwindet  f{e^,. . .)  für  alle  W.  von  fl'(^i, •  •  )  =  0,  dann 
ist  f  durch  jeden  einzelnen  irred.  Faktor  von  g  teilbar^),  und  also 

6)  L.  Kronecker,  Grundlagen  einer  arithm.  Theorie  u.  s.  w.  §  4. 

7)  Netto,  Algebra  2,  1.    Vgl.  IB  la  Nr.  8  und  Nr.  10. 

8)  J.  Molk,  Acta  math.  6  (1885),  p.  1 ;  JJ.  Weher,  Algebra  1 ;  Netto,  Algebra  2, 1. 

9)  J.  J.  Sylvester'B  „logic  of  characteristics",  Cambr.  Dubl.  Math.  J.  6  (1851), 
p.  186;  bewiesen  von  0.  Holder,  Böklen  math.  nat.  Mitt.  1  (1884),  p.  60;  von 

17* 
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wird  eine  Potenz  von  f  durch  g  selbst  teilbar  werden.  Dieser 
Satz  hat  eine  wesentliche  Erweiterung  durch  D.  Hubert  erfahren^®); 
wir  heben  hier  den  für  geometrische  Anwendungen  wichtigsten  Fall 
seines  allgemeinen  Theorems  heraus:  Wenn  f  für  alle  Wertsysteme 
jßfi,  jßfj, . . .  Zn  verschwindet,  welche  ^^  =  0,  jr^  =  0, . . .  jf^  =  0  machen, 
dann  giebt  es  einen  Exponenten  r  derart,  dass  die  Potenz  f^  linear 
und  homogen  durch  g^  92,  -  -  -  gm  darstellbar  wird. 

Ein  anderer  wichtiger,  auf  die  Irreduktibilität  bezüglicher  Satz 
stammt  gleichfalls  von  Hubert^):  Wenn  f^z^,  e^, . . .;  1>,  2, . . .)  eine 
irred.  gz.  ganzzahlige  F.  der  Veränderlichen  j?^,  z^,  ...  und  der 
Parameter  p,  q,  ^ .  -  bezeichnet,  so  ist  es  stets  auf  unendlich  viele 
Weisen  möglich,  für  die  Parameter  p,  q,  -  -  -  gz.  rationale  Zahlen  ein- 
zusetzen, so  dass  dadurch  die  Funktion  in  eine  irred.  F.  der  Ver- 
änderlichen je?i,  j?2, . . .  übergeht.  Dieses  Theorem  ist  z.  B.  für  die 
Gahis^Bche  Theorie   der  Oleichungen  von  grundlegender  Bedeutung. 

Hier  muss  femer  ein  Satz  von  E,  Bertini,  Lomb.  Bend.  (2)  15, 
p.  24  (1882,  Jan.)  angeführt  werden,  mit  dem  sich  auch  J,  Lüroth, 
Math.  Ann.  42  (1893),  p.  457;  44  (1894),  p.  539  beschäftigt:  ZerfäUt 
f(hf '  • .;  ^;  ^2, . . .)  in  Bezug  auf  die  e  bei  unbestimmten  Parametern  x, 
so  lässt  sich  von  f  ein  Faktor  abspalten,  der  nur  die  g  enthält, 
oder  f  kann  mit  Hülfe  einer  GL,  deren  Eoef&zienten  linear  in  den  x 
sind,  in  ein  Produkt  von  gz.  F.  zerlegt  werden,  die  einem  und  dem- 
selben Büschel  angehören. 

6.  Elimination.  Bözout*8ohe  Methode.  Sind  allgemein  m  61. 
/i  =  0,  .../!„  =  0  von  den  Dimensionen  n^,  n^,  ^ .  ^nm  mit  m  Unbe- 
kannten z^y , . .  0m  vorgelegt,  so  heisst  (Si, . . .  fm)  eine  Wurzd  dieses 
Gleichungssystems,  wenn  die  Substitution  (jg^,  , . ,  Zm)  =  (Xu  -  -  -  tm) 
alle  Gl.  /i  =  0  befriedigt.  Es  fragt  sich,  ob  jedes  System  W.  besitzt, 
wie  viele,  und  wie  sie  bestimmt  werden  können. 

Der  Bezaui^sche  Satz  besagt,  dass  im  allgemeinen  Falle  W.  exi- 
stieren, und  dass  die  Zahl  dieser  W.  gleich  dem  Produkte  (n^-  n^--  Hm) 


Weber,  Netto.  —  Ober  die  Reduktibilität  vgl.  den  eingehenden  Aufsatz  von  W. 
Fr.  Meyer,  Math.  Ann.  30  (1887),  p.  30,  in  welchem  es  sich  um  die  Lösung  fol- 
genden Problems  handelt:  Sind  /"©(i), . . .  f^(l)  linear  unabhängige,  ganze  F.  von  1, 
so  sollen  die  Grössen  Uq,  .  .  .  u^  als  gz.  F.  von  n  Yariabeln  ^ ,  i^tv  •  •  •  f^n  ^^ 

bestimmt  werden ,  dass  Wo  /i  +  **i  /i  H +  **d  ^d  reduktibel  in  l  wird.     Siehe 

auch  TT.  Fr.  Meyer,  Münch.  Ber.  1886,  p.  416. 

10)  Vgl.  M.  Noether,  Math.  Ann.  6  (1872),  p.  361;  E.  Bertini,  ib.  34  (1889), 
p.  460 ;  E.  Netto,  Acta  math.  7  (1886),  p.  101 ;  D.  Hilbert,  Math.  Ann.  42  (1892),  p.  320. 

11)  J.  f.  Math.  110  (1892),  p.  104.    Der  Beweis  stützt  sich  auf  Reihenent- 
wickelungen der  Wurzeln;  vgl.  Nr.  10. 
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der  Dimensionen  n^,  n^, ...  der  gegebenen  Gl.  sei.  Für  den  Fall  m  =  2 
wurde  das  Theorem  zuerst  von  C.  Mac  Laurin  ausgesprochen^'); 
6r.  Cramer^^)  und  Euler  ^^)  versuchten,  Beweise  für  diesen  Fall  zu 
geben.  Der  erste,  wenigstens  seinem  Prinzipe  nach  ausreichende  Be- 
weis für  den  allgemeinen  Satz  wurde  von  B^eout  geliefert^*);  dieser 
erkannte  zuerst  und  sprach  es  aus,  „dass  nicht  eine  allmälige,  sondern 
nur  eine  gleichzeitige  Elimination  von  (m  —  1)  der  m  Variablen  zum 
richtigen  Grade  der  Endgleichung  oder  der  Eliminante  führen  konne^^. 
Bei  allmählicher  Elimination  treten  nämlich  stets  fremde  Losungen 
auf^^).  Bezout  zeigt  durch  eine  Eonstantenabzählung  (vgL  Nr.  1) 
die  Möglichkeit,  m  gz.  F.  9^,  9^7  •  •  •  9>m  der  Yar.  so  zu  bestimmen, 
dass  die  Summe 

flVl  +  ^29^2  H f-  ffn9m  =  -BC^l) 

von  jPg,  j»3, . . .  ^m  frei  wird.  Die  W.  von  B(gi)  =  0  geben  dann  die 
;erj- Koordinaten  der  W.  des  Gleichungssystems.  Die  Bestimmung  der 
q>i  hängt  von  linearen  Gl.  ab,  deren  Anzahl  diejenige  der  Unbekannten 
übertriflft.  Aus  einem  besonderen,  einfachen  FaUe  wird  dann  die  Auf- 
losbarkeit  des  Systems  der  linearen  Gl.  erschlossen^^.  J,  LioumUe^^) 
bemerkte  zuerst,  dass  noch  zur  Vervollständigung  der  Methode  zu 
beweisen  bleibt,  dass  zu  jeder  einfachen  W.  ^  von  It{z^  =  0  auch 
eine  einzige  W.  (g^,  ^, . . .  gm)  des  Systems  gehöre,  und  füllte  diese 
Lücke  aus.  Bezout  wendete  (1.  c.)  seine  Methode  gleichfalls  auf  un- 
vollständige Gl.  und  auf  Gl.  von  besonderer  Form  an.  Es  ist  dabei 
der  Satz  unerlässlich,  dass  jede  gz.  F.  der  W.  so  reduziert  werden 
kann,  dass  g^  höchstens  bis  zum  Grade  (n^  —  1),  femer  £,  höchstens 
bis  zum  Grade  {n^  —  !);•••  aufsteigt  ^^). 

Das  obige  B{z^  wird  passend  als  Eliminante  bezeichnet;  natür- 
Uch  kann  sich  die  Bildung  der  Eliminante  auf  jede  der  Yar.  beziehen. 

12)  Geometria  organica  (Lond.  1720),   Sect.  Y.  Lemn.  8.  Gor.  1. 
18)  Introduction  ä  Tanalyse  etc.   (Q^n^ve  1750.)   Append.  V. 

14)  Berl.  Hist.  1748,  p.  234—248. 

15)  Gours  de  math.  ä.  Tusage  des  Qardes  du  Pavillon,  an.  1764/69,  p.  209.  — 
Theorie  gänärale  des  ^quat.  alg^r.   (Paris  1779.) 

16)  Vgl.  Netto,  Algebra  2,  1,  p.  98. 

17)  Vgl.  C.  Schmidt,  Zeitschr.  f.  Math.  31  (1886),  p.  214,  wo  nachgewiesen 
wird,  dass  dieser  Schluss  nicht  ohne  weiteres  richtig  ist,  und  wo  eine  Ergänzung 
desselben  geliefert  wird. 

18)  J.  de  Math.  6  (1841),  p.  359.  Auch  die  LiouviUe'Bchen  Schlüsse  bedürfen 
einer  Prazisierung,  die  C.  Schmidt  ebenfalls  (1.  c.)  giebt. 

19)  Serret -Wertheim,  Algebra  1,  §  69.  Dieses  Theorem  lässt  sich  nicht,  wie 
z.  B.  H.  Laurent  es  unternimmt  (Trait^  d'Alg^bre,  Paris  1894),  durch  allmälige 
Elimination  erledigen,  und  tritt  in  dieser  Beziehung  dem  .B^out'schen  Satze 
zur  Seite. 
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7.  PoiBson'sohe  Methode.  —  Eliminante.  8.  D.  Poissan^)  ver- 
offenÜichte  1804  eine  andere  Methode,  die  er  selbst  in  der  Einleitung 
seiner  Abhandlung  für  eine  Erweiterung  der  von  Gramer  (L  c.)  bei 
m  ==s  2  benutzten  erklart.  Er  stützt  sich  bei  der  Durchführung  der 
Elimination  auf  die  Theorie  der  von  Ch.  Ä.  Vandermande*^)  unter- 
suchten symmetrischen  F.  mehrerer  Reihen  von  Grossen  (vgl.  Nr.  26) 
und  verwendet  gleichzeitig  den  von  Gramer  (1.  c)  eingeführten  B^priff 
des  Gewichtes  (I  B  2)  einer  F.  —  Poisson  denkt  sich  die  (m  —  1) 
ersten  .Gl.  /i  =  0  nach  js^,  z^, . .  Zm  aufgelöst.  Ihre  W.  (&x,  &x,  • .  •  U«) 
werden  sämtlich  in  ftn  eingetragen,  und  da  sie  algebraische  F.  von  z^ 
sind,  so  wird  das  über  alle  W.  erstreckte  synmietrische  Produkt 

rational  durch  die  Koeffizienten  von  fi, . ,  .fm  und  durch  z^^  darstellbar. 
Es  ist  dies  die  Eliminante,  Schwierigkeiten  treten  bei  der  Ableitung 
dadurch  auf,  dass  die  ganzen  symmetrischen  F.  der  (t^xy  •  •  •  Sm»)  g^ 
brochene  Ausdrücke  der  Koeffizienten  von  /i,...^«— i  werden,  bei 
denen  Potenzen  einer  nur  von  den  Konstanten  abhangigen  gz.  F. 
Po  in  den  Nenner  treten  können. 

8.  Oayley'sohe  und  Sylvester^sohe  Methode.  Ä.  Cayley^  hat  die 
zweite  Eukr'^aAiQ  Methode  der  Elimination  bei  einer  GL  einer  Var. 
auf  Systeme  von  Gl.  mit  mehreren  unbekannten  auszudehnen  versucht 
(vgl.  IB  la  Nr.  16).  Er  multipliziert  in  Erweiterung  jener  Methode 
samtliche  gegebenen  F.  fi  der  Reihe  nach  mit  allen  Potenzprodukten 
aller  Unbekannten  von  0**',  1**",  . . .  Dimensionen,  bis  er  Gl.  in 
solcher  Anzahl  erhält,  dass  sie  die  Anzahl  der  Potenzprodukte  in 
denselben  übertrifft;,  was  nach  den  Abzahlungen  in  Nr.  1  stets  mög- 
lich ist.  Betrachtet  man  die  einzelnen  Potenzprodukte  als  unab- 
hängige Var.,  so  entsteht  ein  System  linearer  Gleichungen;  eliminiert 
man  alle  Potenzprodukte  aus  einer  passenden  Zahl  dieser  Gl.,  dann 
erhält  man  ein  Vielfaches  der  Eliminante.  Es  kommt  aber  darauf  an, 
sie  selbst  frei  von  fremden  Faktoren  darzustellen.  Dies  wird  von 
Cayley  auf  folgende  Frage  der  Theorie  homogener,  linearer  Gl. 
hinausgespielt:  „Zwischen  n  Unbekannten  bestehen  n^  homogene 
lineare  Gl.;  zwischen  deren  Polynomen  bestehen  n^  homogene  lineare 
Relationen;  zwischen  deren  Polynomen  wiederum  n^  Relationen  u.  s.  f. 

20)  J.  tc.  Polyt.  4,  Cah.  11  (an  X),  p.  199. 

21)  Par.  Mäm.  1772,  II  prt.,  p.  516  «»  Abhandlungen,  deutsch  von  C.  lUtg- 
8Ökn^  Berl.  1888,  p.  85. 

22)  Cambr.  Dubl.  Math.  J.  2  (1847),  p.  62;  ibid.  3  (1848),  p.  116  =  Coli. 
Pap.  1,  p.  269,  370. 
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bis  Hr.  Dabei  ist  w  <  w^;  n  >  w^  —  «,;  n  <  «^  —  w,  +  **87  •  *  * 
n  =  n^  —  Wj  +  Wj  —  •••4:nr.  Es  sollen  die  charakteristischen  Be- 
dingungen dafür  aufgesucht  werden^  dass  das  System  durch  n  von  0 
verschiedene  Werte  der  Unbekannten  befriedigt  werden  kann."  G,  Sal- 
mon  giebt**)  eine  ungenügende  Herleitung  für  das  Cayley' sehe  Resultat; 
dies  ist  wahrscheinlich  richtig^  aber  noch  unbewiesen.  Das  Kriterium 
besteht  in  dem  Verschwinden  eines  Quotienten  aus  zwei  Determi- 
nantenprodukten. In  dieser  Gestalt  tritt  dann  auch  die  reine  Elimi- 
nante  des  Gl.-Systems  bei  Cayley  auf. 

J,  Sylvester^)  hat  in  anderer  Art^  aber  gleichfalls  nicht  bindend, 
die  Eliminations-Aufgabe  für  m  =  3;  ni  =  «g  =  W3  und  m  =  4;  n^  =  •  •  • 
=^n^=^2  gelöst.  Er  ordnet  die  Tenne  in  verschiedener  Weise  an, 
bildet  lineare,  homogene  Gl.  aus  ihnen  und  zieht  die  Determinanten 
der  Aggregate  zu  Hülfe.  Es  fehlt  hierbei  jedoch  der  notwendige  Nach- 
weis dafür,  dass  die  erhaltenen  Relationen  von  einander  unabhängig 
seien  ^). 

9.  Eroneoker'BOhe  Methode.  —  StufenzahL  Kronecker^^)  hat  das 
Eliminations-Problem  so  aufgefasst,  dass  er  über  die  Zahl  der  GL  und 
die  der  Unbekannten  keine  Voraussetzungen  macht,  sondern  die  allge- 
meine Frage  formuliert:  Welche  Einschränkungen  üben  die  vorgelegten 
61.  auf  die  sonst  unbeschränkte  Mannigfaltigkeit  (^i;  ^2'  *  *  *  ^m)  aus? 
Dazu  tritt  die  zweite  Frage:  Wie  viele  Gl.  sind  höchstens  notwendig, 
um  jede  durch  Gl.  definierte  Mannigfaltigkeit  rein  d.  h.  ohne  fremde 
Punkte  (5i,  6», . . .  Sm)    darzustellen. 

Die  Kronecker' ^chA  Methode  geht  so  vor:  Es  wird  f^^=  B^F^y 
^  =  JZjJP^,  •  •  •  /*m  =  J^i^m  gesetzt,  wobei  JB^  der  gr.  gm.  T.  der  f  sein 
mag;  von  vielfachen  Faktoren  soll  stets  abgesehen  werden.  Dann  liefern 
die  JP  =  0  nebst  JJ^  =  0  das  Gleiche  wie  die  /i  =  0,  abgesehen  von 
der  Multiplizität  der  W.   Mit  Hülfe  unbestinmiter  Parameter  werden  die 

beiden  Gl.  u^F^  +  u^F^  -\ 1-  u^Fm  =  0  und  v^F^  +  v^F^  -^ 

+  v^Fm  =  0  gebildet,  und  aus  beiden  wird  z.  B.  Zm  eliminiert.    Man 


23)  Lessons  introd.  to  the  modern  higher  Algebra  (4.  ed.).  Dublin  1885,  §  93. 

24)  Cambr.  Dublin  Math.  J.  7  (1852),  p.  68. 

25)  „Über  e.  Eliminations-Problem  nach  Sylvester'w^h&r  Methode  behandelt*^ 
siehe  Sylvester,  Cambr.  Math.  J.  2  (1841),  p.  232.  Th,  Muir,  Edinb.  Proc.  20 
(1895),  p.  300.  Cayley,  ibid.  306  =  Pap.  13,  p.  545.  Es  handelt  sich  dabei  um 
die  Elimination  aus  den  Gl.  ay*  —  2Cia;y  +  6a;*=  0,  &«•  —  ^diyz  -\-cy*  =  0, 
ex*  —  2biZX  -{-  az*  =  0]  und  die  Eliminante  tritt  als  Diskriminante  von 
a{"  +  6*j"  +  «f'  +  2fl4T]t  +  26it|  +  2CiSi2  =  0   auf. 

26)  Grundzüge  einer  arithm.  Theorie  u.  s.  f.  J.  f.  Math.  92  (1882),  p.  1.  Vgl. 
auch  die  ausführlichen  Erläuterungen  von  /.  Molk  (1.  c). 
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ordnet  die  Eliminante  nach  Potenzprodukten  der  u  und  v  und  be- 
zeiclinet  die  dabei  auftretenden  Koeffizienten  mit  ^i,  ^s'  *  *  *  *  Dann  geben 
die  so  erhaltenen  Gl.  gx=0  dasselbe  wie  die  Gl.  Fi=0.    Es  wird  nun 

wieder  g^  =  -ßg^i?  ä  =  J^G^a»  ffz  =  -ßg^s;  *  * '  gesetzt;  auch  hier 
wird  Yon  vielfachen  Faktoren  abgesehen.  Dann  sind  die  /^  >==  0  durch 
jRj  •  JSjj  =  0  nebst  (?!  =  0,  ß^  ==  0,  •  •  •  ersetzt,  u.  s.  f.  Hierdurch 
entsteht  schliesslich  die  Gesamtdiminante  in  der  Form  J2^  •  JS^  •  •  •  JS^  =="  0, 
wobei  Ba{s!i,  "  '  Zm^tt-\-i)  =  ^  eine  Mannigfaltigkeit  der  a*®°  Dimen- 
sion liefert;  diese  einzelnen  Ra  sind  die  Teüdiminanten.  Die  Gesamt- 
eliminante  zerfallt  also  hierbei  nach  den  Dimensionen  aller  verschie- 
denen  durch   die   /i  =  0    gleichzeitig    dargestellten   Gebilde. 

So  kommt  der  Begriff  der  Stufe  des  Modülsystems  fitf^f-'fn 
zu  stände*').  Es  heisst  ein  System  /*j  =  0,  /"^  =  0, . . .  von  der  m*^ 
Stufe,  wenn  sämtliche  Wurzeln  feste  Koordinaten  haben,  d.  h.  eine 
Mannigfaltigkeit  0^*^  Dimension  bilden.  Das  System  heisst  von  der 
(m  —  l)*®**  Stufe,  wenn  die  Wurzeln  eine  Mannigfaltigkeit  erster  Di- 
mension ausmachen;  kommen  ausser  dieser  Mannigfaltigkeit,  mit  ihr 
verbunden  noch  einzelne  W.  mit  festen  Koordinaten  vor,  dann  heisst 
das  System  gemischt,  andernfalls  ist  es  ein  reines  System.  In  gleicher 
Weise  kann  man  weiter  gehen.    Vgl  Nr.  11. 

Wie  schon  angedeutet  wurde,  leidet  die  Kronecker'aciie  Behandlung 
an  dem  Mangel,  dass  die  Multiplizität  der  Lösungen  nicht  genügend 
berücksichtigt  wird. 

Auf  die  zweite  der  oben  aufgeworfenen  Fragen  erhält  man  die 
Antwort,  dass  vermittelst  (m  +  1)  Gl.  jedes  durch  eine  beliebige 
Anzahl  von  Gl.  definierte  Gebilde  von  m  Var.  rein  dargestellt  werden 
könne;  es  tritt  natürlich  (w  -f- 1)  nur  als  Maximalzahl  auf.  Ein  Bei- 
spiel hierzu  giebt  für  w=3  K  Th.  Vahlen,  J.  f.  Math.  103  (1891),  p.  346. 

10.  Minding'sohe  BegeL  —  Labatie^s  Theorem.  Nach  diesen 
allgemeinen  Erörterungen  über  Elimination  wollen  wir  zwei  für  zwei 
Gl.  fi  =  0,  f^  =  0  mit  zwei  Var.  wichtige  Untersuchungen  hervor- 
heben. Zunächst  gehen  wir  auf  die  Minding^sahe  Regel  ein^^).  Diese 
Regel  stellt  den  Grad  der  Eliminante  bei  gegebenen  Gl.  fest;  sie  stützt 
sich  auf  die  Entwickelung  aller  einzelnen  W.  z^  einer  der  Gl.  etwa 
/i(^i>  ^2)  =  0;  nämlich  g^i,  ^u?  •  •  •  wa<;A  fallenden  Potenzen  von  z^. 
Eine  solche  Entwickelung  geschieht  am  einfachsten  nach  dem  Schema, 


27)  Kronecker,  Grundzüge  §  20   u.  §  21;  J.  f.  Math.  99   (1886),   p.  336. 
J.  Molk,  Acta  math.  6  (1885),  Chap.  m. 

28)  J.  f.  Math.  22  (1841),  p.  178;  ibid.  81  (1846),  p.  1;  i.  /.  Magnus,  ibid. 
26  (1843),  p.  365 ;  E,  F.  A,  Minding,  ibid.  27  (1844)  p.  379. 
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welches  durch  das  Newton' sehe  Polygon  gegeben  wird*^).  Meist  reicht 
fOr  den  angegebenen  Zweck  die  Kenntnis  der  Ordnung  des  Anfangs- 
gliedes jeder  Entwickelung  aus.  Hat  man  die  ersten  Glieder  der 
Entwickelungen  berechnet^  dann  liefert  nach  Substitution  derselben  in 
das  Poisson^sche  Produkt  /i(Su,  ^2)fi(iiit  ^2)  •  •  •  ^^^  Abzahlung  den 
Grad  der  Eliminante  nach  z^-  Man  kann  die  Eliminante  selbst  be- 
rechnen, wenn  man  die  Entwickelungen  soweit  benutzt,  als  in  das 
Produkt  positive  Potenzen  von  g^  eintreten.  Die  Bestimmung  ist 
hier  bequemer  als  bei  den  übrigen  Methoden,  welche  sämtlich  kom- 
pliziertere Rechnungen  erfordern. 

Eine  andere  Regel,  welche  Minding  giebt  (J.  f.  Math.  31),  zeichnet 
sich  dadurch  vor  dei  ersten  aus,  dass  sie  eine  Formel  liefert,  welche 
die  Koeffizienten  von  f^  und  f^  symmetrisch  enthäli 

Das  Zo&o^'sche  Theorem^)  ist  wichtig  für  die  Elimination,  wieil  es 
die  Methode  des  gr.  gm.  T.  benutzt,  dabei  aber  die  fremden  Faktoren, 
welche  bei  den  fortgesetzten  Divisionen  auftreten,  wieder  zu  entfernen 
weiss  (vgl.  Nr.  5).  Es  tritt  zugleich  die  Zerlegung  der  Eliminante  in 
Faktoren  ein.  Die  Methode  gilt  auch  noch,  wenn  die  beiden  Gl.  viel- 
fache W.  besitzen.  Sie  beruht  auf  folgendem:  Sind  foijs^,  8^,  fii^u  ^2) 
die  gegebenen  F.,  so  fiihrt  das  Schema  des  gr.  gm.  T.  nach  z^  auf 
eine  Reihe  von  Gl.  der  Form: 

fxi^x  =  /i-f  1  qx+i  —  /i+29a+2         (A  =  0, 1,  2, . . .) , 

in  denen  die  f  und  die  q  gz.  in  z^,  z^\  die  q>  und  die  ^  gz.  in  z^  und 
gebrochen  in  z-^  sind.     Bezeichnet  man  den  gr.  gm.  T.  von 

^1,  93  mit  d^',    von  '^^,  ip^  mit  e^;    von  ^'/' ^' ,  ^ß  mit  (i,;  . . . 

dann  gilt  der  Satz,  dass  jede  W.  von  /[,  =  0,  /i  =  0  auch  eines  der 
Systeme  fi  =  0,  ,  "^  =  0  befriedigt,  und  dass  umgekehrt  die  W. 
aller  dieser  Systeme  auch  sämtliche  W.  von  /J^  =  0,  /i  =  0  geben. 


29)  Opuscula  ed.  Castillon  1,  p.  12  u.  39;  Method  of  fluxions,  ed.  J.  Cohon^ 
London  1736,  §  29.  Vgl.  Br,  Taylor,  Method.  incrementorum,  Lond.  1716.  — 
/.  P.  de  Gua  ersetzte  das  Parallelogramm  durch  ein  Dreieck  „le  triangle  alg^- 
brique",  üsage  de  1* Analyse,  Paris  1740,  p.  24 ff.;  G,  Gramer,  Introduct.  a  T Ana- 
lyse, Gen^ve  1750,  benutzt  dasselbe  als  „triangle  analytique^*  (Chap.  VII)  und 
bezieht  sich  dabei  (§  92)  auf  Newton  und  Stirling,  Lineae  3^  ordinis,  Ozon.  1717. 
—  Vgl.  die  Darstellung  von  C.  Jordan  in  seinem  „Cours  d'analyse"  1,  Paris  1882, 
p.  89;  2.  Aufl.  1898,  p.  90;  von  E.  Baltzer,  „Analyt.  Geometrie",  Leipzig  1882,  §  39, 
von  F,  Lmdemann-Ä.  Clehsch,  Geometrie,  Leipzig  1876,  p.  331  und  von  E.  Netto, 
Algebra  2,  §  369. 

30)  Methode  d' Elimination  par  le  plus  grand  common  diviseor.  Paris  1835, 
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11.  Vielfache  und  unendliche  Wtmeln  eines  Gleichnngasystems. 

In  die  Behandlung  des  Eliminations-Problems  führte  gelegentüch  8.  D. 
Poisson^^)  und  später  bei  seinen  Untersuchungen  systematisch  J.  Lim^ 
viUe^^  eine  wesentliche  Vereinfachung  ein  durch  die  Substitution 
einer  Grösse  x  vermittelst  der  Gl. 

in  welcher  die  x  unbestimmte  Parameter  bedeuten.  Substituiert  man 
nämlich  x  an  Stelle  einer  der  Var.,  z.  B.  an  Stelle  von  z^  in  die  vor- 
gelegten GL,  und  eliminiert  aus  ihnen  z^f^^Zm,  so  bleibt  eine  Eliminante 
Ria  X  zurück.  R(x)  =  0  hängt  in  den  Koeffizienten  von  x^^ . . .  x^  ab; 
setzt  man  x«  =  1  und  die  übrigen  x  gleich  Null,  so  entsteht  die 
Eliminante  für  Za-  Ist  R{x)  =  0  gelöst^  wobei  sich  zeigt,  dass  Ii(x) 
in  lineare  Faktoren  nach  x^,  x^, . . .  Xm  zerfällt,  dann  liefert  dieselbe 
Substitution  aus  den  W,  x^yX^,,,,  die  W.-Koordinaten  der  Za-  Die  Dar- 
stellung der  gia,  tiaf  "'tma  »US  Xa  ist  auch  in  der  Form  S^a=jB;«(i«?a) 
möglich.     Damit  ist  auch  das  dritte  Problem  aus  Nr.  6  erledigt. 

Die  Einführung  des  x  ist  ausserdem  dadurch  von  Wichtigkeit, 
dass  R(x)  in  relativ  einfacher  Weise  die  symmetrischen  Funktionen  der 
Grössen  Si«,  &a; . . .  Sma,  (a  =  l,2,  ...Ä)  giebt,  sobald  man  die 
Koeffizienten  von  R(x)  als  Formen  der  x^,  x^, . . .  x„»  auffassi 

Femer  bietet  sich  bei  der  Einführung  von  R{x)  die  Definition 
der  Multiplizität  einer  W.  des  Systems  von  selbst  dar.  Hat  R(x)  =  0 
eine  g-fecbe  W.  a;  =  |,  so  ist  das  zugehörige  (£i,  ^, ...  &«)  eine  q-fache 
Wurzel  der  Gl  A  =  0,  ^^  ==  0,  .  .  .  /"^  =  0;  vgl.  Nr.  17.  —  Ist 
(5i;  &>•••&»»)  eine  g^- fache  W.  von  f^  =  Oy  eine  q^-fsche  W.  von 
ti  =  ^;  ^-  8-  ^'}  dann  ist  es  eine  mindestens  (?i  •  fe  •  •  •  g^m)-fftche  W. 
des  gesamten  Gl.-Systems^^).  Dieser  Satz  ist  für  die  Theorie  der 
Schnittpunkte  bei  geometrischen  Gebilden  von  Wichtigkeit. 

Über  die  verschiedenen  Arten  der  „Multiplizität"  und  ihre  Unter- 
scheidungen ist  auf  I  B  la,  Nr.  14  zu  verweisen;  die  erwähnten  Unter- 
suchungen J,  J.  Sylvester's^)  beziehen  sich  auch  auf  mehrere  Var., 
zumal  die  Sätze  über  Evektanten  (Salnwn,  Higher  Algebra  §  134,  u.  I B  2). 

Die  Anzahl  der  W.  kann  für  besondere  Systeme  von  Gl.  nur 
dann  unter  die  nach  dem  Bezouf sehen  Theorem  vorhandene  Anzahl 


31)  J.  tc.  Polyt.  Cah.  11  (an  X),  p.  199. 

32)  J.  de  Math.  12  (1847),  p.  68. 

33)  Vgl.  P.  Gordan- G.  Kerschensteiner  1,  §  142,  p.  148,  wo  die  Forderung 
nach  einer  rein  algebraischen  Begründung  dieses  allgemeinen  Satzes  ausgesprochen 
ist.  Dieser  wird  genügt  bei  Netto,  Algebra  2,  §  400  durch  Einführung  einer 
Erweiterung  des  BegrifiTes  „Gewicht  eines  Terms". 

34)  Phil.  Mag.  (4)  8  (1852),  p.  376  u.  p.  460. 
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(«1  •  Wj  •  •  •  fim)  sinken,  wenn  der  erste  Koeffizient  von  B(x)  oder 
mehrere  der  ersten  yerschwinden.  In  diesem  Falle  können  und  müssen 
wir  wieder  den  Begriff  von  unendlich  grossen  W.  einführen.  Die 
Existenz  solcher  unendlich  grossen  W.  fordert,  dass  die  homogenen 
GL,  welche  entstehen,  weiSn  man  bei  allen  f=0  nur  die  Glieder 
höchster  Dimension  beibehält,  von  (0,  . . .  0)  verschiedene  W.  haben, 
vgl.  Nr.  4.  Erst  L.  Euler  ^)  nimmt  bei  der  Abzahlung  von  W.  so- 
wohl auf  die  vielfachen  als  auch  auf  die  unendlichen  W.  gebührende 
Rücksicht.  Frühere  Mathematiker  wurden  durch  das  Auftreten  solcher 
Wurzeln  vom  Aussprechen  des  Bezoufschen  Satzes  zurückgehalten. 

Es  ist  femer  möglich,  dass  die  /i  =  0  überhaupt  keine  W.  haben; 
dies  tritt  ein,  wenn  sich  R(x)  auf  eine  Eonstante  reduziert,  und  ist 
demnach  so  aufzufassen,  als  ob  alle  (n^-n^  -"  fim)  W.  des  allgemeinen 
Systems  in  diesem  besonderen  Falle  unendlich  gross  geworden  wären. 
Beispiele   hierzu  lassen  sich  leicht  konstruieren,  wie  /i(^i,^2)  =  0, 

f%{^u  ^2)  =  /l(^i;  ^2)  +  const.  =  0  zeigt. 

Endlich  ist  die  Möglichkeit  vorhanden,  dass  die  Gl.  /i  =  0  unend- 
lich viele  W.  miteinander  gemein  haben.  Charakteristisch  ist  dafür  der 
Umstand,  dass  die  Eliminante  R(x)  identisch  verschwindet.  Es  ist 
zu  beachten,  dass  aus  dem  identischen  Verschwinden  von  B(x)  nicht 
der  scheinbar  plausible  Schluss  gezogen  werden  kann,  dass  alle 
Koordinaten  jgfj ,  ^r^ ,  . . .  je?„,  unendlich  viele  Werte  annehmen  können. 
Die  einschlägigen  Verhältnisse  klärt  die  Kronecker*&che  Eliminations- 
Methode  (Nr.  9)  durch  die  Einführung  der  Stafmzdhl,  durch  welche 
bei  den  Lösungen  eines  Systems,  geometrisch  gesprochen,  die  gemein- 
samen Punkte,  Kurven,  Flächen  u.  s.  w.  getrennt  werden.  Entscheidend 
ist  dabei  folgendes:  Das  Gl.-System  fi=0  von  m  Unbekannten  ist 
von  der  w*®°  Stufe,  wenn  R(x)  nicht  identisch  verschwindet.  —  Das 
System  wird  von  der  (m  —  Vf^^  Stufe,  wenn  zwar  R(x)^0  ist,  aber 
bei  unbestimmten  sfm  nnd  bei  der  Elimination  von  ^t?  ^s;  -  *  •  ^m—i 
aus  (m  —  1)  passend  gewählten  GL  des  Systems  wenigstens  ein 
I^{^y  ^m)  nicht  identisch  Null  wird.  Hierbei  kann  man  dann  die  Un- 
bekannte Zm  beliebig  wählen,  x  durch  Lösung  von  J2^  =:  0  bestimmen 
und  dadurch  die  übrigen  Koordinaten  festlegen,  so  dass  die  W.  eine 
Mannigfaltigkeit  erster  Dimension  bilden;  kommen  ausser  diesen  keine 
anderen  vor,  so  heisst  das  System  der  fi  ein  reines  System  der 
(m  —  1)*^  Stufe;  kommen  noch  andere  mit  festen  Koordinaten  vor, 
dann  heisst  es  ein  gemischtes  System  dieser  Stufe.  Li  derselben 
Weise  kann  man  fortgehen,  wenn  auch  alle  JR^  ^  0  sind.    Man  lässt 


35)  Berl.  Eist.  1748,  p.  234. 


268  I  B  1  b.    Rationale  Funktionen  mehrerer  Yerfinderlichen. 

dann  nämlich  JSm—i  und  Zm  unbestimmt  und  eliminiert 2^2 ,  z^y  ...  JSm—t 
aus  je  (m  —  2)  der  Gl.  /i=  0;  u.  s.  f.  —  Bei  diesem  Verfahren  ist 
eine  vorläufige  Transformation  (vgL  Nr.  4)  nötig,  durch  welche  ver- 
mieden wird,  dass  etwa  zu  festen  ^^^  gg;  •  •  -  Sm— 1  unendlich  viele 
Werte  U  gehören»«). 

R.  Perrin  untersucht  mit  Hülfe  seiner  Eliminantendarstellung 
(vgl.  Nr.  14,  Anm.  60)  die  Kriterien  der  verschiedenen  Arten  gemein- 
samer, vielfacher  Lösungen  zweier  Gleichungen  mit 'einer,  sowie  dreier 
Gleichungen  mit  zwei  Unbekannten»^;  er  bestinmit  also  z.  B.,  wann 
die  Polynome  /^(jsr)  und  f^(/)  die  Gestalten  /i  =  a*/J*9i,  ^j  =  «*/592 
annehmen,  wobei  a,  ß  lineare  Faktoren  sind,  und  9^,  tp^  keinen  ge- 
meinsamen Teiler  besitzen.  In  gleicher  Weise  wird  eine  ganze  Reihe 
von  Kriterien  abgeleitet,  und  gleichzeitig  wird  die  allgemeine  Methode 
der  Behandlung  des  Problems  för  m  Var.  gegeben. 

W.  End  beschäftigt  sich'®)  bei  der  Erweiterung  eines  cToco&fschen 
Satzes  (vgl.  Nr.  22)  mit  dem  Falle,  dass  die  fi{Ziy  z^y  z^)  (t  =  l,  2,  3) 
ausser  f&r  eine  endliche  Anzahl  einzelner  Werte  noch  f&r  ein  einfach 
unendliches  Wertsystem  verschwinden;  geometrisch  also  mit  dem 
Falle,  dass  drei  Flächen  ausser  einer  endlichen  Anzahl  diskreter  Punkte 
noch  eine  Kurve  gemeinsam  haben. 

12.  Auflösung  linearer  Gleichungen.  —  SpesieUe  Bliminationa» 
Probleme.  Das  einfachste  Eliminations-Problem  liefert  die  Aufgabe, 
m  lineare  Gl.  für  m  Unbekannte  aufzulösen;  dies  war  der  Ausgangs- 
punkt für  die  Einführung  und  das  Studium  der  Determinanten  [I  A  2]. 
Leibniz^^)  war  der  erste,  welcher  sich  mit  dieser  Frage  beschäftigte; 
ihm  folgten  Cramer^),  Vandermonde^^)  und  Laplace^^),  C.  G.  J.  Jacobi 
bespricht  den  allgemeinen  Fall*'),  ohne  auf  alle  möglichen  Besonder- 
heiten einzugehen;  er  erklärt  dies  (1.  c.  Ende  von  §  7)  für  ein 
„pauUo  prolixum  negotium".  Weiter  sind  Catichy^)  und  H.  CrrasS" 
mann^)   zu   erwähnen.     Man  überwindet  alle  Schwierigkeiten  durch 

36)  „Gnmdzüge"  u.  s.  w.  §  10.  Femer:  J.  f.  Math.  99  (1886),  p.  336.  —  Vgl. 
auch  Molk  1.  c. 

37)  Par.  C.  R.  106  (1888),  p.  1789;  ibid.  107  (1888),  p.  22  u.  p.  219. 

38)  Math.  Ann.  35  (1890),  p.  82;  Auszug  aus  e.  Tübinger  Dissertation  (1887). 

39)  Brief  an  G.  F.  de  VHöpital  (1693);  Acta  Erudit.  1700,  p.  200. 

40)  Introduction  etc.,  Append.  1760. 

41)  Paris  M^m.  1772,  II  part.,  p.  616. 

42)  Ibid.  p.  294. 

43)  J.  f.  Math.  22  (1841),  p.  285. 

44)  „Analyse  alg^rique",  Paris  1821,  Chap.  3,  §  2.  —  J.  fic.  Polyt.  Cah.  17 
(1812),  p.  69.  —  Rdsum^s  analytiques,  Paris  1833,  §  4,  p.  19. 

46)  „Lineale  Ausdehn.-Lehre",  Leipz.  [1844]  1878,  p.  71  u.  72. 
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die  EinfOhrung  des  Begriffes  vom  Bange*^)  eines  Systems  aus  p  •  q 
Grössen.  Baitzer^'^)  giebt  Kronecker^s  erste  Resultate  in  der  voll- 
ständigen Behandlung  des  Problems;  die  späteren  sind  aus  anderen 
Darstellungen**)  zu  entnehmen.  Vielfach  findet  sich  hierbei  die 
Zurückfiihrung  des  allgemeinen  Problems  auf  homogene  Gl.  Das  er- 
scheint nicht  zweckmässig,  weil  dadurch  die  Erkenntnis  der  Bedin- 
gungen für  die  Existenz  endlicher  Lösungen  gehindert  wird.  Deshalb 
haben  auch  z.  B.  P.  Gordan^^)  und  H,  Weber ^)  diese  Fälle  getrennt 
behandelt.  Wir  wollen  eine  Übersicht  über  die  Lösung  derart  geben, 
dass  umgekehrt  die  Behandlung  homogener  Gl.  als  besonderer  Fall  des 
allgemeinen  erledigt  wird^^). 

Liegen  die  pq  Grössen  a,*  (i  =  1,  2,  •  •  •  jp;  fc  =  1,  2,  •  •  •  g)  vor,  so 
heisst  das  System  der  aik  vom  Range  r,  wenn  r  die  grösste  Zahl  ist,  für 
welche  nicht  alle  aus  r  Zeilen  und  r  Spalten  der  a»jb  gebildeten  Deter- 
minanten verschwinden.  In  diesem  Falle  kann  man  die  Grössen  Uik 
so  angeordnet  denken,  dass  die  Determinante  D  =  | a,i|  (i,  ^  =  1;  2,  •  •  •  r) 
von  Null  verschieden  ist.  Sind  nun  p  homogene  lineare  F.  in  den 
Unbekannten  ^i,  ^2,  •  •  •  ^^  mit  jenen  Koeffizienten  a,*  gegeben: 

fa  =  aaiiSi+  aa2^2H \'  ^aq^q      («  =  1,  2,  '  "  p), 

dann  ist  jedes  fa  durch  fiy  f^y  "  fr  linear  und  homogen  darstellbar, 
wie  die  leicht  ersichtliche  Relation 

\fk    ajti     a*2"a*r|  =  0     (t  =  1,  2,  .••  r;  a) 
zeigt;    denn   der  Koeffizient   von  fa    ist  D,  also  ={=  0.     Sollen  nun 


46;  Diesen  Begriff  hat  der  Sache  wie  dem  bezeichnenden  Worte  nach 
G.  Frobeniits  eingeführt.  Er  hat  seine  Bedeutung  bereits  J.  f.  Math.  82  (1877), 
p.  290,  §  3  „über  lineare  Gleichungen  u.  alternierende  bilineare  Formen*^  ins 
rechte  Licht  gerückt.  Die  Bezeichnung  „Bang**  ist  von  ihm  zum  ersten  Ma]e  ib.  86 
(1879),  p.  1  benutzt:  „Wenn  in  einer  Determinante  alle  Unterdeterminanten 
(i»  + 1)*«°  Grades  verschwinden,  die  1»*®°  Grades  aber  nicht  sämtlich  Null  sind, 
80  nenne  ich  tn  den  Bang  der  Determinante.**  —  Kronecker  hat  (Berl.  Ber.  1884, 
p.  1071,  1179)  diesen  von  Frohenitts  bereits  mehrfach  durchgearbeiteten  Begriff 
übernommen.  Hiemach  ist  die  Bemerkung  J  A  2 ,  Nr.  24  nebst  Anm.  91  richtig 
zu  stellen.  —  J.  J,  Sylvester  nennt  Amer.  J.  of  Math.  6  (1884),  p.  271,  Lect.  1 
eine  Determinante  n*®'  Ordnung^  bei  der  aUe  Subdeterminanten  (n  — » + 1)^' 
Ordnung  verschwinden,  aber  nicht  alle  der  (n~t)*^  Ordnung,  eine  Determi- 
nante von  der  „Nullität**  (nullity)  i. 

47)  Bdltzer,  Determin.  2.  Aufl.,  Leipz.  1864,  p.  60. 

48)  J.  für  Math.  99  (1886),  p.  342. 

49)  Gordan-Kerschensteiner  1.  c,  p.  101. 

60)  Weber,  Algebra  1  (2.  Aufl.),  p.  97  u.  p.  104. 

51)  Kronecker  behandelt  die  linearen  Kongruenzen  ähnlich,  J.  f.  Math.  99 
(1886),  p.  840. 
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die  nicht  homogenen  Gl.  /^^  -j-  aao  =  0  (a  =  1,  2, . . .  jd)  erf&llbar  sein, 
so  muss  auch  das  System  O;*  (i  =  1,  2,  •  •  •  jd;  ä  =  0,  1,  2,  •  •  •  g) 
vom  Range  r  werden.  Dann  ergiebt  sich  aus  der  Erfüllung  der 
geforderten  GL  für  «  =  1,  2,  •••  r  die  Erfüllung  aller  vorgelegten 
p  Gleichungen. 

Die  Betrachtung  der  Determinante 

zeigt;  dass  {z^-Tt)  durch  die  willkürlich  bleibenden  J^r+i,  •••iß^j  be- 
stimmt wird.  Das  gleiche  gilt  für  (xr^  •  D),  •  •  •  {Zr  •  D).  Also  hat  das 
System  eine  Mannigfaltigheit  (q  —  r)*®'  Dimension  von  Lösungen.  Man 
erkennt  die  enge  Beziehung  zwischen  Rang  und  StufenzahL 

Das  gleiche  gilt,  wenn  die  aa 0=^0^  also  die  Gl.  homogen  sind, 
nur  dass  die  auf  den  Rang  bezügliche  Lösbarkeitsbedingung  fortHOlt. 
Wird  dabei  g  =  r ,  so  müssen  sämmtliche  z  verschwinden.  Ist  g = r  + 1 , 
dann  folgt  die  Proportionalität  der  ^i,  ^s;  •  •  •  ^^  zu  den  entsprechen- 
den ersten  Subdeterminanten  des  Koeffizienten-Systems.  — 

Von  weiteren  Spezialuntersuchungen  ^  die  sich  auf  Elimination 
bei  Gleichungen  höherer  Grade  beziehen  ^  mögen  die  folgenden  er- 
wähnt werden:  Die  Behandlung  von  drei  Gleichungen  zweiten  Grades 
mit  drei  Unbekannten,  welche  0.  Hesse^^)  durchgeführt  und  zum 
grossen  Nutzen  für  die  Geometrie  auf  das  Studium  der  Kurven  dritter 
Ordnung  angewendet  hat;  femer  die  von  Serret ^^  ohne  wesentlich 
neue  Resultate  gelieferte  Diskussion  der  gleichen  Aufgabe;  endlich 
das  von  Ä,  Clebsch^)  wieder  zu  geometrischen  Zwecken  gelöste 
Problem  der  Elimination  bei  m  homogenen  Gleich.,  von  denen  (m  —  2) 
linear,  eine  quadratisch  und  die  letzte  von  beliebigem  Grade  ist.  An- 
dere weitere  Untersuchungen  bietet  die  Geometrie  reichlich  dar;  vgL 
für  darauf  bezügliche  Litteratur  auch  Anmerkung  57. 

13.  Eigensohaften  der  Eliminante.  Bei  der  Pois^on'schen,  wie 
bei  der  Bezou^schen  Methode  zeigt  sich,  dass  für  allgemeine  GL- 
Systeme  mit  unbestimmten  Koeffizienten  der  Grad  der  Eliminante 
gleich  dem  Produkte  der  Dimensionen  der  Gl.  des  Systems  wird 
{Bezout^&cher  Satz).  Weiter  bemerkt  man,  dass  die  Eliminations-Gl. 
R(x)=^0  für  a^  =  Xi^eri-j- XgjSTg  +  •••in  den  Koeffizienten  der  Funkt. 
fx  homogen  von  einem  Grade  wird,  welcher  dem  Produkte  der  Di- 
mensionen der  übrigen  f  gleichkommt.  —  Ferner  ist  JJ  „isobarisch^^ 
von  einem  Gewichte  gleich  dem  Produkte  der  Dimensionen  der  m  Funk- 

62)  J.  f.  Math.  28  (1844),  p.  68  =  Werke  p.  89. 

63)  Algebre  supärieure  1,  §  70  ff. 

64)  J.  f.  Math.  68  (1861),  p.  278. 
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tionen  fi  (IB2).  —  Der  Grad  von  B  kann  nur  durch  das  Verschwinden 
der  ersten  Koeffizienten  in  JJ  verringert  werden.  Sind  nun  pQ,  q^,  ••• 
diese  Koeffizienten  der  höchsten  Potenzen  von  x  in  R,  so  sagt  Qq  =  0 
aus,  dass  die  m  homogenen  GL,  welche  entstehen,  wenn  man  in  jedem 
/i  =  0  die  Glieder  höchster  Dimension  beibehält,  eine  von  (0, . . .  0) 
verschiedene  W.  haben,  oder  mit  anderen  Worten,  dass  das  System 
/i  =  0  unendlich  grosse  W.  besitzt.  —  Bei  allgemeinen  Gl.  /i  =  0  ist  iJ 
irreduktibel^),  und  bei  ihnen  ist  pQ=j=0.  Werden  bei  einer  besonderen 
Gl.  p^^O,  pi^O,  •••  Qfi—i^Oy  so  ist  jeder  von  x^,  Xg,  . ..  abhängige 
Faktor  des  p^  in  9^4-1,  p^+2,  ...  als  Teiler  enthalten^).  —  Die  Eli- 
minante von 

stimmt  mit  derjenigen  von  /"^  =  0,  /'g  =  0,  /"j  =  0,  •  • «  überein  für 
beliebige  gz.  F.  g«/?;  gleichwohl  besitzt  das  erste  System  gegenüber 
dem  zweiten  im  allgemeinen  noch  unendliche  Wurzeln.  —  Bei  der 
Poissön'sche  Methode  ergiebt  sich  stets  das  gleiche  ü,  welche  der 
Gleichungen  man  auch  an  das  Ende  setzen  und  bei  der  Produkt- 
bildung benutzen  mag. 

Ein  Theorem  von  Liouville  ist  von  Bedeutung  für  die  Geometrie 
geworden;  ihm  zufolge  sind  die  ersten  Koeffizienten  der  Eliminante 
nur  von  gewissen  ersten  Koeffizienten  der  einzelnen  F.  abhängig;  es 
bleibt  bei  Änderung  der  übrigen  Gl.-Koeffizienten  eine  von  jenen  ab- 
hängige Reihe  von  Eliminations-Eigenschaften  ungeändert,  deren  geo- 
metrische Bedeutung  verwertet  werden  kann^^). 

14.  BesxQtante  und  ihre  Eigensohaften.  Sind  (m  -{-  1)  Glei- 
chungen /*«  =  0  (a  =  0,  1,  • .  •  m)  zwischen  den  m  Unbekannten 
^1)  ^2)  ' '  '  ^m  gegeben;  bestimmt  man  sämtliche  W.  (^ix,  ^s«,  . . .  g^x) 
der  letzten  m  von  diesen  Gl.;  setzt  man  diese  W.  in  ^  ein  und  nimmt 
das  Produkt  aller  ^(^lx9  ...  Smx);  multipliziert  man  endlich  dieses 
Produkt  mit  der  einfachsten  Konstanten,  welche  es  zu  einer  gz.  F. 
der  Koeffizienten  macht,  so  erhält  man  eine  ganze  F.  der  Gleichungs- 
koefifizienten,   deren  Verschwinden  charakteristisch  für  das  Bestehen 


55)  iMureta,  Trait^  d'Alg^bre  4  (Gompl^ments),  Paris  1S94,  und  Netto,  Al- 
gebra 2,  1,  p.  79. 

56)  Netto  1.  c,  2,  p.  86. 

57)  Liouville,  J.  de  Math.  (1),  6  (1841),  p.  359.  Weitere  Arbeiten  hierüber 
lieferten:  E.  Laguerre,  Par.  C.  B.  60  (1865),  p.  71 ;  Bull.  soc.  math.  8  (1879), 
p.  52;  G.  Humbert,  J.  de  math.  (4),  3  (1887),  p.  327;  5  (1889),  p.  81  u.  129; 
6  (1890),  p.  233;  G.  Fourä,  Nouy.  Ann.  (3),  9  (1890),  p.  258;  /.  Hadamard^ 
Acta  math.  20  (1896),  p.  201. 
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gemeinsamer  W.  der  (m  +1)  Gl.  A  =  0  ist  Diese  Funkt,  heisst 
„die  BesuUante  (Res.)  der  (m  +  1)  Gleichungen^^  ^),  —  Macht  man 
die  Gl.  /*«  =  0  durch  Einführung  einer  {m  +  1)*®"  Var.  u  homogen^ 
dann  ist  die  Eliminante  derselben  nach  u  gleich  jener  Bes.,  ab- 
gesehen von  einer  Potenz  von  u  als  Faktor.  —  Fasst  man  in  den 
/*a  =  0  die  Koeffizienten  als  gz.  F.  einer  neuen  Var.  0q  auf ,  dann  ist 
die  Bes.;  wie  sie  für  die  m  Var.  definiert  wurde,  die  Eliminante  nach  jg^] 
der  Unterschied  von  Bes.  und  Eliminante  liegt  in  der  Auffassung  der 
Koeffizienten  als  Konstante  oder  als  gz.  F.  einer  weiteren  Var.  Daher 
finden  viele  Eigenschaften  der  Eliminante  (aus  Nr.  13)  hier  ihre 
Analoga. 

Mertens^^)  giebt  in  Parallele  zu  der  Bezoufschen  Formel  eine 
Ableitung  der  Besult.,  welche  von  der  Verwendung  des  Eliminations- 
prozesses absieht,  indem  er,  falls  die  /"a  =  0  keine  gem.  W.  haben, 
die  Existenz  eines  bestimmten  linearen,  homogenen  Aggregates  der 
Polynome  /J,,  /i, . . .  von  gewissen  Gradeigenschaften  nachweist,  welches 
die  Var.  nicht  mehr  enthält. 

Hinsichtlich  dieser  Form  R  =  ^fx(px  weist  R.  Petrin^)  nach, 
dass  die  Multiplikatoren  (px  als  gz.  F.  der  gegebenen  F.  fa  gewählt 
werden  können.  Er  benutzt  den  Umstand,  dass,  wenn  9o>  9i;  •  -  -  ^^ 
Werte  sind,  die  /J,,  /i,  ...  für  ein  willkürliches  Var.-System  annehmen, 
dann  die  Gl.  fa  —  ga  =  0  gemeinsame  W.  und  also  eine  verschwin- 
dende Bes.  haben;  da  diese  in  den  Koeffizienten  der  (fa  —  ga)  ganz 
ist,  so  folgt  daraus  der  Satz. 

Bei  der  obigen  Poisson'schen  Produktform  der  Bes.  nimmt  /J, 
eine  Ausnahmestellung  ein;  es  giebt  demgemäss,  je  nach  der  Wahl 
der  ersten  GL  (m  + 1)  verschiedene  Formen  der  Bes.,  deren  Überein- 
stimmung nicht  so  einfach  zu  erkennen  ist,  wie  bei  m  =  1.  Mit 
diesen  verschiedenen  Formen  beschäftigt  sich  0.  Biemiann^^)  und 
eingehender  J.  Hadamard^^). 

Eine  ausführliche  Theorie  der  Bes.  findet  man  in  einer  umfang- 
reichen Abhandlung  von  L,  Schläfli^),  der  zu  früher  bekannten  Eigen- 
schaften neue  lunzufügt.     Er  zeigt  z.  B.,  dass  wenn  /i,  ^,  ...  nume- 


58)  Es  erscheint  nicht  unpassend,  im  Anschluss  an  englische  Autoren  die 
sonst  unterschiedlos  gebrauchten  Bezeichnungen  „Eliminante"  und  „Resultante" 
begrifflich  so  zu  trennen,  wie  hier  geschehen  ist. 

69)  Wien.  Ber.  93  (1886),  p.  627. 

60)  Par.  C.  R.  106  (1888),  p.  1789. 

61)  Monatsh.  f.  Math.  u.  Phys.  6  (1894),  p.  17. 

62)  Acta  math.  20  (1896),  p.  201. 

68)  Wien.  Denkschr.  1862,  Abt.  2,  p.  1. 
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rische  Koeffizienten  haben^  R  in  lineare  Faktoren  zerfällt,  die  in  den 
Koeffizienten  von  /"q  ganz  sind;  er  fasst  die  e  als  rationale  F.  anderer 
Var.  ^1,^2;  ' '  •  tfm  auf;  er  untersucht  die  Struktur  der  Res.;  er  stellt 
gewisse  partielle  Differential-Gl.  her,  denen  die  Res.  genügen,  u.  s.  f.  — 
Eine  in  dem  oben,  Anm.  52,  zitierten  Aufsatze  von  Hesse  angedeutete 
allgemeine  Eliminationsmethode  wird  von  ScJdäfli  [p.  9]  als  unzu- 
reichend nachgewiesen. 

K.  Th.  Vahlen^)  setzt  die  Koeffizienten  der  fa  gleich  gz.  F.  einer 
zweiten  Variablenreihe  und  untersucht  die  Dimension  der  Res.  in 
diesen;  es  ist  das  erlangte  Resultat  für  die  Theorie  der  algebrai- 
schen Korrespondenzen  wichtig. 

Die  Berechnung  von  Resultanten  nach  den  angegebenen  Methoden 
ist  sehr  umständlich.  Einige  Erleichterung  gewährt  die  Benutzung 
der  eben  erwähnten  Differentialgleichungen  ftir  die  Herstellung  der 
numerischen  Koeffizienten.  —  P.  Gordan  hat^*)  die  Resultanten 
temärer  Formen  allgemein  invariantiv,  d.  h.  durch  Überschiebungen 
dargestellt  (I  B  2). 

Über  die  Teilbarkeit  von  Result.  verweisen  wir  auf  die  in  I  B  1  a 
Nr.  19  gegebenen  Auseinandersetzungen.  Ebendort  findet  man  die 
Litteraturangaben. 

15.  Beduzierte  Besultante.  Die  in  IB  fa  Nr.  14  gemachte  Be- 
merkung über  die  Cayley'sche  y^redtusierte  Bestdtcmte^'  gehört  auch 
hierher.  —  Femer  sind  hier  (und  auch  dort)  noch  andere  von  Ä,  BriU 
gemachte  Untersuchungen^*)  zu  erwähnen.  Haben  m  Gleichungen 
von  (m  —  1)  Var.  eine  bestimmte  Anzahl  von  W.  gemeinsam,  dann 
kann  man  nach  den  Bedingungen  fragen,  unter  denen  die  GL  noch 
eine  weitere  gemeinsame  W.  besitzen.  Diese  Bedingungen  werden 
durch  das  Verschwinden  der  sogenannten  ^fBriWschen  redtmerten 
BesuUankf^  gegeben.  Die  Existenz  eines  solchen  Gebildes  wird  be- 
gründet; seine  Konstitution  wird  untersucht;  dasselbe  wird  als  gm.  T. 
gewisser  Glieder  einer  Entwicklung  erkannt,  die  durch  einen  ein- 
fachen Algorithmus  hergestellt  werden  kann;  seine  Wichtigkeit  für 
Fragen  der  Geometrie  wird  nachgewiesen. 

16.  Reduktibilität  und  Teilbarkeit  von  Gleiohungssystemen. 
In  der  Kronecker'sckeu  Eliminations-Theorie  heisst  ein  F.-  oder  ein 
GL-System   irreduktibel  oder  reduktibel,  wenn   die  Gesamteliminante 


64)  J.  f.  Math.  113  (1894),  p.  348. 

65)  Math.  Ann.  50  (1898),  p.  113;  J.  de  math.  (3),  5  (1897),  p.  195;  Züricher 
EongresB  (1898),  p.  143. 

66)  Math.  Ann.  4  (1871),  p.  510;  Münch.  Abhandl.  17  (1892),  p.  89. 
EneyUop.  d.  msth.  Wiisensch.    I.  18 
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(Nr.  9)  es  ist.  Es  folgt  die  2ierlegung  eines  reduktiblen  Systems  in 
irreduktible;  ebenso  die  Begriffe  des  Teilers  eines  Gl.-Systems,  der  teiler- 
fremden Systeme  und  des  gr.  gm.  T.  zweier  Systeme.  Es  ist  zu  be- 
merken^ dass  Analogieschlüsse  gegenüber  den  F.  einer  Yar.  nur  mit 
Vorsicht  zu  verwenden  sind.  J,  Molk^'^)  hat  analytisch  diese  Ideen 
behandelt;  die  in  der  Raumgeometrie  bereits  geläufig  waren. 

17.  Diskriminante  eines  Gleiohungssystems.  Eine  Erweiterung 
des  Begriffes  der  Diskriminante  (Diskr.)  einer  Gl.  f{z)  =  0  mit  einer 
Var.  kann  auf  verscliiedene  Arten  für  mehrere  Var.  durchgeführt  wer- 
den^  je  nachdem  man  für  eine  solche  Verallgemeinerung  diese  oder 
jene  Eigenschaft  der  Diskr.  einer  Gl.  mit  einer  Unbekannten  benutzt. 
Für  f(js)  =  0  drückt  das  Verschwinden  der  Diskr.  die  Bedingung  aus, 
dass  die  Gl.  vielfache  W.  besitze.  Ist  ein  GL-System  /"^  ==  0  (a  =  1, 
2,  . . .  m)  mit  den  Unbekannten  z^^  ...  Zm  gegeben,  so  kann  man 
ebenso  fragen,  wann  eine  W.  (f^ ,  . . .  J^)  als  vielfache  W.  der  Gl.  gilt. 
Eine  solche  Bedingung  ist  Nr.  11  im  Anschluss  an  die  Eliminante 
R{x)  angeführt:  R(x)  =  0  muss  eine  vielfache  W.  haben.  Eine  andere 
folgt  daraus,  dass  die  Funktioncddeterminante^)  (Funkt.-Det.) 

für  (f i ,  . .- .  5ot)  verschwindet.  Bildet  man  nämlich  das  über  alle  W. 
des  Systems  erstreckte  Produkt  IIJ{Iik,  Sax?  •  • .  &nx)?  so  wird  dies 
eine  rationale  F.  der  Koeffizienten,  welche  nur  verschwindet,  wenn 
das  System  fa=  0  mindestens  eine  mehrfache  W.  besitzt.  In  dem 
sogenannten  allgemeinen  Falle,  in  dem  die  Zahl  der  W.  gleich  dem 
Produkte  der  Gl.-Dimensionen  ist,  kann  jenes  Produkt  bis  auf  einen 
konstanten  Faktor  in  das  Quadrat  einer  Determinante  umgewandelt 
werden,  deren  Elemente  Potenzprodukte  der  W.  sind.  Es  tritt  also 
eine  Analogie  mit  den  Gl.  f(s!)  =  0  einer  einzigen  Unbekannten  auf  *^), 
wo  die  Ableitung  der  F.  an  der  Stelle  der  hier  auftretenden  Funkt.- 
Det.  erscheint;  vgl.  I  B  la  Nr.  20. 

18.  Diskrimiiiante  einer  Gleiohung.  Dieser  Erweiterung  steht 
eine  zweite  zur  Seite,  welche  an  eine  andere  Diskr.-Eigenschaft  bei 

67)  Molk  (1.  c.)  Chap,  5,  §  3,  p.  155.     Vgl.  auch  Netto,  Algebra  2,  1  §  435. 

68)  Eingeführt  von  Jacohi,  J.  f.  Math.  22  (1841),  p.  319  =  Werke  3,  p.  193; 
Tgl.  Nr.  19  u.  20.  Die  Engländer  bezeichnen  sie  nach  Cayley^  J.  f.  Math.  52 
(1856),  p.  276  =  Coli.  Pap.  4,  p.  30  als  „Jacobian".  Die  zweite  Schreibweise  im  Text 
stammt  von  W.  F.  Donkin,  Phil.  Trans.  1854,  1,  p.  72;  die  dritte  von  Gordan- 
Kerschensteiner  1,  p.  121;  Hesse  gebraucht  gelegentlich  eine  noch  kürzere, 
nämlich:  (/;,...  fj. 

69)  H.  Lawent,  Traitä  d'analyse,  Paris  1885,  1,  p.  305. 
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öl.  mit  einer  Var.  anknüpft.  Man  legt  am  einfachsten  eine  homogene 
^-  9(^i>  ^%7  ' ' '  ^m)  ZU  gründe,  und  bezeichnet  die  Res.  der  n  ersten 

Ableitungen   g^,  g^,  •••  -^   als  DisJcriminante'^^)   von  (p   (Diskr.). 

Verschwindet  die  Diskr.  für  irgend  einen  Punkt  des  Gebildes  9  =  0,  so 
ist  dies  ein  singtUärer  Punkt;  ein  solcher  lässt,  geometrisch  gesprochen, 
mehr  als  eine  Tangentialebene  zu.  Hierin  liegt  gleichfalls  eine  Ver- 
allgemeinerung der  Diskr.-Eigenschaft  der  F.  mit  einer  Var.  Hat  g) 
die  Dimension  n,  so  ist  die  Diskr.  in  den  Koeffizienten  von  g)  homogen 
von  der  Dimension  nt(n —  1)"*""^  und  hat  das  Gewicht  n(n  —  1)"*"^.''^) 
Ferner  besitzt  sie  Invarianteneigenschaft  [IB2]. 

Ist  tp  eine  homogene,  nicht  lineare  F.  anderer  F.  ^i,  ^2;  •  •  •  ^^^  Var., 
und  sind  die  F.  derart,  dass  das  System  ^o  =  0  unendlich  viele  W. 
besitzt,  dann  verschwindet  die  Diskr.  von  9  identisch.  —  Hat  tp  nur 
einen  einzigen  singulären  Punkt,  so  kann  dieser  durch  Differentiation 
der  Diskr.  gefunden  werden'*),  vgl.  IB  la,  Nr.  21. 

19.  Unabhängigkeit  von  Funktionen.  Sind  q  F.  von  m  Var. 
2  gegeben  fa(^if  • . .);  ^^  heissen  sie  von  einander  tmdbhängig'^^), 
wenn  keine  rationale  61.  jP(/i , . . .  /i)  =  0  besteht,  deren  Koeffizienten 
von  den  Var.  unabhängig  sind,  imd  die  nicht  fftr  beliebige  Werte 
von  fi^  ' ' '  fqj  also  nicht  identisch  erfüllt  ist.  Ist  9  >  m,  dann  giebt 
es  stets  solche  Gl.  JP  =  0,  d.  h.  j  >  w  F.  /"«  sind  nie  von  einander 
unabhängig.  Ist  9  ^  m,  dann  bestimme  man  alle  Eliminanten  für  je 
(2  —  1)  Var.  aus  den  q  Gl.  /"«(^i,  . . .)  —  9^«  =  ^j  ^  denen  die  q>a 
Symbole  für  die  fa  sind;  wird  eine  dieser  Eliminanten  von  den  übrigen 
Var.  unabhängig,  dann  und  nur  dann  bilden  die  fa  ein  abhängiges 
F.-System;  diese  Eliminante  geht  für  q>a  =  fa  in  eine  Relation  jP=  0 
über'*).  JacoM  hat  (1.  c.)  folgendes  Kriterium  anderer  Art  für  die 
Unabhängigkeit  eines  F.-Systems  in  dem  Falle  m^^q  aufgestellt:  Die 
charakteristische  Bedingung  für  die  Abhängigkeit  besteht  in  dem  iden- 
tischen Verschwinden  von  e7^=ö7 — '- ^'  Dieses  Kriterium  beschränkt 

sich  nicht  auf  den  Fall,  dass  die  fx  gz.  F.  der  Var.  sind. 


70)  Von  Hesse  (1.  c.)  und  SMäfli  (1.  c.)  als  Determinante  der  F.  9  bezeichnet. 

71)  Diese  und  die  folgenden  nebst  weiteren  Eigenschaften  hat  Schläfli  (1.  c.) 
angegeben. 

72)  Offenbar  sind  beide  in  den  Nrn.  17  und  18  gegebenen  Erweiterungen 
nur  die  Grenzfälle  einer  allgemeinen,  die  sich  auf  willkürliche  Gl. -Systeme  be- 
zieht.   Ihre  Behandlung  steht  noch  aus. 

73)  Jacobi,  J.  f.  Math.  22  (1841),  p.  319  =  Werke  3,  p.  393. 

74)  Netto,  Algebra  2,  1. 

18* 
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20.  Unabhängigkeit  von  Gleichungen.  Jacdbi  definiert  (1.  c.) 
Oleichungen  fi  =  0,  . . ,  fg=0  als  unabhängig  oder  als  abhängig 
von  einander^  je  nachdem  es  möglich  oder  unmöglich  ist,  aus  ümen 
q  der  Unbekannten  (m  ^.  q)  durch  die  übrigen  auszudrücken.  Statt 
dessen  kann  man  sagen:  fg=0  heisst  dami  und  nur  dann  abhängig 
von  f^==Oy  ...  fg_i  =  0,  wenn  jede  W.  dieses  letzten  Systems  auch 
fq=0  befriedigt  (vgl.  dazu  Nr.  6). 

21.  Funktionaldeterminante.  Die  F.  J  spielt  in  der  Theorie  der 
F.  mehrerer  Var.  eine  ähnlich  bedeutende  RoUe,  wie  die  Ableitung 
f\js)  bei  einer  F.  f{0)  einer  Var.    Jacdbi  hat  sie  eingeführt  und  ana- 

*  lytisch  erforscht  ^^).  Berirand'^^)  giebt  von  ihr  folgende  Definition, 
deren  Charakter  als  Erweiterung  der  Ableitung  klar  ist:  er  setzt 
statt  eines  DiflFerential-Quotienten  den  Quotienten  von  zwei  mit  m  Diflfe- 
rentialen  gebildeten  Determinanten  m^^  Ordnimg  J=  \dxfx\:\dx^i\f 
wobei  die  f  Funktionen,  femer  die  z  Variable  und  d^,  . . .  d^  von 
einander  unabhängige  Inkremente  bedeuten.  —  Jacohi  leitet  die  Bildung 
von  J  bei  explicit  und  implicit  gegebenen  F.,  sowie  bei  F.  von  F.  ab; 
er  untersucht  den  Einfluss  linearer  Substitutionen;  er  zeigt  ihre  Be- 
deutung bei  der  Transformation  mehrfacher  Integrale  pDL  A  2,  Nr.  41]. — 
Die  Funkt.-Det.  J  von  m  homogenen  Gl.  y«  =  0  mit  m  Unbe- 
kannten verschwindet  für  jede  W.  des  Gl.-Systems.  —  Sind  die 
homogenen  F.  q>a  dabei  von  gleichen  Dimensionen,  dann  verschwinden 
auch  die  Ableitungen  von  J  für  jede  W.^^).  —  Stets  dann  und  nur 
dann,  wenn  J  als  homogene  lineare  F.  der  homogenen  q>a  dargestellt 
werden  kann,  haben  die  Gl.  eine  von  (0,  0,  ...  0)  verschiedene  W. 
gemein'®).  —  Ist  eine  solche  Darstellung  bei  beliebigen  Gl.  /'a  =  0 
für  die  Funkt.-Det.  derjenigen  homogenen  Gl.  y«  =  0  möglich,  welche 
durch  Nullsetzen  der  Tenne  höchster  Dimension  der  fa  entstehen,  so 
haben  die  fa  =  0  weniger  als  n^n^  •  •  •  n^  endliche  W.  —  Sind  (m  -f-  1) 
homogene  Gl.  9>a  =  0  gleicher  Dimension  mit  m  Unbekannten  gegeben, 
bildet  man  aus  je  m  unter  ihnen  die  Funkt.-Det.  J^y  J%y  -  -  *  «^«-hi» 
femer  aus  je  m  der  F.  Jx  die  Funkt.-Det.  J^,  /2>  •  •  •  J^-f  i?  dann  ist 
J^=  Mtfia^  wo  M.  einen  von  a  unabhängigen  Wert  besitzt'^). 

Zu    erwähnen  ist  die  Behandlung  der  Funkt.-Det.  von   Gordan- 

76)  J.  f.  Math.  22  (1841),  p.  319  =  Werke  3,  p.  393. 

76)  J.  L.  F.  Bertrand,  J.  de  math.  16  (1861),  p.  213.  [Der  Satz  wird  von 
„Genocchi-Peano^^  dtsch.  Ausg.  (s.  IIA 2),  Anm.  zu  Nr.  122,  p.  329  angefochten.] 

77)  Hesse,  J.  f.  Math.  28  (1844),  p.  68  =  Werke,  p.  87. 

78)  Kronecker,  Berl.  Ber.  1869,  Dez.-Heft,  p.  687. 

79)  Clebsch,  J.  f.  Math.  69  (1868),  p.  355;  ibid.  70  (1869),  p.  175  wird  auf 
Grund  einer  Mitteilung  von  Gordan  die  Grösse  M  bestimmt. 
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Kerschensteiner  (1.  c.  p.  120flf.),  bei  der  besonders  gewisse  Ähnlich- 
keiten mit  Brüchen  hervorgehoben  werden.  So  ist  (vgl.  die  Bezeich- 
nung der  vorigen  Nummer) 

ei  Vi  •  •  •  ym\  /^i  ^2  •    •  ^»i\  ^^(h  h  '  •  '  ^n\ 

Ebenda  werden  die  Subdeterminanten  der  Funkt. -Det.  wieder  als 
Funkt.-Det.  dargestellt;  die  Funkt.-Det.  wird  als  Produkt  partieller 
Differentialquotienten  gegeben  u.  s.  w. 

Auch  in  der  Theorie  der  Charakteristiken  (vgl.  Nr.  26)  nimmt 
die  Fimkt.-Det.  eine  wichtige  Stellung  ein,  indem  sie  die  Ausdehnung 
gewisser  Sätze  über  Wurzeln  einer  Gl.  auf  Systeme  von  Gl.  ermög- 
licht.    (Vgl.  I B  3  a,  Nr.  7,  sowie  IH  A  4.) 

22.   He8se*8Che  Determinante.    Ist  jedes  fa  =^  ^ — ;  wobei  F  eine 

homogene  gz.  F.  der  Var.  0^^  0^,  - . .  bedeutet,  dann  wird  J  zur  symme- 
trischen Determinante  der  zweiten  Ableitungen  von  jP,  nämlich  gleich 

5"=   X — 5—  :    sie   heisst    die  Hesse' sehe  Determinante^),     0,  Hesse 

hat  sie  eingeführt  und  ihre  Bedeutung  für  verschiedene  Fragen  der 
Geometrie  erkannt.  Führt  man  in  eine  homogene  Funkt.  F  statt  der 
z^y  0^,  , , ,  Zm  durch  lineare  homogene  Substitutionen  andere  Variable 
Vu  y%7  ' ' '  Vm  ein,  und  ist  eine  solche  Wahl  der  y  möglich,  dass  F 
von  höchstens  (m  —  1)  der  neuen  Variablen  abhängig  wird,  dann  ist 
jff^  0.  Hesse  versuchte  die  Umkehrung  dieses  Satzes  zu  beweisen®^), 
M,  Pasch  begründete  ihre  Gültigkeit  für  kubische  Formen  von  drei 
und  vier  Var.®*),  Gordan  allgemein  für  temäre,  Noether  für  qua- 
temäre  Formen**).  Endlich  wurde  von  Gordan  und  Noether  ge- 
zeigt^), dass  im  allgemeinen  Falle  die  ümkehrung  des  Satzes  nicht 
richtig  sei  [I  B  2,  Nr.  27]. 

Die  Hesse^sche  Gnmdform  H  steht  in  engen  Beziehungen  zur  F, 
deren  ausgezeichneten  und  singularen  Punkten.  Ist  etwa  (g^,  ^,  . . .) 
eine  t- fache  Nullstelle  für  Fy  so  ist  sie  zugleich  eine  (3k  —  4) -fache 
für  Hy  und  F=0,  H=  0  haben  k  „Tangenten*'  in  (g^,  ^, . . .)  gemein- 
sam.    Bei   k=^2   z.   B.   fallen   (geometrisch   gesprochen)   in   diesem 


80)  Hesse,  J.  f.  Math.  28  (1844),  p.  68;  die  Engländer  bezeichnen  sie  nach 
CkMßUy  (Phil.  Transact.  146  [1856],  p.  627  »  Coli.  Pap.  2,  p.  627)  als  Hessian. 
Vgl.  auch  J.  J.  Sylvester,  Cambr.  Dubl.  M.  J.  6,  1861,  p.  194. 

81)  J.  f.  Math.  42  (1861),  p.  117  u.  ibid.  66  (1869),  p.  268  =  Werke  p.  289, 481. 

82)  ibid.  80  (1875),  p.  169. 

83)  Erlang.  Ber.  1876,  13.  Dez. 

84)  Math.  Ann.  10  (1876),  p.  647. 
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Punkte  die  Tangenten  von  F=0  mit  denen  von  JT«  0  zusammen^ 
80  dass  dieser  Punkt  als  Lösung  von  F=Oy  £r=0  sechsfach  zahlt^). 

23.  Jaoobi's  Erweiterung  einer  Euler'schen  FormeL  Die 
Analogie  zwischen  der  Funkt.-Det.  J  und  der  Ableitung  bewährt  sich 
auch  bei  einem  von  Jacohi  gefundenen  Satze  ^)y  welcher  als  eine 
Erweiterung  der  jBwfer'schen  Formeln  (vgL  I  B  la  Nr.  2)  zu  be- 
zeichnen ist.    Bedeutet  g{si^j  .  . ,  Zm)  eine  gz.  F.  der  Var.  Za  von  einer 

Dimension  ^  <  (^w«  —  m) ,  dann  gilt  für  die  über  alle  W.  (gn,  . . .  ^i) 
des  Systems  /*a  =  0  (a  =  1,  2,  . . .  m)  erstreckte  Summe 

vorausgesetzt,  dass  Z:  =  Wi  •  Wj  •  •  •  w^  wird,  d.  h.  dass  die  Gl.  /*«  =  0 
überhaupt  nur  endliche  (und  von  einander  verschiedene)  W.  besitzen®'). 
Dieses  Theorem  ist  auf  mancherlei  Arten  bewiesen  worden. 
Jacobi  und  nach  ihm  E,  Betti^)  leiten  es  (für  ein  beliebiges  m)  aus 
der  Theorie  der  symmetrischen  Funktionen  mehrerer  Yariablenreihen 
her;  Kronecker  (1.  c.)  schliesst  es  aus  seiner  Verallgemeinerung  der 
Lcigrange^sclien  Interpolationsformel;  J.  Liouville^^)  folgert  es  aus  der 
Bemerkung,  dass  die  Eliminante  sich  nicht  ändert,  wenn  die  Folge 
der  F.  bei  dem  Pois50w'schen  Verfahren  geändert  wird.  —  LwuviUe  er- 
hält in  seiner  Arbeit  eine  scheinbar  allgemeinere  Formel;  doch  lässt 
sich  diese  aus  der  Jacöbfachen  einfach  dadurch  herleiten,  dass  ftir 
eine  der  F.  fa  ein  Produkt  zweier  F.  eingesetzt  wird*^). 


85)  Von  der  reichhaltigen,  hierher  gehörigen  Litteratnr  fuhren  wir  an: 
Hesse,  J.  f.  Math.  28  (1844),  p.  68  u.  97  ==  Werke  p.  89,  128;  ibid.  38  (1849), 
p.  267  =  Werke  p.  211;  ibid.  40  (1850),  p.  316  =  Werke  p.  257  (Brief  an  Jacobi 
nebst  Antwort);  ibid.  41  (1851),  p.  272  =  Werke  p.  263;  Clebsch,  J.  f.  Math.  58 
(1861),  p.  229;  Cayley,  J.  f.  Math.  34  (1847),  p.  80  =  Coli.  Pap.  1,  p.  387;  Clebsd^ 
Lindemann,  Geometrie  1,  p.  176,  191,  206  u.  s.  w. 

86)  J.  f.  Math.  14  (1885),  p.  281  ==  Werke  8,  p.  285,  wo  zunächst  m=»2 
angenommen  ist.  Die  Erweiterung  auf  beliebige  m  giebt  dann  Jacobi,  J.  f. 
Math.  15  (1836),  p.  285,  §  6—10  =  Werke  8,  p.  829;  femer  E.  Betti,  Ann.  di  mat.  1 
(1858),  p.  1  und  Clebsch,  J.  f.  Math.  63  (1863),  p.  189. 

87)  Kronecker,  Berl.  Her.  1865,  Dez.,  p.  687  =»  Werke  1,  p.  138  hat  diese  Ein- 
schränkung betont;  übrigens  hat  Jacobi  selbst  ihre  Nothwendigkeit  erkannt,  wie 
sich  sowohl  aus  der  Arbeit  J.  f.  Math.  15  (1886),  p.  285  indirekt,  als  auch  direkt 
aus  einer  Bemerkung  in  JacobCa  Nachlass,  abgedruckt:  Werke  8,  p.  610,  ergiebt. 

88)  Ann.  di  mat.  1,  1868  [I B  8  b,  Nr.  24]. 

89)  J.  de  math.  6  (1841),  p.  845  und  Par.  C.  R.  13  (1841),  p.  467. 

^  90)  A.  Har^iack,  Math.  Ann.  9  (1896),  p.  871 ;  vgl.  Clebsch-Litväemann,  Vorles. 
üb.  Geom.  1,  p.  826. 
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24.  Wunelrelationen  eines  GleiohangsBysteniB.  —  Interpolation. 

An  anderer  Stelle  zeigt  Jacdbi^^)^  dass  die  eben  erhaltenen  Summen- 
relationeii;  wenn  in  ihnen  für  g  der  Reihe  nach  alle  Potenzprodukte 

{zi^  z^  , . ,  Zrn)  eingesetzt  werden  (a  +  /3  +  '  *  *  +  *  <  ^w«  —  m), 
nicht  samtlich  von  einander  unabhängig  sein  können.  Die  hierbei 
auftretenden  Relationen  werden  von  ihm  für  m  =  2,  n^  =  w^  genauer 
untersucht.  Die  sich  anschliessenden  allgemeinen  Fragen  hängen  mit 
dem  schon  von  Eüler^^)  und  Cramer^^)  bemerkten  Umstände  zu- 
sammeU;  dass  die  ni  •  n^  •  •  •  n«  Schnittpunkte  von  /i  =  0,  .../',„=  0 
nicht  willkürlich  gewählt  werden  dürfen^  da  ihre  Anzahl  grösser  ist; 
als  die  zur  Bestinmiung  eines  fa  verfügbaren  Konstanten^  d.  h.  als  die 
Eoe£fizientenanzahl  (vgl.  Nr.  1  Anm.  2).  Es  knüpften  J.  Flacker^) 
und  Jacobi  (1.  c.)  an  dieses  Problem  an,  welches  dadurch  zum  Aus- 
gangspunkte für  umfassende  Arbeiten  algebraisch-geometrischer  Natur 
wurde  ^^),  auf  die  hier  nur  hingewiesen  werden  kann. 

Erst  nach  der  Feststellung  dieser  Beziehungen  zwischen  den  W 
eines  GL-Systems  ist  es  möglich,  der  Frage  nach  dem  Interpolations- 
probleme näher  zu  treten.  Stellt  man  die  F.  fa,  (a  ==  1,  2, . . .  m), 
deren  Nullstellen  wir  wieder  durch  (gi„, . . .  ^mx)  bezeichnen,  gemäss 
Nr.  4  in  der  Form 

^  =  2^^  — §ex)zaxe 

dar,  dann  stehen  die  Determinanten  aus  den  %  ^^  enger  Beziehung  zu 
der  Funkt.-Det.  Sie  treten  bei  der  Kranedcer^schen  Behandlung  des 
Interpolationsproblems  (1.  c.)  an  die  Stelle  der  Nenner  in  der  Lagrange- 
sehen  Formel.  Die  Interpolationsformel  selbst  ist  von  ähnlicher  Kon- 
stitution wie  die  für  eine  einzige  Variable.  (Vgl.  auch  H.  Lawrent, 
Algebre.) 

25.  Oharakteriatik  eines  FnnkttonenBystems«  Wir  haben  in 
Nr.  14  auf  die  Analogie  zwischen  der  Ableitung  f{z)  einer  Funktion 
f{z)  einer  Var.  und  zwischen  der  Funkt.-Determ.  J  für  m  Funkt,  von 
m  Var.  aufmerksam  gemacht.  Nun  ist  I B  1  a  Nr.  4  darauf  hin- 
gewiesen worden,  dass  das  Verhalten  der  Ableitung  f{z)  in  engster 
Beziehung  zu  der  Art  der  Änderung  der  F.  f{z)  selbst  steht.  Ähn- 
liches war  abo  bei  einem  Systeme  von  F.  hinsichtlich  der  Funkt.-Det. 

91)  J.  f.  Math.  16  (1836),  p.  286  =  Werke  S,  p.  329. 

92)  Berl.  Mäm.  1748,  p.  219. 
98)  Introd.  ä.  Tanalyse  p.  78. 

^94)  J.  f  Math.  16  (1837),  p.  47. 

-•96)  Vgl.  D.  M.-V.  3  (1892—93),  p.  347  ff. 
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zu  yermuten.  Darauf  hindeutende  Bemerkungen  finden  sich  bereits 
bei  J,  J.  Sylvester^)]  später  hat  Kronecker  in  seiner  Charakteristiken' 
thexyrie  gezeigt^''),  dass  diese  Analogien  in  umfassender  Weise  platz 
greifen.  Auch  hier  dient  das  Verschwinden  von  J  dazu^  die  Gebiete 
von  einander  abzugrenzen  ^  in  denen  die  Realitatsyerhältnisse  der  W. 
des  GL- Systems  verschieden  sind.  Wir  verweisen  auf  IBla^  Nr.  22; 
IB3a,  Nr.  7  und  auf  m4. 

26.  Modul-  oder  Divisorensysteme.  Eine  Erweiterung  des  von 
Gauss  in  die  Zahlentheorie  eingeführten  Begriffs  eines  Modul  ist  von 
Kronecker  fQr  das  Gebiet  beliebig  vieler  ganzer  F.  mit  beliebig  vielen 
Var.  gegeben  worden.  Diese  Erweiterung  führt  zu  dem  Begriffe  des 
Modulsystems  oder  Divisorensystems,  auf  welchen  Kronecker  die  arith- 
metische Behandlung  der  ganzen  rationalen  F.  eines  Rationalitats- 
bereiches  gründet^)  [I B 1  c,  Nr.  13, 14].   Das  Modulsystem  (/i,  /i,  • .  •  fm) 

ist  der  Inbegriff  aller  F.  von  der  Gestalt  ^(pi-fx(^  =  ^f  2,  . .  .  w), 
wobei  die  (p  gze.  ganzzahlige  Funktionen  bedeuten.  Dieses  Modul- 
system umfasst  gewissermassen  alles,  was  seinen  einzelnen  Elementen 
an  Eigenschaften  gemeinsam  ist.  Daher  ist  es  auch  als  Verallgemeine- 
rung des  Divisionsbegriffes  aufzufassen,  indem  das  bei  einer  Funktion 

auftretende  Produkt  tp-f  hier  durch  ^(px-fi  ersetzt  wird.  —  Unab- 
hängig von  Kronecker  und  nicht  so  tief  eindringend  wie  dieser,  kam 
H.  Laurent  zu  ähnlichen  Entwickelungen  ^^). 

27.  Weitere  Hinweise.  Gewisse  Untersuchungen  über  gz.  F. 
mehrerer  Var.  werden  an  anderen  Stellen  besprochen.  So  ist  z.  B. 
hier  nicht  behandelt  worden  die  Theorie  der  Anzahl  der  Werte,  welche 
eine  gz.  F.  bei  allen  möglichen  Permutationen  der  Var.  imtereinander 
annimmt  [I A  6].  Die  hierzu  gehörigen  einwertigen  oder  symmetrischen 
F.  (von  einer  oder  von  mehreren  Var.-Reihen)  haben  wir  mehrfach 
streifen  müssen.  Diese  Theorie  hängt  eng  mit  der  (raZat^schen  Glei- 
chungstheorie zusammen;  wir  verweisen  auf  IB3b.  —  Eine  beson- 


96)  Lond.  Trans.  143  (1868),  pari,  m,  p.  407. 

97)  Berl.  Bar.  1869,  p.  169  u.  688;  ibid.  1878,  p.  145.  tJTber  die  weitere 
analytische  Ausbildung  der  Theorie  vgl.  E.  Picard\  J.  de  math.  (4),  8  (1892), 
p.  5;  Par.  C.  R.  113  (1891),  p.  366,  669,  1012;  W.  Dyck,  Par.  C.  R.  119  (1894), 
p.  1264;  ibid.  120  (1896),  p.  34;  Münch.  Ber.  1898,  p.  203.     Vgl.  IB3a. 

98)  Grundzüge  u.  s.  w.  II.  Abschn.  —  Die  oben  citierte  Jlfo2X;'8che  Abhand- 
lung kann  als  eine  Art  von  Monographie  für  die  Theorie  der  Divisorensysteme 
gelten.  —  Siehe  femer  eine  ganze  Reihe  von  Arbeiten  von  K.  Hensel  im  J.  f. 
Math,  und  die  Arbeit  von  G.  Landaberg,  Gott.  Nachr.  1897,  Heft  3  [I B  1  c,  Nr.  21]. 

99)  Nouv.  Ann.  (3)  2  (1888),  p.  145;  ibid.  6  (1886),  pp.  432  u.  466. 
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dere  Art  der  zweiwertigen  F.  von  n  Variablenreihen  aus  je  n  Grössen 
sind  die  Determinanten  n**'  Ordnung;  ihre  Behandlung  findet  sich  I A  2. 
In  diesen  und  in  den  vorigen  Artikel  gehört  weiter  auch  dem 
Begriffe  nach  die  gesamte  Theorie  der  Formen,  welche  aber  haupt- 
sächlich wegen  der  verschiedenartigen  Betrachtungsweise  und  mancher 
nicht  algebraischen  Hülfsmittel  hier  losgetrennt  und  in  IB2  unter- 
gebracht worden  ist.  Wir  müssen  jedoch  hier  wenigstens  den  soge- 
nannten „jBwfer'schen  Satz  über  homogene  Funktionen"  hervorheben  ^^), 
da  derselbe  für  viele  der  oben  angedeuteten  Beweise  unentbehrlich  ist. 
Ist  ip(z^j . ,  ,jSm)  ©ine  homogene  F.  der  n**"*  Dimension,  so  hat  man 

Mit  der  Formentheorie  im  Zusammenhange  steht  die  der  litiearen 
Stibstikitioneny  auf  welche  hier  nur  verwiesen  werden  kann. 

Auf  den  polynomischen  Satz  ist  schon  I A  1  Nr.  18  in  der 
Theorie  der  Kombinatorik  hingewiesen  worden. 

An  Einzelheiten  seien  noch  zwei  Arbeiten  von  F.  Mertens^^^) 
über    gewisse   Arten    von   Funktionen   mehrerer   Variablen   erwähnt. 

Femer  gehört  hierher  ein  Hinweis  auf  die  Differenzenrechnung 
bei  mehreren  Variablen  (vgl.  I  B  1  a  Nr.  4). 

Ebenso  treten  Beziehungen  zur  Theorie  der  Funktionalgleichungen 
auf,  sobald  diese  in  unserem  Oebiete  ihre  Lösung  finden;  so  z.  B.  das 
Problem  der  ^^algebraischen  Reversibilitöt"^^*),  bei  dem  es  sich  um 
die  Bestimmung  einer  F.  f{xiy  x^,  ...  Xn)  handelt,  für  welche  aus  den 
für  yij  ...  yn  angenommenen  Gleichungen 


yi                      y% 

/*(^n'  ^1»  •  •  •  ^»  — l) 
Vn 

b  umgekehrt  folgen  soll 

/*(yi»  y%^"-  yj      f(y%.  ys»  •  •  y,.»  yO 

/■(y,,  »1.  •  ■  •  »,_i) 

1                                                                       9 

«. 

100)  Calc.  diff.  1,  §  226,  p.  164.   Ticini  1787.    [Nach  M.  Cantor,  Gesch.  d. 
Math.  3,  p.  733/34  schon  in  der  1.  Aufl.,  Berol.  1766.] 

101)  Krakauer  Abhandl.2, 1  (1891),  p.333;  Krakauer Denkschr.  17  (1891),  p.  143. 

102)  D.  Andre,  Bull.  sog.  math.  24  (1896),  p.  136. 
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Verzeichnis  der  Abkürzungen. 

Diskr.  aa  Diskriminante 
F.  =.  Funktion 
Funkt.- Det.  «»  Funktional-Determinante 
Gl.  =  Gleichung 
gz.  =  ganz 
gr.  gm.  T.  BS  grrOsflter  gemeinsamer  Teiler 
irred.  a=  irreduktibel 
red.  aa  reduktibel 
Res.  SS  Resultante 
Var.  —  Variable 
W.  —  Wurzel. 


i 


IBlc.  ALGEBRAISCHE  GEBILDE. 

5.  ARITHMETISCHE  THEORIE  ALGEBRAISCHER 

GRÖSSEN. 

VON 

G.  LANDSBBBG 

m   HKTPBLBKBQ. 


Inhaltsübersicht. 
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Vorbemerkung. 

Die  Artikel  IBlc  und  I G  5  sind^  um  Wiederholungen  zu  vermeiden, 
imter  IBlc  vereinigt  worden.    Da  die  Untersuchung  der  algebraischen 
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Gebilde  bis  zu  einem  gewissen  Grade  die  arithmetische  Theorie  der 
algebraischen  Grössen  voraussetzt,  so  ist  die  letztere  (in  den  Nr.  1 — 11) 
vorangestellt  und  die  erstere  (in  den  Nr.  12 — 23)  an  sie  angeschlossen 
worden.  Die  allgemeine  Theorie  der  algebraischen  Gebilde  und  Modul- 
systeme erscheint  hiemach  als  der  im  rationalen  Gebiete  zu  erledigende 
Teil  der  arithmetischen  Theorie  algebraischer  Grössen. 

Da  dieser  Zweig  der  Algebra  in  allen  wesentlichen  Teilen  modernen 
Ursprungs  ist,  so  kann  nur  im  allgemeinen  auf  die  Lehrbücher  der 
Algebra  von  H.  Weber,  Braunschweig,  Bd.  I  u.  11,  1.  Aufl.  1895/96, 
2.  Aufl.  1898/99  (bes.  drittes  Buch),  E,  Netto  (bisher  erschienen  Bi  I 
u.  II,  Lief.  1,  Leipzig  1896/98),  K  Bord  und  J.  Brach,  Paris  1894, 
und  auf  die  Vorlesungen  über  Zahlenfheorie  von  Lej,  Btrichlet-R  Bede- 
Und,  Braunschweig,  2.  Aufl.  1871,  3.  Aufl.  1879,  4.  Aufl.  1894;  bes. 
Supplement  XI  von  Bedekind,  hingewiesen  werden. 


1«  Aufgabe  der  arithmetisclien  Theorie  der 
Grössen.  Die  Zahlentheorie  im  engsten  Sinne  des  Wortes  (I  C  1) 
stellt  dem  umfassenderen  Gebiete  91  der  rationalen  Zahlen  das  engere 
und  ursprünglichere  Gebiet  &  der  ganzen  Zahlen  gegenüber  und 
untersucht  in  erster  Linie  die  Teilbarkeitseigenschaften  der  ganzen 
Zahlen.  In  zahlreichen  algebraischen  Untersuchungen  findet  sich  der 
Gegensatz  zwischen  „rational"  und  „ganz"  in  verallgemeinerter  Form 
wieder,  und  es  sind  die  „ganzen"  Grössen  vor  den  „rationalen"  durch 
„Teilbarkeitseigenschaften"  ausgezeichnet.  Die  Wissenschaft,  welche 
die  höchste  Verallgemeinerung  der  Begriffe  „rationale  Grösse",  „ganze 
Grösse",  „Teilbarkeit"  aufsucht  und  die  daraus  entspringende  Bearbei- 
tung algebraischer  Probleme  nach  zahlentheoretischen  Methoden  an- 
strebt, ist  von  L,  Kronecker  „arithmetische  Theorie  der  algebraischen 
Grössen"  genannt  worden^). 

2.  Körper  oder  Bationalitätsbereiolie.  Unter  Grösse  verstehen 
wir  im  folgenden  ebensowohl  irgend  welche  Zahlen  als  auch  ii^end 
welche  Funktionen  einer  oder  mehrerer  unabhängiger  Veränderlichen. 
Ein  System  von  Grössen,  welches  in  der  Weise  abgeschlossen  ist, 
dass  die  Anwendung  der  vier  rationalen  Rechenoperationen,  Addition, 
Subtraktion,  Multiplikation  und  Division  (wobei  man  von  der  Division 


1)  Grundzüge  einer  arithmetischen  Theorie  der  algebraischen  Grössen; 
Festschrift  zu  Herrn  Ernst  Eduard  Eummer's  fünfzigjährigem  Doctor-Jubiläum. 
Berlin  1882  (J.  f.  Math.  92,  p.  1  =  Werke  2,  p.  237,  weiterhin  als  „Pestschrifl" 
citiert). 
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durch  Null  abzusehen  hat)  nie  über  das  System  hinausführt,  heisst  nach 
iJ.  Dedekind^)  ein  Körper  (ZaJilkörper  oder  Funktionenkörper) ,  nach 
Kronecker  ein  Bationalüätsbereich  (früher  auch  lUxtionalüätsbemk).  Wenn 
alle  Grössen  eines  Körpers  D  auch  einem  Körper  M  angehören,  so  heisst 
D  ein  Divisor,  Teiler'),  Unterkörper*)  von  Jf,  M  ein  Vielfaches, 
Multiplum'),  Oberkörper*)  von  D. 

Unter  den  ZoAZkörpem  ist  der  einfachste  der  Körper  91  der 
rationalen  Zahlen,  der  in  jedem  anderen  Körper  enthalten  ist;  der 
umfassendste  der  Körper  3  <^>^^^  Zahlen,  der  jeden  anderen  Zahl- 
körper enthält.  Das  Hauptinteresse  nehmen  die  algebraischen  Zahl- 
körper*) in  Anspruch,  welche  durch  eine  oder  mehrere  algebraische 
Zahlen  (Wurzeln  ganzzahliger  Gleichungen)  und  deren  rationale  Ver- 
bindungen gebildet  werden  (I  G  4).  Jeder  algebraische  Zahlkörper 
kann   schon    durch   eine   einzige  Zahl   konstituiert  werden^). 

Unter  den  Funktionenkörpem  ist  der  einfachste  der  Körper  JR 
der  rationalen  Funktionen  von  n  Veränderlichen  x^y  x^, , . ,  Xnj  wobei 
die  Koeffizienten  dieser  Funktionen  einem  beliebigen  Zahlkörper  zu- 
gewiesen werden  dürfen;  der  umfassendste  Funktionenkörper  ist  der 
Körper  aüer  Funktionen  von  n  Veränderlichen.  Von  besonderem 
Interesse  sind  die  algebraischen  Funktionenkörper,  welche  durch  eine 
oder  mehrere  algebraische  Funktionen  (Wurzeln  von  Gleichungen, 
deren  Koeffizienten  dem  Körper  22  angehören)  und  deren  rationale 
Verbindungen  gebildet  werden  (11  B  2).  Jeder  algebraische  Funk- 
tionenkörper kann  schon  durch  eine  einzige  algebraische  Funktion 
konstituiert  werden^).  Auch  aus  transcendenten  Fimktionen  können 
Körper  gebildet  werden,  z.  B.  der  Körper  aller  elliptischen  Funktionen 
mit  gleichen  Perioden  oder  der  Körper  aller  elliptischen  Modulfunk- 
iionen  u.  s.  w. 

Kronecker  fasst  die  Körper  91  und  22  unter  der  Bezeichnung 
,ynatärlich&^  Rationalitätsbereiche  zusammen  und  stellt  ihnen  die  alge- 
braischen Zahl-  und  Funktionenkörper  als  ^yGattungsbereiche^^  gegen- 
über').    Der  Bereich,  aus  welchem   der  Gattungsbereich  hervorgeht, 

2)  Dirichlet'Dedekind,  Vorlesungen  über  Zahlentheorie,  2.  S.  4.  Auflage, 
BraunBchweig  1871,  1879,  1894,  Supplement  XI  von  Dedekind  über  die  Theorie 
der  algebraischen  Zahlen,  §  160.  (Die  Citate  beziehen  sich  durchweg  auf  die 
4.  Auflage.) 

3)  Dedekind  1.  c.  §  160,   Kronecker  (1.  c.  §  2)   sagt   dafOr:   M  enthält  2>. 

4)  D.  Hubert,  Bericht  über  die  Theorie  der  algebraischen  ZahlkOrper  1897, 
im  Jahresbericht  der  Deutschen  Mathematiker -Vereinigung  4,  §  14. 

5)  Auch  endliche  Körper  genannt,  bei  Dedekind  1.  c.  §  164,  VII. 

6)  Nach  Kroneeker\  Beweis  z.  B.  bei  Weher,  Algebra  1,  §  148. 

7)  Festschrift  §§  2  und  3. 
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heisst  Stammbereich.  —  Steigt  man  von  einem  Körper  D  zu  einem 
Oberkörper  M  dadurch  auf^  dass  man  zu  D  eine  oder  mehrere  ur- 
sprünglich nicht  in  D  enthaltene  Grössen  hinzunimmt,  so  heisst  dieser 
Prozess  der  Körpererweiterung  Adjunktion^), 

Die  frühesten  Spuren  des  Körperbegriffs  finden  sich  in  N,  H.  ÄbeFs 
Untersuchungen  über  algebraische  Gleichungen*),  die  Erkenntnis  der 
Bedeutung  der  Adjunktion  für  die  Theorie  der  Gleichungen  gebührt 
E.  Gabis  ^^), 

Der  Körperbegriff  ist  nach  H.  Weber  noch  weitergehender  Ver- 
aUgemeinerung  fähig,  wenn  man  ihn  dem  allgemeinsten  Gruppen- 
begriff  (I  A  6,  Nr.  16;  HAß)  unterordnet  und  definiert:  ein  Körper 
ist  eine  Gruppe  mit  einer  zweifachen  Art  kommutativer  Komposition. 
Hierdurch  werden  z.  B.  auch  ^yKongruenzkörper^'  der*  gleichen  Methode 
zuzüglich,  bei  welchen  alle  Relationen  zwischen  Elementen  des  Körpers 
nur  im  Sinne  einer  Kongruenz  modulo  einer  Primzahl  statthaben  ^^). 

3.  Ganze  Grössen  eines  Bationalitätsbereiolies;.  IrrecLuktibllitftt. 
In  den  natürlichen  ßationalitötsbereichen  91  und  22  kann  man  das 
Gebiet  der  ganzen  Grössen  aussondern,  wobei  in  91  die  ganzen  Zahlen, 
in  22  die  ganzen  Funktionen  als  ganze  Grössen  den  blos  rationalen 
Grössen  gegenübergestellt  werden.  Die  ganzen  Grössen  bilden  den 
in  9i,  resp.  22  enthaltenen  ItUegrüätsbereich'^  sie  reproduzieren  sich 
durch  die  Operationen  der  Addition,  der  Subtraktion  und  der  Multi- 
plikation. 

Eine  ganze  Zahl  heisst  eine  Primzahl,  wenn  sie  nicht  in  zwei 
von  der  Einheit  verschiedene  ganzzahlige  Faktoren  zerlegbar  ist; 
ebenso  heisst  eine  ganze  Funktion  von  n  Variabelen  eine  Prtiw- 
funktion  oder  irreduktibele  Funktion,  wenn  sie  nicht  in  zwei  von  der 
Einheit  verschiedene  Faktoren,  welche  ganze  Grössen  des  Bereiches 
sind,  zerlegt  werden  kann^^).     Diese  Definition  ist  wesentlich  davon 

8)  In  dieser  Allgemeinheit  fasst  den  Begriff  Weher,  Algebra  1,  §  140. 

9)  Oeuvres  ed.  Sylwo-Lie,  1,  p.  479  =  J.  f.  Math.  2,  p.  220  (1828);  4,  p.  132 
(1829). 

10)  Joum.  de  math.  11,  p.  418  (1830,  publiziert  1846). 

11)  Weher,  Math.  Ann.  43,  p.  ö21  (1893).  Algebra  2,  §  64.  Die  Be- 
dingungen, unter  welchen  endliche  Gruppen  mit  einer  zweifachen  Art  commuta- 
tiver  Komposition  auf  Eongruenzkörper  zurückgeführt  werden  können  (d.  h. 
ihnen  holoedrisch  isomorph  sind),  untersucht  E.  H.  Moore  (Chicago  Papers, 
p.  210  ff.)  (1896  [1893]). 

12)  Kronecker  fordert  hier  wie  bei  allen  Definitionen  (1.  c.  §  4  und  ander- 
wärts), dass  eine  Methode  angegeben  werde,  durch  welche  im  einzelnen  Falle 
mit  Hilfe  einer  endlichen  Anzahl  von  Operationen  entschieden  werden  könne, 
ob  eine  vorgelegte  Grösse  unter  den  Begriff  zu  subsumieren  ist  oder  nicht,  eine 
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liangig,  welchem  Zahlkorper  die  Koeffizienten  der  ganzen  Funk- 
nen  angehören.  Ist  dies  der  Körper  91^  so  gilt  der  Satz:  Jede 
Qze  Grösse  kann  auf  eine  und  nur  eine  Weise  in  Primfunktionen 
•legt  werden  ^^).  Bei  Zulassung  anderer  Zahlkorper  för  die  Zahl- 
effizienten ist  der  Satz  im  allgemeinen  nur  dann  richtig,  wenn 
nktionen,  die  sich  nur  um  ^iUfaktoren  unterscheiden,  nicht  als 
sentlich  verschieden  betrachtet  werden. 

D.  HiJbert  hat  bewiesen,  dass  man  in  einer  irreduktibelen  ganzen 
Qzzahligen  Funktion  von  n  Yariabelen  stets  und  auf  unendlich  viele 
ten  die  m  letzten  Yariabelen  so  gleich  ganzen  Zahlen  setzen  kann, 
SB  eine  irreduktibele  Funktion  der  ersten  n  —  m  Yariabelen  ent- 
iht;  dieser  Satz  bleibt  auch  noch  richtig,  wenn  der  Bereich  der 
»effizienten  der  ganzen  Funktion  ein  beliebiger  algebraischer  Zahl- 
rper  ist"). 

Setzt  man  eine  irreduktibele  Funktion  gleich  Null,  so  entsteht 
le  irreduktibele  Gleichung,  durch  welche,  wenn  nur  eine  Yariabele 
(tritt,  eine  algebraische  Zahl,  wenn  mehrere  Yariabele  aufbreten, 
le  der  Yariabelen  (x)  als  algebraische  Funktion  der  übrigen  he- 
mmt wird;  wenn  in  dieser  Gleichung  überdies  der  Koeffizient  der 
chsten  Potenz  von  x  gleich  1  ist,  so  ist  x  eine  ganee  algebraische 
össe  (Zahl  oder  Funktion)  ^^).     Ganze  algebraische  Funktionen  sind 


rdening,  deren  prinzipieller  Berechtigung  Dedekind  entgegengetreten  ist. 
as  sind  und  was  sollen  die  Zahlen?  Braunschweig,  2.  Aufl.  1898,  Anm.  auf  p.  2.) 
thoden  zur  Entscheidung  [I  B  1  a,  Nr.  18,  I  B  1  b,  Nr.  5]  haben  für  ganz- 
ilige  Funktionen  einer  Veränderlichen  K.  Bwnge  (J.  f.  Math.  99,  1886,  p.  89) 
i  M.  Manäl  (J.  f.  Math.  113,  1894,  p.  262),  für  Funktionen  mehrerer  VerÄnder- 
ben  W.  Fr.  Meyer  (Math.  Ann.  30,  1887,  p.  30)  angegeben.  Specielle  Irre- 
ktibilitätäkriterien  bei  Th.  Schönemann  (J.  f.  Math.  31,  1846,  §  6),  G.  Eisen- 
In  (ib.  89,  1860,  p.  166),  L.  Königsherger  (ib.  116,  1896,  p.  63),  i^etto  (Algebra  1, 
i2— 60;  Math.  Ann.  48,  1896,  p.  82). 

18)  Kronecker,  J.  f.  Math.  94,  p.  344  =«  Werke  2,  p.  408.  J.  MoUc,  Acta 
ith.  6,  p.  1  (1886),  chap.  2,  §  1. 

14)  J.  f.  Math.  110,  p.  104  (1892).  Gewissermassen  ein  Gegenstflck  zu 
tsem  Satze  bildet  der  ebenfalls  Ton  Hilhert  geführte  Nachweis,  dass  es  ganze 
Qzzahlige  irreduktibele  Funktionen  einer  Veränderlichen  giebt,  welche  modulo 
ler  Primzahl  und  modulo  jeder  Primzahlpotenz  zerlegt  werden  können.  Gott, 
kchr.,  Febr.  1897. 

16)  Krmecker,  J.  f.  Math.  91,  p.  301  (1862,  veröffentlicht  1881),  Dedekind 
t  1871,  s.  Zahlentheorie  §  173.  Infolge  der  Sätze  über  die  eindeutige  Zer- 
barkeit  ist  eine  algebraische  Grösse  auch  dann  ganz,  wenn  irgend  eine  der 
üchungen,  denen  sie  genügt,  zum  höchsten  Koeffizienten  die  1  und  im  übrigen 
Elze  rationale  oder  ganze  algebraische  Grössen  zu  Koeffizienten  hat.  Diese 
finition  der  ganzen  algebraischen  Grösse  bezeichnet  den  eigentlichen  Fort- 
iritt  der  modernen  Theorieen  und  steht  im  Gegensatze  zu  der  formalen  Defini- 
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auch  dadurch  zu  charakterisieren  ^  dass  sie  nirgends  im  Endlichen 
unendlich  werden.  Ist  eine  ganze  algebraische  Grösse  zugleich  rational^ 
so  ist  sie  eine  ganze  rationale  Grösse  im  früher  bestimmten  Sinne 
des  Wortes. 

Eine  irreduktibele  Gleichung  hat  mit  einer  anderen  Gleichung 
endlichen  Grades  entweder  alle  Wurzeln  oder  keine  gemein;  mit  einer 
Gleichung  unendlich  hohen  Grades  aber  (einer  gleich  Null  gesetzten 
Potenzreihe)  kann  eine  irreduktibele  Gleichung  sehr  wohl  eine  einzige 
Wurzel  gemein  haben  ^*).  Die  Definition  der  Irreduktibilität  lässt 
sich  auch  auf  Systeme  übertragen:  ein  System  von  Gleichungen  mit 
mehreren  Yariabelen^  dessen  Koeffizienten  einem  bestinmiten  Ratio- 
nalitätsbereiche angehören  und  dessen  sämtliche  Lösungen  eine  X^-fache 
Mannigfaltigkeit  bilden  ^  heisst  irreduktibel,  wenn  jedes  andere  Glei- 
chungssystem^  das  mit  ihm  eine  A;-fache  Mannigfaltigkeit  von  Lösungen 
gemein  hat  und  dessen  Koeffizienten  dem  gleichen  ßationalitätsbereiche 
angehören,  durch  aUe  seine  Lösungen  befriedigt  wird  und  wenn  über- 
dies alle  mehrfachen  Lösungen  des  Systemes  eine  weniger  als  ^-fache 
Mannigfaltigkeit  bilden  ^^). 

4.  Konjugierte  Körper;  Diskriminanten.  Ist  F(x)  =  0  eine 
Gleichung  n*^  Grades,  deren  Koeffizienten  einem  Körper  Ä  angehören 
und  welche  in  eben  diesem  Körper  irreduktibel  ist,  und  S  eine  Wurzel 
dieser  Gleichung,  so  bildet  die  Gesamtheit  aller  rationalen  Funktionen 
von  §,  welche  mit  Koeffizienten  aus  Sl  gebildet  sind,  einen  dem  Be- 
reiche Sl  entstammenden  Gattungsbereich  {Eronecker)^  einen  Körper 
über  Sl  {Weher).  Jedes  Element  dieses  Körpers  K  kann  in  eindeutig 
bestimmter  Weise  als  ganze  Funktion  (w  —  1)*®"  Grades  von  S  mit  in 
Sl  rationalen  Koeffizienten  dargestellt  werden.  Sind  5,  5",  •  •  •  5^**"^^ 
die  übrigen  Wurzeln  jener  Gleichungen  und  ersetzt  man  überall  die 
Wurzel  S  bezüglich  durch  5',  5", . .  .  1^"""^^  so  gelangt  man  zu  den 
konjugierten  Körpern  K\  K'\  . . .  K^''-^^  von  jeder  Grösse  ^(l)  zu 
den  (n  —  1)  hmjugierten  Grössen  ^(g'), . . .  ^(I^'*"^^).  Der  Übergang 
von  einem  Körper  zu   einem   der  konjugierten  kann  nach  Dedekind 


tion  der  älteren  (Kummer  etc.),  bei  welchen  durchweg  mit  ganzen  ganzzahligen 
Funktionen  einer  willkürlich  gewählten  Ausgangsgrösse  operiert^  die  Unter- 
suchung also  von  vornherein  auf  eine  gewisse  Spezies  von  Zahlen  oder  Funk- 
tionen (s.  Nr.  7)  beschränkt  wird. 

16)  Königsherger,  J.  f.  Math.  96,  p.  193  (1883);  Ä.  Hurwitz,  Acta  math.  14, 
p.  211  (1890);  Dedekmd  im  Jahresbericht  d.  deutschen  Math.-Ver.  1,  p.  23  (1892). 

17)  In  dieser  Weise  ist  eine  von  G.  Frobenius  mitgeteilte  Definition  (J.  f. 
Math.  84,  1878,  p.  46)  zu  vervollständigen.  Eine  einfachere  Definition  erfolgt 
später  (Nr.  14). 
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als  ein  Abbildungsprozess  aufgefasst  werden ;  bei  welchem  alle  ratio- 
nalen Beziehungen  erhalten  bleiben^);  als  rational  ist  hier  (und  im 
folgenden)  jede  Grösse  des  Stammbereichs  ß  anzusehen. 

Symmetrische  Funktionen  der  Konjugierten  sind  Grössen  des 
Stammbereiches  i$2;  insbesondere  heisst  die  Siunme  der  Konjugierten 
einer  Grösse  r^  des  Körpers  K  die  l^mr  {S{rf)\  das  Brodukt  der  Kon- 
jugierten die  Norm  (N{rj))  von  rj.^^)  Sind  i?i,  %, . .  •  i?«  n  Grössen 
des  Körpers  K,  so  ist  auch  das  Determinantenquadrat 

eine  Grösse  in  Ä,  welche  die  Diskriminante  des  Systemes  iji,  %?•••''?'• 
genannt  wird;  je  nachdem  die  Diskriminante  verschwindet  oder  nicht 
verschwindet,  je  nachdem  ist  eine  homogene  lineare  Relation  mit 
Koeffizienten  des  Körpers  Ä  zwischen  ^i,  %, .  . .  i?«  vorhanden  oder 
ausgeschlossen.  Sind  i^j^,  i^j, . . .  ly«  die  w  ersten  Potenzen  der  Grösse  iy, 
so  heisst  die  Diskriminante  A(l,  iy,  ly*, . . .  iy"~^)  die  DisJcriminante 
von  rj]  dieselbe  ist  bis  aufs  Vorzeichen  gleich  der  Norm  der  dem 
Körper  K  angehörigen  Grösse 

{V  —  V)  (V  —  vi:  "(V  —  ^^""^0; 
welche  nach  Hubert  die  Differewte  von  ri  heisst*®). 

Jede  Grösse  i^  =  g)(|)  des  Körpers  K  genügt  einer  bestimmten 
Gleichung  n**^  Grades 

N{x  —  9(1))  =  {x  —  q>{&)  (x  —  9(6'))  '"(x  —  <)p(r"~'^))  =  0; 
die  linke  Seite  der  Gleichung  ist  entweder  irreduktibel,  wenn  nämlich 
die  Diskriminante  von  i^  von  Null  verschieden  ist,  oder  aber  die  c** 
Potenz  einer  ganzen  Funktion  /^°  Grades  von  x  (n  =  ef),  wenn  die 
Diskriminante  von  r^  gleich  Null  ist*^).  Wenn  die  Gleichungen  aller 
Grössen  i;,  die  zu  £",  aber  nicht  zu  Sl  gehören,  irreduktibel  sind,  so 
heisst  der  Körper  K  primitiv,  anderenfalls  imprimüiv  **).  Im  letzteren 
Falle  bilden  die  rationalen  Funktionen  von  rj  einen  Körper  K  über  Sl 
vom  /^°  Grade  und  es  ist  K  ein  Körper  über  K  vom  e**°  Grade. 

18)  Zahlentheorie  §  161. 

19)  „Spur"  zuerst  bei  Dedekind -Weber  (J.  f.  Math.  92,  1882,  p.  188)  u. 
Bedekind,  Gott.  Abhandlgn.  1882.  Der  Ausdruck  „Norm"  geht  auf  K.  F.  Gauss 
(1831),  (Werke  2,  p.  103)  und  ^.  ^.  Äummer  (1844)  (J.demath.  12,  p.  187)  zurück. 

20)  Bericht  üb.  d.  Th.  d.  alg.  Z.  §  3. 

21)  Th.  Schönemann,  J.  f.  Math.  31,  p.  273  (1846)  scheint  zuerst  diesen  später 
ofhnals  bewiesenen  Satz  im  Gebiete  der  algebraischen  Zahlkörper  aufgestellt 
zu  haben. 

22)  Weber,  Algebra  §  144.  Die  Bezeichnung  ist  von  der  entsprechenden 
Eigenschaft  der  Gruppe  hergenommen. 

Encjrklop.  d.  math.  Wissentch.    L  19 
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Nimmt  man  insbesondere  als  Stammbereich  Sl  den  Körper  aller 
symmetrischen  rationalen  Punktionen  der  v  Variabelen  Xj^^  oc^j . .  .Xy, 
welcher  identisch  ist  mit  dem  Körper  aller  rationalen  Funktionen  der 
elementaren  symmetrischen  Verbindungen  /i,  /i,  . .  -A  dieser  v  Varia- 
belen (I  B  3  b,  Nr.  1),  und  als  Oberkörper  K  den  Körper  aller  rationalen 
Funktionen  von-o^i,  x^y  . . .  iCy,  so  genügt  jede  Grösse  tp  von  K  einer 
Gleichung  des  Grades  n  =  vi  mit  Koeffizienten  des  Körpers  Sl: 

(a;  -g,)(x-fp')---{x-  yC-D)  =  eix,  /i,  f„...  /;)  =  0, 

worin  9,  9',  9", . . .  9^"""*)  die  aus  9  durch  die  vi  Permutationen  der 
Variabelen  x  hervorgehenden  Funktionen  bedeuten.  Wenn  aber  q> 
bei  einer  Gruppe  von  e  Permutationen   ungeandert  bleibt  und  somit 

bei  allen  Permutationen  der  Variabelen  nur  f=  —  Werthe  annimmt^ 

so  wird  &(x)  die  e*®  Potenz  einer  im  Körper  ß  irreduktibelen 
Funktion  /^°  Grades  ®i(^, /i;  • . .  A),  ein  Satz,  welcher  bereits  von 
J.  L.  Lagrange  aufgestellt  worden  ist**)  (I  B  3  c,  d,  Nr.  1). 

5.     Beziehungen   zur  GkJoia'BOhen  Theorie    der  Gleiohungen. 

Die  Körpertheorie  ist  nach  heutiger  Auffassung  die  eigentliche  Grund- 
lage der  6raZoi5'schen  Theorie  der  algebraischen  Gleichungen  (I B  3  c,  d). 
Zu  einer  vorgelegten  Gleichung  n****  Grades  F{x)  =  0,  die  auch  in  Sl 
reduktibel  sein,  aber  keine  gleichen  Wurzeln  enthalten  darf,  gehören 
n  konjugierte  Körper  jK",  K\  . . .  JST^*"^^,  und  es  ist  stets  möglich, 
denjenigen  Körper  L  von  möglichst  niedrigem  Grade  zu  bestimmen, 
welcher  alle  n  Körper  Ky  K\  . . .  jK'('*""^>  enthält.  Es  geschieht  dies 
durch  Aufstellung  der  irreduktibelen  Gleichung  q*^  Grades,  welcher 
die  mit  den  Unbestimmten  u,  u,..,  m^»-^)    gebildete    Grösse 

genügt;  diese  Gleichung  heisst  die  Galois'sche  Besölvente.  Den  Un- 
bestimmten Uy  Uy . . ,  w(»— 1)  dürfen  auch  solche  individuelle  Werte 
des  Körpers  Sl  beigelegt  werden,  dass  die  Wurzeln  der  Gleichung 
Q^^  Grades  für  &  von  einander  verschieden  ausfallen.  Der  Körper 
L  ist  alsdann  ein  Normalkörper  oder  Galois'seher  Körper,  d.  h. 
er  ist  mit  allen  seinen  konjugierten  Körpern  identisch;  jede  ratio- 
nale Funktion  von  5;  1;  •  •  •  S^"~^^  ist  eine  Grösse  in  L  und  um- 
gekehrt. Der  Körper  L  gestattet  q  Abbildungen  in  sich  selbst,  bei 
welchen   die   Wurzel  ®  der  Galois'schen   Resolvente   in   irgend   eine 


23)  Berlin  Mäm.  1770  p.  134,  1771  p.  138  (=  Oeuvres  t.  8,  p.  204,  §  86  «F.). 
Ev.  G(üais,  J.  de  math.  t.  XI,  p.  420  (1846);  C.  Jordan,  Traitä  des  substitutions, 
Paris  1870,  Art.  352;  Netto,  Substitutionentheorie,  Leipzig  1882,  §  61  und  etwas 
allgemeiner  §  100. 
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zweite  Wurzel  dieser  Gleichung  übergeföhrt  wird.  Die  Wurzeln 
S,  S', . .  - 1(*~^)  der  Gleichung  F(x)  =  0  erleiden  bei  diesen  q  Ab- 
bildungen Q  Vertauschungen,  die  in  ihrer  Gesamtheit  eine  Gruppe  ® 
bilden.  Diese  Gruppe  @  heisst  die  Grruppe  der  Gleichung;  jede  ratio- 
nale Funktion  der  Grössen  5,  5', . .  •  l^*~^^  welche  bei  Anwendung 
der  Q  Substitutionen  der  Gruppe  ihren  Wert  ungeändert  erhalt,  ist 
eine  Grösse  in  Sl,  und  jede  rationale  Funktion  von  |,  S', .  •  •  S^*~"^^ 
welche  eine  Grösse  in  Sl  ist,  gestattet  die  Substitutionen  der  Gruppe. 
Die  algebraische  Theorie  der  Gleichungen  gründet  sich  auf  die 
Kenntnis  der  Eigenschaften  des  Normalkörpers  L.  **)  Die  Gruppe  der 
allgemeinen  Gleichungen  n*®^  Grades  mit  unbestimmten  Koeffizienten 
ist  die  symmetrische  Gruppe  aller  n!  Substitutionen;  besondere  Glei- 
chungen sind  dadurch  charakterisiert,  dass  eine  unter  der  Gattung 
der  symmetrischen  Funktionen  enthaltene  Gattung  von  Funktionen 
der  Wurzeln  zum  Rationalitatsbereiche  (zum  Körper  Sl)  gehört,  näm- 
lich diejenige  Gattung,  welche  bei  den  q  Substitutionen  der  Gruppe 
der  Gleichung  ungeändert  bleibt.  Diesen  besonderen  Gleichungen 
spricht  man  nach  Kronecker  einen  Affekt^)  zu  und  nennt  eine  bei 
den  Q  Substitutionen  invariante  Funktion  cp  der  Wurzeln,  welche  den 
Affekt  charakterisirt,  eine  Affektfwnktion.  Die  Affektfimktion  tp  geht 
aus  dem  Körper  der  symmetrischen  Funktionen  durch  eine  Gleichung 

des  Grades  —  hervor,   welche   bei   einer   allgemeinen   Gleichung  n^^ 

Grades  irreduktibel  ist  (Nr.  4),  för  die  spezielle  Gleichung  JP(a;)  ==  0  aber 

eine  rationale  Wurzel  hat;  die  Zahl  —  heisst  die  Ordnung  des  Affektes, 

Diese  Thatsache  kann  man  nach  Kronecker  auch  unter  folgendem 
Gesichtspunkte  erfassen:  ist  F{x)  =  x^ —  c^x"*"^  +  •  •  •  +  c«  =  0  die 
vorgelegte  Gleichung  und  bedeuten  fuf^y'-fn  die  elementaren  sym- 
metrischen Funktionen  der  Wurzeln,  so  kann  das  Gleichungssys^em 
f^  =  c^^  f^zs=s  c^^. . .  f^  =  Cn  reduktibel  sein,  selbst  wenn  F(x)  irre- 
duktibel ist  (s.  Nr.  3);  durch  Hiüzuftigung  einer  Gleichung  g>  =  c, 
die  den  (rationalen)  Wert  c  der  Affektfunktion  (p  angiebt,  wird  das 
System  irreduktibel,  und  eine  Affektfunktion  ist  eine  solche,  durch 
deren  HinzufQgung  das  Gleichungssystem  irreduktibel  wird**). 


24)  Dedekind,  Zahlentheorie  §  166;  Weber,  Algebra  1,  Abschn.  18. 

25)  Kronecker  gebraucht  den  Terminus  y^Affektf*  zum  ersten  Male  Berl. 
Monatsber.  1858,  p.  288.    [I  B  3  b,  Nr.  15,  20]. 

26)  Festschrift  §  11  u.  12;  J.  f.  Math.  100,  p.  490  (1886).  Die  Definition 
„Ordnung  des  Affektes^^  ist  im  Anschluss  an  Weher,  Algebra  1,  §  149  gegeben, 
während  Kronecker  in  §  12  der  Festschrift  die  Zahl  9  als  0.  d.  A.  bezeichnet. 

19* 
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Aus  dem  in  Nr.  3  angegebenen  Satze  von  Hüberi  folg^,  dsss 
man  unbegrenzt  viele  Gleichungen  mit  ganzzahligen  Koeffizienten 
konstruieren  kann,  deren  Gruppe  im  Bereiche  der  rationalen  Zahlen 
die  symmetrische  oder  die  alternierende  Gruppe  ist*^).  Dieser  Saix 
bleibt  bestehen,  wenn  der  Stammbereich  Sl  nicht  der  Korper  91; 
sondern  ein  beliebig  vorgegebener  Zahlkörper  sein  solL 

6.  FundamentalBysteme.  In  einem  dem  Bereiche  Sl  entstam- 
menden Gattungsbereiche  K  von  der  n**^  Ordnung  (einem  Körper 
über  Sl)  lassen  sich  die  ganzen  algebraischen  Grössen  von  den  ge- 
brochenen aussondern.  In  jedem  solchen  Gattungsbereiche  kann  man 
m  ganze  Grössen  tfi,  ffsj '  -  -  tfm  so  bestinmien,  dass  man  aUe  ganzen 
Grössen  des  Bereiches  erhält,  wenn  man  in  der  Linearform 

y  =  ^hVi  +  w^y»  H h  «mym 

für  u^,  i^, . , ,  Um  alle  möglichen  ganzen  Grössen  des  Stammbereiches 
Sl  nimmt*®);  ein  solches  System  von  m  Grössen  heisst  ein  Fundor 
mentalsystem  (Kronecker)  oder  eine  Basis  (Dedekind)]  die  Linearform 
y  heisst  die  Fundamentalfomi.  Die  Zahl  m  ist,  allgemein  zu  reden, 
grösser  als  n,  indess  kann  man  drei  Fälle  angeben,  in  welchen  tn^^n 
ist  und  in  welchen  also  die  Koeffizienten  u^,  U2,...Uni  fClr  ein  ge- 
gebenes Fundamentalsystem  durch  Angabe  der  ganzen  Grosse  y  ekh 
deutig  bestinmit  sind.     Es  tritt  dies  ein: 

1)  wenn  der  Körper  K  ein  algebraischer  Zahlkörper  und  Sl  der 
Körper  der  rationalen  Zahlen  ist*^).  (Hingegen  trifft  es  im  all- 
gemeinen nicht  mehr  zu,  wenn  K  ein  Zahlkörper  und  Sl  ein  be- 
liebiger in  K  enthaltener  algebraischer  Zahlkörper,  d.  h.  wenn  K 
nach  HilberfschQT  Bezeichnung  ein  Relaiivkörper^)  ist.) 

2)  wenn  der  Körper  K  ein  algebraischer  Funktionenkörper  und 
Sl  der  Körper  der  rationalen  Funktionen  einer  Veränderlichen  ist*^) 
(bei  algebraischen  Funktionen  mehrerer  Veränderlichen  ist  im  all- 
gemeinen m  >  n). 

3)  wenn  der  Körper  Sl  der  Körper  aller  symmetrischen  Funk- 
tionen von  V  Variabelen  x^y  x^. .  . .  x^  mit  rationalen  Zahlkoefßzienten 
und  der  Körper  JST  aller  derjenigen  rationalen  Funktionen  von  a?i,...a:y 


27)  J.  f.  Math.  110,   p.  123  ff.  (1892).     Einen  Teil  des  Satzes  beweist  auf 
ganz  elementarem  Wege  H.  Weber  (Chicago  Congr.  Papers  [1896  (1893)],  p.  401). 

28)  Festschrift  §  6. 

29)  Dirichlet-Dedekind,  Zahlentheorie  §  176. 

30)  Bericht  über  d.  Theorie  der  alg.  Zahlkörper  §  14. 

31)  Kromcker,  J.  f.  Math.  91,  p.  308  ff.;   Bedekifui -Weher,  J.  f.  Math.  92, 
p.  193  f. 
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mit  rationalen  Zahlkoeffizienten  ist,   welche  eine    bestimmte  Gruppe 

von   —  Substitutionen  gestatten  (s.  Nr.  4  Ende);  hierbei  werden  also 

für  eine  ganze  Grosse  des  Bereiches  die  Koeffizienten  Wj,  Wg, .  . .  m« 
ganze  Funktionen  der  elementaren  symmetrischen  Funktionen  /i,  /i, . . .  /V 
mit  rationalen  Zahlkoeffizienten'*). 

Wenn  m  =  n   ist,   so    ist   die  Diskriminante    des   Fundamental- 
systemes 

^  =  |y'/'i*  (9,Ä  =  l,2,...n) 


eine  ganze  Grösse  in  Sl,  welche  bei  Transformation  des  Fundamental- 
systemes  ungeändert  bleibt  und  der  grösste  gemeinschaftliche  Teiler 
aller  Diskriminanten  von  irgend  n  ganzen  Grössen  des  Körpers  ist; 
D  heisst  die  Diskriminante  der  Gattung  oder  des  Körpers, 

Die  Diskriminante  eines  Körpers  ist  ein  Vielfaches  der  Diskrimi- 
nante jedes  Unterkörpers**). 

Wenn  w  >  w  ist,  so  hat  man  in  der  Matrix 


noch  m  —  n  Zeilen  unbestimmter  Elemente  hinzuzufügen,  das  Quadrat 
der  so  entstehenden  Determinante  heisst  alsdann  die  Diskriminanten- 
form  der  Gattung,  Unter  der  Diskriminante  der  Gattung  hat  man 
alsdann  den  grössten  gemeinsamen  Teuer  der  Koeffizienten  der  Dis- 
kriminantenform  zu  verstehen;  dieser  grösste  Teiler  braucht  aber  als- 
dann  keine  Grösse  des  Körpers  Sl  zu  sein,  sondern  er  ist  im  all- 
gemeinen nur  durch  das  aus  allen  Koefßzienten  gebildete  Divisoren- 
system (s.  Nr.  8)  darzustellen. 

Betrachtet    man    die    Diskriminanten    der   Gattungen    rationaler 

Funktionen  von  v  Variabelen,  welche  bei  einer  Gruppe  von  —  Sub- 
stitutionen ungeändert  bleiben,  so  ergiebt  sich  zunächst  die  Diskrimi- 
nante der  Galois'schen  Gattung,  welche  aus  allen  rationalen  Funktionen 

von  x^j  x^, .  , .  Xy  besteht,  gleich  0*2  "',  worin 

ist.  Da  jede  andere  Funktionsgattung  &  unter  der  Galois'schen 
Gattung  enthalten  ist,  so  ist  ihre  Diskriminante  ebenfalls  eine  Potenz 
von  d.     Der  Potenzexponent  einer  Gattung  n-wertiger  Funktionen  ist 


32)  Festschrift  §  12. 

33)  ibid.  §  9. 
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von  E,  Netto  gleich  y  n .  ^  .   bestimmt  worden,   worin  q  die 

Anzahl  der  Transpositionen  der  Gruppe  von  ®  bedeutet  **). 

7.  Arten  oder  Species.  Aus  den  ganzen  Grossen  des  Körpers  K 
lassen  sich  engere  Gebiete  aussondern,  welche  ebenfalls  die  Eigen- 
schaft habeQ,  dass  man  bei  Anwendung  der  Operationen  der  Addition, 
Subtraktion  und  Multiplikation  das  Gebiet  nicht  überschreitet.  Man 
erhält  solche,  wenn  man  dem  Körper  K  irgend  h  ganze  Grössen 
öj,  öj, . . .  öjfc  entninmit  und  alle  ganzen  Funktionen  von  ©j,  0,, . . .  0^ 
bildet,  deren  Koeffizienten  ganze  Grössen  des  Stammbereiches  Sl  sind. 
Ein  solches  Grössengebiet  heisst  nach  Kronecker  eine  Species  oder 
Art,  nach  Dedekind  eine  Ordnung,  nach  Hubert  ein  Ring  algebraischer 
Grössen  **).  Für  diese  Arten  gelten  ähnliche  Gesetze  wie  für  die 
„Hauptart'',  welche  aus  allen  ganzen  Grössen  des  Körpers  K  besteht, 
es  giebt  Fundamentalsysteme  etc. 

8.  Zerlegung  der  ganzen  Grössen  in  Primdivisoren  oder  Prim- 
ideale.  Die  ganzen  algebraischen  Grössen  des  Gattungsbereiches 
gestatten  eine  Zerlegung  in  Primfaktoren  in  ähnlicher  Weise,  wie  die 
ganzen  Grössen  eines  natürlichen  ßationalitätsbereiches;  indess  ist  es, 
um  diese  Analogie  zu  einer  vollkommenen  zu  machen,  erforderlich,, 
dem  Körper  K  neue  Elemente  zu  associieren.  Es  sei  der  Stamm- 
bereich Ä  ein  natürlicher  und  es  sei  femer  der  Körper  K  in  Bezug 
auf  Ä  vom  n^^  Grade,  so  heisst  eine  mit  irgend  welchen  neuen  Un- 
bestimmten Uly  u^j  ' ' '  gebildete  ganze  rationale  Funktion,  deren 
Koeffizienten  ganze  Grössen  des  Körpers  K  sind,  nach  Kronecker  eine 
Form  des  Körpers  K  Dabei  ist  abweichend  von  der  gewöhnlichen 
Terminologie  auch  eine  nicht  homogene  Funktion  als  Form  bezeichnet, 
damit  die  ganzen  Grössen  des  Körpers  K  ebenfalls  mit  darunter  be- 
griflfen  sind.  Eine  Form  ist  als  analytisches  Äquivalent  far  die  Dar- 
stellung des  grössten  genoieinschaftlichen  Teiler  ihrer  Koeffizienten 
anzusehen;  die  Berechtigung  dieser  Auffassung  ergiebt  sich  aus  den 
folgenden  Sätzen.  Eine  Form,  deren  Koeffizienten  dem  Stammbereiche 
Sl  angehören,  heisst  eine  rationale  Form,  Multipliziert  man  eine 
Form  F  des  Körpers  K  mit  den  konjugierten  Formen  F\  F'\ . . .  i^'C"— i), 
so  ist  das  Produkt  F,  F\  . . .  i^(«-i)  (die  Norm  von  F)  eine  rationale 
Form,  und  ihre  Koeffizienten  besitzen  also  einen  bestimmten,  dem 
Stammbereiche  Sl  angehörigen  grössten  gemeinsamen  Teiler*^.    Wenn 


84)  J.  f.  Math.  90,  p.  164  (1881),  Acta  math.  1,  p.  371  ff.  (1882). 
.  36)  Festschrift  p.  15;  Dedekind'B  Zahlentheorie  §  170;  Hilberfs  Bericht  §  31. 
36)  Hilbert  bezeichnet  (Bericht  §  6)  diesen  Teiler  als  Norm  von  F. 
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dieser  Teiler  gleich  1  ist,  so  heisst  die  Form  F  eine  primitive  oder 
Einheitsform,  Wenn  zwei  Formen  des  Körpers  K  sich  zu  einander 
wie  zwei  Einheitsformen  verhalten,  so  heissen  sie  äbsoltU  äquivalent] 
zwei  solche  Formen  sind  im  Sinne  einer  Zerlegung  als  nicht  wesent- 
lich von  einander  verschieden  zu  betrachten.  Formen,  deren  Koeffi- 
zientensysteme übereinstimmen  und  welche  sich  nur  durch  die  Potenz- 
produkte der  Unbestimmten  unterscheiden,  mit  welchen  die  gleichen 
Koeffizienten  multipliziert  sind,  sind  äquivalent.  Eine  Form  heisst 
irreduktibd  oder  eine  Primform  (Primdivisor),  wenn  sie  nicht  einem 
Produkte  zweier  Formen,  von  denen  keine  eine  Einheitsform  sein 
darf,  äquivalent  ist.  Dann  gilt  der  Satz:  Jede  Form  F  des  Körpers  K 
lässt  sich  auf  eine  und  im  wesentlichen  nur  auf  eine  Weise  als  Produkt 
von  Primdivisoren  darstellen,  wenn  äquivalente  Divisoren  als  nicht  ver- 
schieden betrachtet  werden^''). 

An  Stelle  der  Formen  betrachtet  Dedekind  unendliche  Systeme 
von  ganzen  Grössen  des  Körpers  K,  Sind  a,  /3,  y, . . .  ganze  Grössen 
des  Körpers  K,  so  heisst  der  Inbegriff  aller  Grössen,  welche  durch 
die  Linearform  Sa  +  ^/^  +  5y+'*  dargestellt  werden  können,  wenn 
I,  17,  g, . . .  ganze  Grössen  des  Körpers  K  sein  soUen,  ein  Ideal  des 
Körpers  K.  Falls  dieses  Ideal  durch  eine  einzige  Grösse  a  festgelegt 
werden  kann,  heisst  es  ein  Hauptideal  (a).  Unter  dem  Produkte 
zweier  Ideale 

ö  =  («1;  «j, . . .  ar)y      b  =  (/Ji,  /Jjj,  •  •  •  ßs) 

ist  das  Ideal 

C  =  ab  =  {ccißiy '  •  •  aißs,  a%ßij  •  •  •  «2/8,,  •  •  •  arß») 

zu  verstehen.  Ein  Ideal,  welches  nicht  als  Produkt  zweier  Ideale 
dargestellt  werden  kann,  von  denen  keines  das  Hauptideal  (1)  sein 
darf,  heisst  ein  Primideal.  Dann  lautet  der  Zerlegungssatz:  Jedes 
Idecd  ist  auf  eine  und  nur  eine  Weise  m  Primideale  zerlegba/r^).  Der 
Vergleich  mit  der  Bj-onecker'schen  Formentheorie  wird  durch  folgende 
Erwägungen  gegeben:  Jeder  Form  des  Körpers  K  entspricht  dasjenige 

87)  Festschrift  §§  14—18.  Die  ZironccA^er'sche  Formentheorie  ist  mit  einigen 
Modifikationen  in  Wehef%  Algebra  (Bd.  2,  Abschn.  16)  aufgenommen.  Weher 
betrachtet  auch  gebrochene  rationale  Funktionen  der  Unbestimmten  mit  Koeffi- 
zienten des  Körpers  K  und  nennt  dieselben  Funktionale.  Wenn  ein  Funktional 
durch  Multiplikation  mit  einer  Einheitsform  in  eine  (Kronecker'sche)  Form  des 
Körpers  K  verwandelt  werden  kann,  heisst  es  ein  ganzes  Funktional.  Dann  lautet 
der  Zerlegungssatz:  ein  ganzes  Funktional  kann  auf  eine  und  nur  eine  Weise 
in  Primfunktionale  zerlegt  werden,  wenn  associierte  (äquivalente)  Funktionale 
als  nicht  verschieden  betrachtet  werden. 

38)  Zahlentheorie  §§  177—179,  Dedekind -Weber,  J.  f.  Math.  92,  §§  7—9. 
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Ideal^  welches  durch  die  Koeffizienten  der  Form  bestimmt  wird. 
Äquivalenten  Formen  entspricht  dasselbe  Ideal,  und  Formen,  welche 
einer  Grösse  des  Körpers  K  äquivalent  sind,  entspricht  ein  Haupt- 
ideal. Dem  Produkte  zweier  Formen  entspricht  das  Produkt  der  zu- 
gehörigen Ideale,  den  Primdivisoren  entspricht  ein  Primideal.  EUeraus 
geht  die  Identität  beider  Zerlegungssätze  hervor.  Das  Ideal  a  er- 
scheint hierbei  als  grösster  gemeinschaftlicher  Teiler  der  Grossen 
c^,  «2;  •  •  •  ^r;  dio  CS  bestimmen;  der  grösste  gemeinschaftliche  Teiler 
der  Ideale  a  und  b  ist  das  Ideal  (ck^,  . . .  ^r,  ßi,  -  -  -  ßs),  welches  durch 
Zusammenstellung  beider  Ideale  entsteht. 

9.  Darstellung  der  Primdivisoren  dnroh  Association  enthalten- 
der Ghattongen  oder  dnroli  Association  transcendenter  Funktionen. 

Wenn  das  Ideal  a  kein  Hauptideal  ist,  so  ist  der  grösste  gemein- 
schaftliche Teiler  der  Zahlen  a^y , . .  ar  keine  Grösse  des  Körpers  K, 
sondern  eben  nur  durch  eine  dem  Körper  K  associierte  Form  dar- 
stellbar. Man  kann  aber  in  gewissen  Fällen  durch  eine  andere  Art 
der  Association  die  Ideale  auch  als  Grössen  darstellen,  die  aber  als- 
dann nicht  dem  Körper  K,  sondern  einem  erweiterten  Bereiche  an- 
gehören. Diese  Art  der  Darstellung  idealer  Elemente  ist  bisher  vor- 
zugsweise in  folgenden  beiden  Fällen  durchgeführt  worden. 

Ist  K  ein  imaginärer  quadratischer  Zahlkörper,  so  liefern  die  Trans- 
formationsgleichungen [U  B  4  a,  6]  der  Theorie  der  elliptischen  Funk- 
tionen einen  Zahlkörper  ^,  der  K  enthält  und  dessen  Ordnung  in  Bezug 
auf  K  gleich  der  Klassenzahl  des  Körpers  K  ist.  In  dem  Körper  fi 
werden  alle  Ideale  des  Körpers  K  zu  Hauptidealen;  jedes  Ideal  von 
K  kann  also  durch  eine  Zahl  von  Ä  dargestellt  werden.  Der  Körper 
Ä  heisst  der  Klassenkörper  von  K.^^)  Die  allgemeine  Theorie  der 
Klassenkörper  ist  neuerdings  von  H.  Weber  und  D.  Hubert  in  Angriff 
genommen  worden*^). 

Ist  K  ein  Körper  algebraischer  Funktionen  [H  B  2]  einer  Veränder- 
lichen, welche  über  einer  Biemann'schen  Fläche  9i  ausgebreitet  sind,  so 
liefert  die  Theorie  der  AbeVschen  Integrale  das  Mittel,  um  die  sämtlichen 
Ideale  von  K  zu  Hauptidealen  zu  machen.  Ist  das  Geschlecht  von  91 
gleich  p,  so  giebt  es  auf  SR  p  linear  unabhängige  Integrale  erster 
Gattung  u^,  u^, , ,  .  Up"^  ist  femer  q  ein  willkürlicher  aber  fester  Punkt 
auf  9i,   so    giebt   es  p   linear   unabhängige  Normalintegrale   zweiter 

39)  Kronecker ^  Berl.  Monatsberichte  1867,  p.  466;  Weher,  Elliptische  Punk- 
tionen und  algebraische  Zahlen,  Braunschweig  1891,  Teil  UI,  bes.  §  110;  Weher, 
Math.  Ann.  48  (1897),  p.  483;  49  (1897),  p.  88;  50  (1898),  p.  1. 

40)  Weher,  ibid.;  Hubert,  Jahresber.  d.  Dtsch.  Math.-Ver.  6,  p.  88  u.  Math. 
Ann.  51  (1898),  p.  1. 
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Gattung  Vj,  Vj, . . .  t;^,  welche  nur  in  q  unendlich  werden  und  nicht 
auf  algebraische  Funktionen  reduziert  werden  können.  Ist  nun  77  ein 
Elementarintegral  dritter  Gattung,  welches  in  a  und  einem  zweiten 
Punkte  p  mit  den  Residuen  —  1  und  +  1  logarithmisch  unendlich 
wird,  so  kann  man  zu  77  eine  lineare  homogene  Funktion  von 
ti^f . , .  Upy  Vif . . .  Vp  so  hinzufügen,  dass  das  entstehende  Integral  77 
nur  noch  die  von  den  logarithmischen  Unstetigkeiten  herrührende 
Periode  2^i,  aber  keine  cyklische  Periode  hat,  und  es  ist  also 
e'^  =  P  eine  einwertige  Funktion  auf  SR,  welche  in  p  in  erster  Ord- 
nung verschwindet  und  in  q  eine  wesenÜich  singulare  SteUe  hat. 
Eine  solche  Funktion  heisst  nach  Weiersbrass  eine  Primfufiktioti'^ 
dieselbe  entspricht  genau  einem  Primideale  des  Körpers  K,  d.  i.  der 
Gesamtheit  der  Funktionen  des  Körpers,  welche  in  p  Null  und  in 
vorgeschriebener  Weise  unendlich  werden.  Jede  Funktion  <p  des 
Körpers  K  von  der  Ordnung  r  kann  auf  eine  und  nur  eine  Weise 
in  die  Form  gesetzt  werden: 


9  =  c  • 


X  j  -*  2  •  •  •      r 

P '  P '       p~n 


WO  c  eine  Konstante  und  P^,  P^, . . .  Pr  die  zu  den  Nullpunkten, 
Pj',  Pg', .  .  .  Pr'  die  zu  den  XJnendlichkeitspunkten  der  Funktion  q> 
gehörigen  Primfunktionen  bedeutet.  Umgekehrt  stellt  jeder  derartige 
Quotient  eine  Funktion  des  Körpers  dar,  falls  die  Null-  und  die  Unend- 
lichkeitssteUen  so  gewählt  werden,  dass  der  Punkt  a  nicht  mehr  wesent- 
liche Singularität  der  Funktion  ist;  die  hierzu  erforderlichen  Bedingungen 
werden  durch  die  Gleichungen  des  Aberschen  Theoremes  gegeben*^). 
An  SteUe  der  Weierstrass'schen  Vrimfunktion  führt  F.  Klein  Prim- 

formen  ein,  indem  die  unabhängige  Variabele  a;  =  ~  in  einen  Zähler 

und  einen  Nenner  gespalten  wird  und  homogene  transcendente  Funk- 
tionen von  x^,  x^  gebildet  werden.  Ist  P^*?  =  P^^  ein  Integral  dritter 
Gattung  mit  den  Parametern  |,  t]  und  den  Argumenten  Xy  y,  welches 
Yertauschung  von  Parameter  und  Argument  gestattet,  setzt  man 
femer  die  Riemann'sche  Fläche  als  eine  „kanonische"  voraus,  auf 
welcher  eine  nur  in  den  Verzweigungspunkten  verschwindende  ganze 
algebraische  Form  6r(^i,  x^)  existiert,  und  wird  ^  Z*. — -L-zi  --  ^^^ 
gesetzt,  so  ist  die  Klein'sche  Primform 

41)  K.  Weierstrass,  Werke  2,  p.  286;  vgl.  auch  F.  Schottky,  J.  f.  Math.  101 
(1887),  p.  227;  Ä.  Brill  u.  M.  Noether,  Die  Entwickelung  d.  Theorie  der  alge- 
braischen Funktionen,  deutsche  Math.-Ver.  8  (1894),  p.  428.  Eine  VeröfTent- 
lichung  der  bisher  nur  in  Vorlesungen  bekannt  gegebenen  Theorie  Ton  Weier- 
strass ist  in  nahe  Aussicht  gestellt  worden;  bei  der  gegebenen  Darstellung 
benutzte  ich  eine  mündliche  Mitteilung  von  Ä.  Hurwitz. 
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—  dtcdtye    'y  (lim da?  =  0,  lim rfy  =  0). 

Dieselbe  ist  eine  von  x^y  oc^y  tfu  Vi  abhängende  Form,  welche  in  jeder 
der  beiden  Yariabelenreihen  die  Dimension  1  hat  und  ftlr  a?  =»  y  in 
erster  Ordnung  verschwindet  Dieselbe  hat  im  Unterschiede  Yon  der 
Weierstrass'schen  Primfunktion  keine  Singularität,  erhält  aber  bei  ge- 
schlossenen Umläufen  der  Yariabelen  transcendente  Exponential- 
faktoren.  Durch  Einführung  yon  ,,Mittelformen^^  können  die  letzteren 
kompensiert  werden"). 

10.  Die  Fundamentalgleiohiing.  Die  Zerlegung  der  Orossea 
des  Stammbereiches  Sl  in  Primdivisoren  des  Körpers  K  wird  durch, 
die  Untersuchung  der  Ff4mlammtalgl€ichfmg  geliefert;  die  Fundamental- 
gleichung ist  diejenige  Gleichung  n*^  Grades,  welcher  die  Funda- 
mentalform 

(1)  y  =  «*iyi  +  tijjy,  H h  u„,ym 

und  ihre  Konjugierten  genügen,  also  die  Gleichung: 

S(^;  ^u  w»,  •  •  •  ww)  =  (a;  —  yO  (^  —  y")  •  •  •  (^  —  y^"0  =  o. 

Ist  P  ein  Primelement  des   Stammbereiches,    so   ist    es   zu    diesenm 

Zwecke   erforderlich,   die   Funktion  %y  welche   eine   mit   den   Unbe— 

stimmten  X]U^,..,Un  gebildete   ganze   rationale   Form   des  Stamm— 

bereiches  ist,  nach  dem  Modul  P  in  Primfaktoren  zu  zerlegen.    Dabei 

heisst  eine  Funktion  ^    nach   dem  Modul  P  zerlegbar,   wenn  eine 

Kongruenz 

^E^XY  (mod,P) 

aufgestellt  werden  kann,  d.  h.  wenn  ^  —  -^^  durch  P  teilbar  ist; 
X  und  Y  sind  ebensolche  Funktionen  wie  %,    Ist  nämlich  bei  der 

Zerlegung  in  Primideale  P  =  ^jji^jj» .    •  p**",  so  gilt  die  Kongruenz 

(2)  g  -^  PI'  Pt"  Pr'  (°^«^-  P)> 

WO  P^ . . .  Pr  nach  dem  Modul  P  nicht  weiter  zerlegbar  sind  und 
die  Funktion  P*  dem  Primideal  ph  in  der  Weise  entspricht,  dass  sie 
durch  Einsetzen  des  Wertes  (1)  von  y  in  eine  durch  ph  teilbare  Form 
des  Körpers  K  übergeht*'). 

42)  F,  Klein,  Math.  Ann.  36  (1890),  p.  1;  Kkin-Fricke,  Vorlesungen  über 
die  Theorie  der  Modalfunktionen,  Leipzig  1892,  2,  Abschn.  6,  Kap.  1,  §  9; 
E.  BiUer,  Math.  Ann.  44  (1894),  p.  261. 

43)  Kronecker,  Festschrift  §  26  für  unbestimmt  bleibende  Wj  .  .  .  t*^.  Dede- 
kind,  Gott.  Abh.  1878;  Dedekind-Weber ,  J.  f.  Math.  92,  §  11  fOr  individueUe 
Werte  von  w^ ,  Wg ,  .  .  .  w^ ,  wo  dann  der  Satz  gewisse  Einschränkungen  er- 
fordert. 
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Die  Diskriminante  der  Fundamentalgleichung  ist  eine  rationale 
Form  mit  den  Unbestimmten  w^, . . .  Mm,  för  welche  der  grösste  ge- 
meinschaftliche Teiler  der  Koeffizienten  gleich  der  Diskriminante  der 
(rattung  ist.  Hieraus^  in  Verbindung  mit  der  Gleichung  (2),  folgt, 
dass  die  Gattungsdiskriminante  alle  und  nur  diejenigen  Primelemente 
des  Stammbereiches  als  Faktoren  enthält,  welche  durch  das  Quadrat 
eines  Primdivisors  teilbar  sind.  Wenn  in  Gleichung  (2)  die  zu  dem 
Divisor  Pj  P2  •  •  •  Pr  gehörige  algebraische  Form  des  Körpers  K 
eine  Norm  besitzt,  welche  mit  J?*  äquivalent  ist,  so  ist  die  in  der 
Gattungsdiskriminante  aufgehende  Potenz  Ton  P  im  allgemeinen  gleich 
P""~*;  doch  lässt  der  letzte  Satz  gewisse  Ausnahmen  zu,  wenn  P 
gleichzeitig  ein  Teiler  eines  der  Exponenten  e^,  e^j , , .  Sr  ist**). 

11.     AuBfühning   der   arithmetisohen   Theorie   im   Eimselnen. 

Die  dargelegten  Grundzüge  der  arithmetischen  Theorie  algebraischer 
Grössen  ist  in  ihren  Prinzipien  aus  der  Theorie  der  algebraischen 
Zahlen  abstrahiert  und  hat  hier  in  erster  Linie  ihre  Kraft  bewährt 
(s.  IC4).  Eine  Ausfahrung  im  einzelnen  ist  sodann  denjenigen 
Körpern  algebraischer  Funktionen  zu  Teil  geworden,  welche  von  einer 
Veränderlichen  abhängen**),  wodurch  diese  Theorie  mit  der  der 
Riemann'schen    Flächen    in   Wechselbeziehung    tritt   (s.  11 B  2).     Ist 

n    m 

f(^8^  jgf)  =  0  die  irreduktibele  Gleichung,  durch  welche  eine  über  der 
i^-Ebene  ausgebreitete  n-blättrige  Riemann'sche  Fläche  bestimmt  wird, 
so  gehört  zu  jedem  im  Endlichen  gelegenen  Punkte  $  der  Riemann- 
schen  Fläche  ein  Primideal  )f  des  Körpers  der  rationalen  Funktionen 
von  s  und  z\  die  Norm  dieses  Primideals  ist  der  zugehörige  Prim- 
divisor z  —  c  des  Stammbereiches  der  rationalen  Funktionen  von  z. 
Hängen  in  $  a  Blätter  der  R.  Fl.  zusammen,  so  ist  z  —  c  durch  die 
a^  Potenz  von  p  teilbar,  und  die  Gattungsdiskriminante  D  erhält 
also  (nach  Nr.  10)  die  Potenz  {z  —  c)"—*  als  Faktor;  die  Gattungs- 
diskriminante B  enthält  hiemach  die  Normen  aller  im  EndUchen  ge- 
legenen Verzweigungspunkte,  jede  in  einer  bestimmten  durch  die  Ord- 
nung der  Verzweigung  angegebenen  Potenz.  Diese  Beziehung  wird  eine 
noch  engere,  wenn  man  mit  K,  Hensd  die  Elementarteiler  der  Deter- 
minante Yd  in  Betracht  zieht,  welche  stets  gewissen  Wurzeln  aus  ganzen 
Funktionen  von  z  äquivalent  sind.  Giebt  es  nämlich  für  z  =  c  je 
einen   a,  j3,  y, . . .  -blättrigen    Verzweigungspunkt,    so    enthalten    die 

44)  Die  in  43)  genannten  Abhandlungen  und  Dedekmd,  Gott.  Abh.  1882; 
K,  Hensd,  J.  f.  Math.  113  (1894),  p.  61,  128;  Gott.  Nachr.  1897,  p.  247;  J.  f. 
Math.  117  (1898),  p.  333. 

46)  Dedekind'Weber  1.  c. 
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Elementarteiler  von  yZ)  gebrochene  Potenzen  von  z  —  c,  deren  Ex- 
ponenten^ abgesehen  von  der  Reihenfolge^  durch  die  Sequenzen 

angegeben  werden*^).  Die  unendlich  fernen  Punkte  der  Riemann'schen 
Fläche  können  entweder  durch  lineare  Transformation  von  z  oder  indem 

man  jsr  =  ^  in  zwei  homogene  Variabele  spaltet^  in  die  Untersuchung 

einbezogen  werden.  Die  weitere  Verfolgung  dieser  Oesichtspunkte  in 
der  Theorie  der  algebraischen  Funktionen  führt  zur  Aufstellung  der 
überall  endlichen  Integrale  des  Körpers*^),  sowie  zur  Beherrschung 
des  Biemann-Boch'schen  Satzes^)  und  seiner  Eonsequenzen,  und  zur 
Auflösung  der  dem  algebraischen  Gebilde  /*(«,  ^er)  =  0  eigenen  Singula- 
ritäten*^. 

Auf  die  Theorie  der  zu  einem  Systeme  von  Grundformen  gehörigen 
Invarianten  hat  die  Körpertheorie  D.  Hubert  angewandt  [11 B  2,  Nr.  6]. 
Die  Gesamtheit  dieser  Invarianten  bildet  einen  Körper,  aus  welchem 
man  x  ganze  rationale  Invarianten  Ji^J^y  -  *  -  Jx  so  auswählen  kann, 
dass  jede  weitere  ganze  rationale  Invariante  eine  ganze  algebraische 
Funktion  eines  durch  Ji,  J^y  - .  Jx  und  eine  weitere  Invariante  J  be- 
stimmten Funktionenkörpers  ist.  Die  Zahl  x  ist  dabei  gleich  dem 
Überschuss  der  Anzahl  der  Koeffizienten  der  Grundform  über  die 
Anzahl  der  Parameter  der  kontinuierlichen  Gruppe  der  linearen  Trans- 
formationen; der  Grad  k  des  Invariantenkörpers  lässt  sich  mit  Hilfe 
der  später  zu  erwähnenden  charakteristischen  Funktion  eines  Formen- 
systemes  in  den  einfachsten  Fällen  bestimmen.  Da  die  Invarianten 
Ji,  Jg,  . . .  c7x  hiemach  die  Eigenschaft  haben,  dass  ihr  Verschwinden 
das  Verschwinden  aller  Invarianten  zur  Folge  hat,  so  kann  die  Auf- 
gabe der  Bestimmung  eines  vollständigen  Systemes  der  InvariiLnten 
der  Grundform  zurückgeführt  werden  auf  die  Aufstellung  gewisser 
„kanonischer  Nullformen",  welche  dadurch  charakterisiert  sind,  dass 
ihre  sämtlichen  Invarianten  verschwinden  und   dass  umgekehrt  jede 


46)  J.  f  Math.  115,  p.  264  (1895).  Analoge  Sätze  gelten  nach  noch  nicht 
vollständig  publicierten  Untersuchungen  K.  HenseVs  auch  in  dem  Falle,  dass  der 
Stammbereich  Sl  der  Körper  der  rationalen  Funktionen  mehrerer  Veränderlicher 
oder  ein  Gattungsbereich  ist.     J.  f.  Math.  117,  p.  333,  346;  118,  p.  173  (1897,98). 

47)  Hensel,  J.  f  Math.  117,  p.  29  (1896). 

48)  G.  Landsberg,  Math.  Ann.  60,  p.  333,  677  (1897). 

49)  Kronecker,  J.  f.  Math.  91,  p.  801  (1881)  =  Werke  2,  p.  198;  vgl. 
F.  Klein'B  autographierte  Vorlesung  über  Biemann'sche  Flächen  1891 — 92,  Gott., 
I.  Teil,  Abschnitt  4  u.  6. 
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Form  mit  yerschwindenden  Inyarianten  in  eine  von  ihnen  transfor- 
miert werden  kann^). 

12.  ZiiBammenhang  mit  der  Theorie  der  Modnlsysteme  und 
algebraiBOhen  Gebilde.  Die  Sätze  von  Nr.  10  lehren,  dass  die  Zer- 
legung eines  Primdivisors  P  des  Stammbereiches  ß  in  algebraische 
Primdivisoren  des  Körpers  K  zurückgeführt  werden  kann  auf  die 
Zerlegung  ganzer  rationdUr  Funktionen  nach  dem  Primmodul  P. 
Die  Theorie  der  algebraischen  Körper  tritt  hierdurch  in  Beziehung 
mit  der  ganz  im  rationalen  Gebiete  operierenden  Theorie  der  Modul- 
systeme, von  welcher  auch  die  weitere  Ausgestaltung  der  Körper- 
theorie abhängig  erscheint. 

13,  Elementare  Eigenschaften  der  Modulsysteme.  Sind  M, 
M^yM^j,,.Mk  ganze  Funktionen  der  unabhängigen  Veränderlichen 
x^y  x^, . . ,  Xny  SO  heisst  M  durch  das  Modulsystem 

m  =  (jfi,  jf,, . . .  Mu) 

teilbar,  falls  eine  Gleichung  besteht: 

(1)  M  =  X,M,  +  X^M,  +  '"  +  XuM,, 

in  welcher  X^,  2^, . . .  X*  ebenfalls  ganze  Fmiktionen  von  x^jX^j...Xn 
sind^*).  Dabei  können  die  Koeffizienten  von  X^,  X^, . . .  X*  entweder 
einem  bestimmten  Rationalitätsbereiche  oder  einem  bestimmten  Inte- 
gritätsbereiche zugewiesen  werden,  welchem  auch  die  Koeffizienten 
von  M^y .  . .  Mk  angehören  müssen.  Diesen  beiden  Fällen  entsprechend 
unterscheiden  wir  gelegentlich  zwischen  einer  Teilbarkeit  erster  Art 
und  zweiter  Ärt^^).  Wenn  die  Differenz  zweier  Funktionen  M — Jf' 
durch  W.  teilbar  ist,  so  heissen  M  und  M'  einander  kongruent  nach 
dem  Modulsystem  SR:  M  e^  M' (mod.  m). 

Das  Modulsystem  Sfl  =  {N^,  N^,  •  •  •  Nh)  heisst  durch  3K  teilbar, 
falls  jede  seiner  Funktionen  durch  9R  teilbar  ist.  Sind  zwei  Modul- 
systeme durch  einander  teilbar,  so  heissen  sie  (absolut)  äquivalent^ 
weil  die  Gesamtheit  der  durch  das  eine  und  der  durch  das  andere 
Modulsystem  teilbaren  Funktionen  dieselbe  ist  Sind  9R  und  SSI  be- 
liebige Modulsysteme,  so  hat  man  hiemach  unter  dem  grössten  ge- 
meinsamen Teiler  der  beiden  Modulsysteme  das  Modulsystem 

a  =  (3»,  5R)  =  (M, ,M,r-  M,,  N,r  "  Nh) 

50)  Math.  Ann.  42,  p.  S13  (1892). 

61)  Festschrift  §  20. 

52)  Diese  Unterscheidung,  welche  von  Kronecker  nicht  ausdrücklich  ge- 
macht wird,  wird  notwendig,  sobald  es  sich  um  die  strenge  Einführung  des 
Stofenbegriffes  handelt. 
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zu  verstehen.  Andererseits  hat  man  unter  dem  kleinsten  gemein- 
schaftlichen Vielfachen  von  9R  und  Sfl  dasjenige  Modulsystem  zu  ver- 
stehen^ welches  der  grösste  gemeinsame  Teiler  aller  sowohl  durch  3R 
als  durch  91  teilbaren  Modulsysteme  ist. 

Aus  zwei  Modulsystemen  9R  und  9t  kann  man  ein  Produkt  bilden: 

durch  welches  jedes  Produkt  einer  durch  3R  und  einer  durch  91  teil- 
baren Funktion  und  jede  Summe  solcher  Produkte  teilbar  ist  Das 
Produkt  zweier  Modulsysteme  ist  durch  jeden  seiner  Faktoren  teilbar; 
aber  wenn  ein  Modulsystem  $  durch  9R  teilbar  ist,  braucht  es  nicht 
als  Produkt  von  9R  und  einem  zweiten  Modulsystem  9t  darstellbar 
zu  sein^). 

14,    Der  Stufenbegriff.    PrimmodulsyBteme.     Für   die   weitere 
Untersuchung    ist   die  Einführung   des  Begriffes  der  Stufe   oder  de» 
Banges  fundamental.    Mit  jedem  Modulsystem  9R  ist  ein  System  yoim 
Gleichungen  M^  =  0,  M^  =  0,  •  •  Mk  =  0  gegeben,  durch  welches  eii»- 
algebraisches  Gebilde  aus  der  Mannigfaltigkeit  der  Yariabelen  x^y , , ,  x^m, 
ausgeschieden   wird.     Werden   durch   diese   Gleichungen  v  Variabel^ 
als  algebraische  Funktionen  der  frei  bleibenden  n  —  v  übrigen  Varia — 
belen  bestimmt,    so   heisst  das  Gleichungssystem  von  der  i^^  Stufe^ 
und  es  definiert   alsdann   eine    (n  —  i;)- fache   Mannigfaltigkeit. 
Gleichungssystem  kann   aber   auch   Mannigfaltigkeiten    verschiedene 
Dimension  nebeneinander  definieren,  in  welchem  Falle  das  Modulsyste 
ein  gemischtes  heisst  und  mehrere   Stufenzahlen  erhält.    Wenn  ins 
besondere  die  Funktionen  M^  lineare  homogene  Funktionen  der  Varia 
belen  x^^ . . .  Xn   sind,   so  ist  die  Stufenzahl   des   Gleichungssysteme 
identisch  mit  der  in  der  Determinantentheorie  angewendeten   Stufen^ — ' 

oder  Ranirzahl  der  Matrix  der  Koeffizienten:    -5—^       (         / «'         1  -^ 
ö  ^a?^  I      Vi;  =1,2,... n/"^ 

(dem  höchsten  Grade  nicht  verschwindender  ünterdeterminanten,  vgl  — 

JA  2,  Nr.  24;  IBlb,  Nr.  9,26). 

Die  Bestimmung  der  Stufenzahl  geschieht  durch   die  allgemein^ 

Theorie  der  Elimination  [s.  I  B  1  b,  Nr.  6—9]^).  Kronecker  fElhrt,  um  di^ 


68)  Festschrift  §§  20  u.  21. 

54)  Kronecktr  legt  im  wesentlichen  die  allgemeine  Eliminationstheorie 
Et.  Bezoufa  (Theorie  g^n^rale  des  ^quations  alg^briques,  Paris  1779)  zu  Grunde, 
welche  in  den  Lehrbüchern  von  J.  A.  Serret  (Algebra,  deutsch  v.  Wertheim  1868,  1, 
Kap.  4)  imd  Faä  di  Bruno  (Theorie  g^n^rale  de  1' Elimination ,  Paris  1869)  in 
modernerer  Weise  durchgeführt  ist.  Ausführungen  zur  allgemeinen  Theorie  der 
Elimination,  welche  in  neuerer  Zeit  wenig  bearbeitet   zu  sein  scheint,  geben 


A 

l 
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Gleichungssysteme  yerschiedener  Stufe  von  einander  zu  sondern,  eine  mit 

n  Unbestimmten  Wj, .  . .  w«  gebildete  Hilfsgrösse  a;  =  % a^j  -| f-  UnXn 

ein,  eine  Operation,  welche  der  Einführung  der  „Gleichung'^  eines  Punktes 
in  der  analytischen  Geometrie  analog  ist^),  und  verföhrt  dann  folgender- 
massen.  Es  wird  mit  Hilfe  der  Grösse  x  aus  den  Gleichungen  Jf^  =  0,  •  •  • 
Mk  =  0  die  Variabele  Xn  eliminiert  und  aus  den  entstehenden  Glei- 
chungen ihr  grösster  gemeinschaftlicher  Teiler  Fi(x]  x^, . . .  Xn—i) 
herausgehoben;  derselbe  giebt,  gleich  Null  gesetzt,  die  Besolvente  erster 
Stufe,  da  x  als  algebraische  Funktion  von  Xj^y . , ,  Xn^i  dargestellt 
wird.  Aus  dem  von  dem  gemeinsamen  Faktor  befreiten  Gleichungs- 
system werden  mit  Hilfe  neuer  Unbestimmter  ü^, . . .  ü*,  F^, .  . .  F* 
zwei  lineare  homogene  Verbindungen  gebildet;  sodann  wird  Xn—i 
eliminiert  und  aus  den  Koeffizienten  der  als  Eliminationsresultat 
entstehenden  Funktion  der  U  und  V  wieder  der  grösste  gemein- 
same Teiler  F2{x]  x^,  . ,  .^n— 2)  herausgehoben;  derselbe  giebt,  gleich 
Null  gesetzt,  die  Besolvente  zweiter  Stufe,  da  Xn^x  und  Xn  als  alge- 
braische Funktionen  der  übrigen  Variabelen  bestimmt  werden.  So 
fortfahrend,  erhält  man  die  Resolventen  erster,  zweiter,  .  . .  v^^  Stufe 

Fi(a:; a^j,  •  •  •  Xn-i)  =  0,  F^{x', x^,  •  -Xn-t)  =  0,  •  •  •  F^{x]  iCi,  •  •  •  Xn~y)=0 

und  ihr  Produkt  F^  F^ .  * ,  -Fy,  die  GesamtresoherUe  des  Systemes. 
Setzt  man  in  einer  Resolvente  für  x  seinen  Wert  SuhXh^  so  erhalt 
man  durch  die  Koeffizienten  der  so  erscheinenden  Funktion  von 
u^y , ,  .Un  ein  jener  Resolvente  äquivalentes  Gleichungssystem.  Da 
man  in  der  Gesamtresolvente  für  die  Unbestimmten  u^, . . .  u«  stets 

n  +  1  Wertsysteme  u^  =  a^  •  •  •  m^  =  a^>  (A  =  1,  2,  •  •  •  n  +  1)  so 
einsetzen  kann,  dass  die  entstehenden  n  -f-  1  Gleichungen  nur  durch 
das  Verschwinden  aller  Koeffizienten  befriedigt  sein  können,  so  folgt: 
Jedes  Gleichungssystem  mit  n  Variabelen  ist  stets  durch  ein  System 
von  höchstens  (n  -f-  1)  Gleichungen  ersetzbar^*). 


J.  MoUc,  Acta  math.  6,  p.  1  (1885)  und  J.  Hadamard,  Acta  math.  20,  p.  201 
(1896);  vgl.  auch  Borel  et  Brach,  Introduction  £t  T^tude  de  la  th^orie  des  nombres 
et  de  Talgäbre  sup^rieure,  Paris  1896,  p.  206  ff.  Eine  vollständige  Übersicht 
über  alle  bisherigen  Ergebnisse  der  Eliminationstheorie  giebt  neuerdings  Netto 
in  der  1.  Lief,  des  2.  Bandes  seiner  Algebra. 

55)  Die  Einfuhrung  dieser  Hilfsgrösse  geht  bereits  auf  8.  D.  Poisson  (£c. 
polyt.  J.  cah.  XI,  p.  199  [1811])  und  J,  Lwuvüle  (J.  de  math.  t.  Xu,  p.  68  [1847]) 
zurück. 

56)  Festschrift  §  10.  K.  Th.  Vahlen  hat  an  dem  Beispiele  einer  rationalen 
Baumkurve  5.  Ordnung  mit  einer  Quadrisekante  (n  =  8),  welche  erst  als  Schnitt 
von  vier  Flächen  isoliert  werden  kann  [DI  C  7],  gezeigt,  dass  die  Mazimalzahl 
n  -f  1    unter  Umständen  wirklich  erreicht  wird  (J.  f.  Math.  108,  p.  346,  1891). 
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Das  Modulsystem  3R  =  (M^,  M^, . . .  Mk)  erhält  dieselbe  Stufen- 
zaM;  wie  das  zugehörige  Gleichungssystem^  falls  es  sich  um  die  Teil- 
barkeit erster  Art  handelt.  Sind  aber  M^, . . .  Mk  ganze  ganzzaMige 
Funktionen  und  sollen  auch  die  Koeffizienten  X^, ... X«  in  Gleichung  (1) 
der  Nr.  13  als  ganze  ganzzahlige  Funktionen  bestimmt  werden, 
so  erhält  man  die  Stufenzahl  des  Modulsystems,  indem  man  die  des 
Gleichungssystemes  um  eine  Einheit  erhöht.  Während  also  im  ersten 
Falle  die  höchste  Stufenzahl  n  ist^  ist  sie  im  Falle  der  Teilbarkeit 
zweiter  Art  n  +  1«^') 

Der  Stufenbegriff  ist  fQr  die  Definition  des  Primmodulsystemes 
massgebend.  Betrachtet  man  die  Modulsysteme  mit  einer  bestimmten 
Anzahl  von  Veränderlichen  und  von  bestimmter  Stufe^  so  heisst  ein 
solches  ein  Primfnodfdsystem  oder  ein  irreduJUibdes  System,  falls  alle 
Modulsysteme^  die  in  ihm  enthalten  sind^  entweder  mit  ihm  äquivalent 
oder  von  höherer  Stufe  sind^).  Wenn  ein  Produkt  zweier  Faktoren 
durch  ein  Prinmiodulsystem  teilbar  ist,  so  ist  einer  der  beiden  Faktoren 
durch  das  Primmodulsystem  teilbar. 

Ein  Oleichungssystem  heisst  irreduktibel^  falls  das  zugehörige 
Modulsystem  irreduktibel  ist,  eine  Definition,  welche  die  früher  ge- 
gebene ersetzen  kann  (s.  Nr.  3). 

Der  Fall,  dass  ein  Gebilde  i/^'  Stufe  zu  seiner  Darstellung  mehr 
als  V  Gleichungen  erfordert,  tritt  besonders  häufig  dann  auf,  wenn 
das   GebUde  durch   das   Verschwinden   sämtUcher  Determinanten  r^ 
Ordnung  einer  gegebenen  Matrix  bestimmt  wird.     Die  Theorie   der- 
artiger „beschränkter  Gleichungssysteme^^  ist  vorzugsweise  von  Ä.  Cayley, 
G.  Saimon,  S,  BobertSy  A.  BrUl   ausgebildet   worden^*).     Das   Haupt- 
interesse  war  hierbei  der  Bestimmung  der  „Ordnung''  eines  derartigeiB- 
Gleichungssystemes   zugewendet;    Ordnung   eines    Gleichungssysteme^- 
V*®'  Stufe   ist  die  Anzahl   der  Punkte,   welche  das    zugehörige  alge^ 
braische    Gebilde    mit    einem    linearen    Gleichungssystem    (n  —  v)'**^ 
Stufe  gemein  hat.    Dasselbe  Ziel  verfolgt  mit  abzählenden  MethodeiiV' 

Für  n  =  2  steht  der  Satz  in  Obereinstimmiing  mit  dem  Dedekind-Weber^BK^esm^ 
Satze,  dass  jedes  Ideal  des  Firnktionenkörpers  als  grösster  gemeinsamer  Teilei::^ 
zweier  Hauptideale  dargestellt  werden  kann  (J.  f  Math.  92,  §  9,  2). 

67)  Festschrift  §  21  (Ende),  §  22  VU.    J.  f  Math.  99  (1886),  p.  386. 

68)  So  ist  die  inkorrekte  Begriffsbestimmung  der  Festschrift  (§  21,  VI)  im 
J.  f.  Math.  99,  p.  337  (1886)  modifiziert  worden. 

69)  A.  Cayley,  Math.  Papers  1,  p.  467  =  Camb.  and  Dubl.  math.  J.  4,  p.  ISS 
(1849);  G.  Sdlmon,  Lessons  introductorj  to  the  modern  higher  Algebra,  2.  ed. 
1.  XXn  u.  XXm  (deutsch  v.  TT.  Fiedler,  2.  Aufl.  1877);  S.  Eoberts,  J.  f.  Math.  6r 
(1867),  p.  266;  Ä.  Brill,  Math.  Ann.  6,  p.  378  (1872);  36,  p.  321  (1890).  S.  noch 
W.  Fr.  Meyer,  Bremer  Naturf.vers.  Verh.  1890. 
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in  seiner  Geometrie  der  Anzahl  H.  Schubert ,   dessen  Resultate  aber 
genauerer  Nachprüfung  bedürfen*®). 

15.  Zerlegung  in  Frimmodulsystenie.  DiBkriminante  eines 
ModulsystemeB.  Es  entstellt  die  Frage  ^  ob  ein  gegebenes  Modul- 
system als  ein  Produkt  von  Primmodulsystemen  darstellbar  ist.  Dies 
ist  im  allgemeinen  nicht  möglich,  gelingt  aber  unter  gewissen  Be- 
dingungen, deren  wichtigste  die  folgende  ist.  Bildet  man  zu  einem 
reinen  Modulsystem  *^)  3K  =  (Jf^ ,  •  •  •  Jkf*)  v*®'  Stufe  die  Resolvente 
%(x\  x^y , . .  Xn—^  und  ermittelt  die  Diskriminante  der  Resolvente  (in 
Bezug  auf  x),  so  ist  dies  eine  Funktion  von  x^y . , .  Xn—v,  welche  die 
Diskriminante  des  Modulsystemes  heisst**)  und  deren  identisches  Ver- 
schwinden charakteristisch  dafür  ist,  dass  die  mehrfachen  Punkte  der 
Mannigfaltigkeit  M^  =  --  -  =  Mk  =  0  eine  Mannigfaltigkeit  gleich 
hoher  Stufe  bilden.  Verschwindet  die  Diskriminante  des  Modul- 
systemes nicht,  so  kann  man  dasselbe  als  Produkt  von  Primmodul- 
systemen  darstellen,  eine  Zerlegung,  welche  der  Zerlegung  der  Resol- 
vente in  Primfaktoren  genau  parallel  verläuft**). 

Wenn  der  Rang  des  Modulsystemes  3Jt  gleich  n  ist,  so  hat 
E.  H.  Moore  gezeigt,  dass  man  dasselbe  stets  —  einerlei  ob  seine 
Diskriminante  von  Null  verschieden  ist  oder  nicht  —  als  ein  Produkt 
von  „einfachen^'  Modulsystemen  darstellen  kann;  ein  einfaches  Modul- 
system ist  hierbei  ein  solches,  dessen  Funktionen  nur  für  einen  ein- 
zigen Punkt  (gl, . . .  g„)  Null  werden")  (vgl  Nf.  21). 

Verschwindet  die  Diskriminante  eines  Modulsystemes  3R,  so  giebt 
es  stets  eine  ganze  Funktion  X,  die  selbst  nicht  durch  9R  teilbar  ist, 
von  welcher  aber  eine  Potenz  durch  3R  teilbar  wird  —  und  um- 
gekehrt.    Charakteristische  Eigenschaft  der  Nicht-Primmodulsysteme 


60)  Kalkül  der  abzählenden  Geometrie,  Leipzig  1879.  Das  Prinzip  der 
„Erhaltung  der  AnzahP^  welches  den  Schnbert^schen  Abzahlungen  zu  Grunde 
liegt,  ist  nach  einer  Bemerkung  F.  Kkin'a  algebraisch  formulierbar;  s.  Weber, 
Algebra  1,  §  61. 

61)  Es  handelt  sich  von  jetzt  ab  bis  auf  weiteres  um  Teilbarkeit  erster  Art. 

62)  J.  Molk,  Acta  math.  6,  chap.  IV. 

68)  Die  Diskriminante  eines  Modulsystemes  kann  auch  als  Eliminations- 
resultante besonderer  Gleichungssysteme  definiert  werden;  Kronecker,  Berl. 
Sitzungsber.  1888,  p.  461  X.  Der  hier  definierte  Begriff  der  Diskriminante  ist 
übrigens  genau  zu  scheiden  von  dem,  was  man  in  der  analytischen  Geometrie  die 
Diskriminante  einer  Kurve,  Fläche  (allgemein  einer  Mannigfaltigkeit  erster  Stufe) 
nennt;  dies  ist  diejenige  irreduktible  Funktion  der  Koeffizienten,  deren  Ver- 
schwinden das  Auftreten  von  Singularitäten,  d.  i.  die  Existenz  einer  Mannig- 
faltigkeit mehrfacher  Punkte  von  höherer  Stufe  anzeigt. 

64)  N.  Y.  Bull.  (2)  3  (1897);  10,  p.  372. 
Sncjklop.  d.  math.  Wiisenitch.    I.  20 
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ist  es  hiemach;  dass  stets  zwei  ganze  Funktionen  existieren^  die  nicht 
durch  das  Modulsystem  teilbar  sind^  in  deren  Produkt  aber  das  Modul- 
system aufgeht^*). 

Verschwindet  die  Diskriminante  des  Modulsystemes  9R  nicht^  so 
giebt  sie,  gleich  Null  gesetzt,  diejenigen  Werte  von  Xj., . .  .  Xn^p,  ^ 
welchen  mehrfache  Punkte  der  Mannigfaltigkeit  9R  gehören.  Diese, 
die  Dislriminantenmannigfaltigkeit  (DisJcriminafUenfläche)  ist  abdann 
eine  unter  9Jl  enthaltene  Mannigfaltigkeit  höherer  Stufe.  In  dem  be- 
sonderen Falle  einer  Gleichung  n*®"  Grades  mit  einer  Unbekannten 
und  n  -f- 1  homogenen  unbestimmten  Koeffizienten  (wobei  die  n  Wurzeln 
als  Funktionen  der  n  +  1  Gleichungskoeffizienten  zu  betrachten  sind) 
hat  Hubert  ^^)  die  Diskriminantenmannigfaltigkeit  auf  Ordnung  und 
Beschaffenheit  ihrer  Singularitäten  untersucht;  die  Bedeutung  der 
Diskriminantenmannigfaltigkeit  für  die  Realität  der  Wurzeln  hat 
Kronecker  in  Betracht  gezogen^"'). 

16.  Anwendungen  der  ModnlBysteme.  Komplexe  Zahlen  mit 
mehreren  Einheiten.  Wenn  zwei  Modulsysteme  3K  =  {M^ ,  Jf , ,  •  •  •  Mi) 
und  3R'=  (-MiV  •  •  M'tf)  äquivalent  sind,  so  sind  auch  die  zugehörigen 
Gleichungssysteme  äquivalent,  d.  h.  jede  Lösung  des  einen  Systemes 
ist  auch  eine  solche  des  anderen.  Umgekehrt  führen  oftmals  Glei- 
chungssysteme,  deren  Äquivalenz  von  vornherein  bekannt  ist,  auf 
äquivalente  Modulsysteme.  Z.  B.  lässt  sich  die  Bedingung  dafür,  dass 
zwei  quadratische  Systeme  von  je  n*  Elementen  reciprok  sind,  in 
zweifacher  Weise  durch  n*  Gleichungen  ausdrücken  und  die  ent- 
sprechenden Modulsysteme  von  je  n^  Funktionen  lassen  sich  als  äqui- 
valent erweisen^).  Ebenso  führt  die  Annahme,  dass  ein  quadratisches 
System  von  w*  Elementen  orthogonal  ist,  auf  zwei  verschiedene  Modul- 
systeme  von  je     -  w(w -f- 1)  Elementen,   deren  Äquivalenz   erwiesen 

werden  kann^^).  In  ähnlicher  Weise  lässt  sich  die  Bedingung  dafür, 
dass  zwei  ganze  Funktionen  w**"^  Grades  S?(ic)  und  V{x)  von  x  einen 
grössten  gemeinsamen  Teiler  m*®^  Grades  W^^\x)  haben,  so  umsetzen, 
dass  bei  unbestimmten  Koeffizienten  W^^\x)  als  grösster  gemein- 
schaftlicher Teiler  von  83  (a:)  und   V{x)  nach   einem  gewissen  Modul- 


es) Kronecker,  Berl.  Sitzungsber.  1888,  p.  463 IF.,  Xu— XV. 

66)  Math.  Ann.  30  (1887),  p.  437  (I B  1  b,  Nr.  18). 

67)  Berl.  Monatsberichte  1878,  p.  96  =  Werke  2,  p.  37  (Ende).    Vgl.  Weber, 
Algebra  1,  §  78. 

68)  Kronecktr,   J.    f.   Math.    107    (1890),    p.   2Ö4;     NeHo,  J.  f.  Math.   108, 
p.  144f.  (1891). 

69)  Kroneckei;  Berl.  Sitzungsber.  1890,  IX  u.  X;  J.  f.  Math.  107  1.  c. 
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Systeme  3)2  dargestellt  werden  kann^  dessen  Elemente  aus  ganzen 
Punktionen  der  Koeffizienten  von  SS(a;)  und  V(x)  bestehen,  welche, 
gleich  Null  gesetzt,  eben  jene  Bedingung  für  die  Existenz  des  Teilers 
m^  Ordnung  ergeben''^).  Der  Gewinn  dieser  Betrachtungsweise  be- 
steht darin,  dass  man  die  für  den  grössten  gemeinsamen  Teiler  zweier 
ganzer  Funktionen  geltenden  Sätze  ohne  weiteres  auf  Kongruenzen 
nach  irgend  welchem  Primmodulsysteme  übertragen,  also  z.  B.  die 
Bedingung  dafür  aufstellen  kann,  dass  zwei  ganze  ganzzahlige  Funk- 
tionen von  X  modulo  einer  Primzahl  p  einen  grössten  gemeinsamen 
Teiler  m^^^  Grades  haben.  — 

Eine  andere  Anwendung  der  Modulsysteme  besteht  in  der  Auf- 
stellung aller  Systeme  komplexer  Zahlen  mit  mehreren  Einheiten,  in 
welchen  kommutative  Multiplikation  stattfindet  (s.  I  A  4).  Jedes  reine 
Modulsystem  3Jl  w**'  Stufe  mit  n  Variabelen  besitzt  ein  endliches 
Restsystem,  d.  h.  es  giebt  v  ganze  Funktionen  /i,/2,  .../V,  sodass 
jede  ganze  Funktion  f  der  n  Variabelen  auf  eine  und  nur  eine  Weise 
in  die  Form  gesetzt  werden  kann: 

fE^  Co  +  cJi  +  c^fi-\ h  Cyfy  (mod.  SK), 

wo  Co,Ci, . . .  Cr  Konstanten  bedeuten.  Da  hiernach  auch  jedes  Produkt 
fgfk  einer  linearen  Funktion  von  /!,.../*>  kongruent  ist,  so  erhält  man, 
wenn  man  /!,... /V  durch  v  komplexe  Einheiten  e^, . . .  e^  und  die 
Kongruenz  durch  eine  Gleichung  ersetzt,  ein  komplexes  Zahlsystem 
mit  (v  -f-  1)  Einheiten  1,  Cj, . . .  «r  und  vertauschbarer  Multiplikation. 
Umgekehrt  hat  Kronecker  gezeigt,  dass  jedes  derartige  Zahlsystem 
auf  ein  Modulsystem  i/*®'  Stufe  mit  v  Variabelen  führt  ^^).  Die  von 
K.  Weierstrass''^),  JB.  Dedekind'^^),  J,  Petersen'^*')  vorher  betrachteten 
Fälle  komplexer  Zahlsysteme  beziehen  sich  auf  solche  Modulsysteme, 
deren  Diskriminante  von  Null  verschieden  ist. 

17.  Dedekind*8  Theorie  der  Moduln.  An  die  Stelle  der  Modul- 
systeme tritt  in  der  Dedekind'schen  Theorie  die  Theorie  der  Moduln, 
welche  jedoch  nicht  in  gleicher  Allgemeinheit  ausgearbeitet  vorliegt, 
Aondem  dem  jeweiligen  Zwecke  der  Untersuchung  angepasst  ist. 


70)  Kronecker,  J.  f.  Math.  99,  p.  828  (1886)  für  die  Methode  der  rekur- 
renten Reihen;  Netto,  J.  f.  Math.  104,  p.  821;  106,  p.  81  (1889/90);  Hamburger 
Festschrift  1890,  p.  36  für  die  JB^wter'sche  Eliminationsmethode  (I  B  1  b,  Nr.  9). 

71)  Krofiecktr,  Berl.  Sitzungsber.  1888:  zur  Theorie  der  allgemeinen  kom- 
plexen Zahlen  und  der  Modulsysteme  (p.  429.  447.  657.  595.  988). 

72)  Gott.  Nachr.  1884,  p.  395  =  Werke  2,  p.  311. 
78)  Gott.  Nachr.  1886,  p.  141;  1887,  p.  1. 

74)  ibid.  1887,  p   489. 
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Ein  System  Yon  unendlich  vielen  Zahlen  heisst  ein  (Zahlah) 
Modul,  falls  mit  irgend  zwei  Zahlen  auch  ihre  Somme  und  ihre 
Differenz  dem  Systeme  angehört  ^^).  Von  besonderer  Wichtigkeit  sind 
die  endlichen  Moduln  [o^,  o,, . . .  ir,];  welche  aus  allen  Summen  ganz- 
zahliger Vielfacher  von  a^jO^y . .  .a^  bestehen.  Zwei  Zahlen  q  und  6 
heissen  einander  kongruent  nach  dem  Modul  a  (^  ^  tf  (mod.  a));  fidls 
die  Differenz  q  —  6  dem  Modul  a  angehört;  alle  Zahlen ,  welche 
einander  kongruent  sind^  werden  in  eine  Ta!t\klasse  mod.  a  zusammen- 
gefasst.  Ein  Modul  a  heisst  durch  einen  Modul  6  teilbar,  wenn 
jede  Zahl  von  a  auch  dem  Modul  6  angehört  Zu  irgend  zwei 
Moduln  a  und  6  giebt  es  einen  grössten  gemeiosamen  Teiler  b 
und  ein  kleinstes  gemeiosames  Vielfaches  m ;  der  erste  Modul  (b) 
besteht  aus  allen  Zahlen,  welche  als  Summe  einer  Zahl  aus  Q 
und  einer  Zahl  aus  6  dargestellt  werden  können  (in  Zeichen 
b  =  a  +  6);  der  zweite  (m)  aus  allen  Zahlen,  welche  sowohl  dem 
Modul  a  als  dem  Modul  b  angehören  (i.  Z.  m  =  a  —  6).  Aus  irgend 
zwei  Moduln  a  und  b  kann  man  ein  Produkt  ah  und  einen  Quo- 
tienten -r-  bilden:  das  Produkt  besteht  aus  allen  Produkten  einer 
b  ' 

Zahl  aus  a  und  einer  Zahl  aus  b  und  allen  Summen  derartiger 
Produkte,  der  Quotient  besteht  aus  allen  Zahlen  fi,  f&r  welche  der 
Modul  ii,h  durch  a  teilbar  wird.  Von  besonderer  Wichtigkeit  ist  der 
Fall,  wenn  zwei  Moduln  a  und  b  zu  einander  in  einer  solchen  Be- 
ziehung stehen,  dass  der  Modul  a  in  eine  endliche  Anzahl  von  s  Zahl- 
klassen aufgelöst  werden  kann,  deren  jede  lauter  einander  nach  dem 
Modul  b  kongruente  Zahlen  enthalt;  die  Zahl  s  wird  dann  durch  (a,  b) 
bezeichnet^*).  Auf  diesen  grundlegenden  Begriffen  und  den  daraus 
folgenden  Gesetzen  beruht  die  Dedekind'sche  Theorie  der  in  einem 
Zahlkörper  enthaltenen  Ideale. 

In  der  Theorie  der  Zahlkörper  treten  während  der  ganzen  Dauer 
einer  Untersuchung  überhaupt  nur  solche  endliche  Moduln  auf,  welche 
Vielfache  eines  als  fest  anzunehmenden  Moduls  o  =  [cd^?  cd^;  • .  •  cdh] 
sind.  Jedem  derartigen  Modul  [o^,  Oj,  . .  .  «r]  =  0  entspricht  eine 
bestimmte  Matrix  A  der  zu  den  Zahlen  a  gehörigen  ganzzahligen 
Koeffizienten  und  wenn  a  teilbar  durch  b  ist,  so  stehen  auch  die  ent- 


75)  Zahlentheorie  §§  168—172. 

76)  Eine  YeraUgemeinerang  des  Modulbegriffes  und  des  Sjmboles  (a,  b)  in 
dem  Sinne ,  dass  in  der  Linearform  Xy^cc^  +  ^  '^t  +  '  *  "h  ^n  *'^j, »  ^®  ^^  ^®™ 
Modul  [oTj,  ...  aj  gehört,  die  Koeffizienten  x^^  .  .  .  x^  beliebige  glänze  Zahlen 
eines  Zahlkörpers  sein  dürfen,  giebt  Bedekind  in  den  Gott.  Nachrichten  v.  1895 
(p.  188). 
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sprechenden  Matrices  A  und  B  in  einer  Teilbarkeitsbezieliung.  Die 
Theorie  der  Moduln  tritt  hierdurch  in  Zusammenhang  mit  der  von 
G,  Frobenius  ausgebildeten  Theorie  der  linearen  Formen  mit  ganzzahligen 
Koeffizienten  [I  G  1];  die  hieraus  für  die  Theorie  der  Moduln  zu  ge- 
winnenden Resultate  hat  E.  Steinite  einer  Bearbeitung  unterzogen''^). 
Analoge  Sätze  gelten  auch  für  Funktionenmoduln,  Hier  haben 
Dedekind  und  TTe&er  den  Fall  behandelt,  dass  die  Basis  des  Moduls 
[«1,  «2, . . .  a„]  aus   algebraischen  Funktionen   einer  Veränderlichen  x 

besteht,  und  dass  die  Koeffizienten  x^, , , .  Xn  der  Linearform  x^Uj^  -| 

-{-Xna^n  irgend  welche  ganze  rationale  Funktionen  von  x  sind''®). 

18.  Sätse  von  Hubert.  Einen  wesentlichen  Fortschritt  hat  die 
Theorie  der  Modulsysteme  durch  einige  Sätze  von  D.  Hubert  erfahren, 
welche  die  Bedingungen  feststellen,  unter  denen  ein  vorgelegtes  System 
von  unendlich  vielen  Funktionen  auf  ein  Modulsystem  zurückführbar 
ist.  Die  Sätze  von  Bülbert  beziehen  sich,  ihren  invariantentheore- 
tischen Zwecken  gemäss,  zunächst  auf  ganze  rationale  homogene  Fimk- 
tionen  von  n  Variabein,  und  es  ist  also  der  Ausdruck  „Form"  im 
folgenden  wieder  in  der  üblichen  Bedeutung  der  Invariantentheorie 
zu  verstehen.  Ein  System  von  Formen  wird  ein  Modul  genannt, 
wenn  jedes  Produkt  einer  Form  des  Systemes  mit  einer  beliebigen 
anderen,  nicht  notwendig  zum  Systeme  gehörigen  Form,  sowie  jede 
in  den  Veränderlichen  x^,,,,Xn  homogene  Summe  solcher  Produkte 
wiederum  dem  Systeme  angehört.  Nun  gelten  folgende  drei  Haupt- 
sätze''^): 

I.  Aus  jedem  beliebigen  Formensysteme  (also  auch  aus  jedem 
Modul)  lassen  sich  stets  m  Formen  F^^  F^^ , , ,  Fm  so  auswählen,  dass 
jede  andere  Form  F  des  Systemes  durch  lineare  Kombination  jener 
ausgewählten  Formen  erhalten  werden  kann: 

Dieser  Satz  gilt  auch  noch,  wenn  das  Formensystem  aus  ganzzoMigen 
Formen  besteht  und  wenn  die  Koeffizienten  -4^, . .  .  Am  der  gleichen 
Forderung  unterworfen  werden**). 


77)  G.  Frobenius,  3.  f.  Math.  86,  p.  174;  88,  p.  96  (1878/79);  E.  Steinitz,  Math. 
Ann.  62,  p.  1  (1899). 

78)  J.  f.  Math.  92,  p.  194—206  (§§  4—6). 

79)  Satz  I  und  11  und  seine  Eonsequenzen  in  Math.  Ann.  36,  p.  473  (1890); 
Satz  III  und  seine  Anwendungen  Math.  Ann.  42,  p.  313  (1892)  [I  B  2,  Nr.  6]. 

80)  Weitere  Ausführungen  zu  diesem  Satze  geben  P.  Gordan,  Math.  Ann.  42, 
p.  132  (1892);  A.  Capelli,  Nap.  R.  (3)  2  (1896),  p.  198,  231  (Erweiterung  auf 
Potenzreihen). 
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Jeder  Modul  ist  hiernach  auf  ein  Modulsystem  zurückf&hrbar; 
z.  B.  ist  das  System  der  durch  eine  algebraische  Raumkurve  hin- 
durchgelegten Flachen  von  der  Art,  dass  die  zugehörigen  algebrai- 
schen Formen  einen  Modul  bilden  und  also  durch  lineare  Kombination 
einer  endlichen  Anzahl  unter  ihnen  erhalten  werden  können.  Eine 
weitere  Eonsequenz  ist  der  auf  lineare  Gleichungen  bezügliche  Satz: 

Die  samtlichen  ganzen  Lösungen  eines  yoigelegten  Oleichungs- 
systemes: 

(1)  F„X^  +  F„X,  +  . . .  +  F,„(i,X„a,  =  0      (f  =  1,  2, . . .  m), 

in  welchem  die  Koeffizienten  F^^^, . . .  F^^^i)  gegebene  Formen  von 
XiyX^y . .  .x^  sind,  lassen  sich  aus  einer  endlichen  Anzahl  von  Lösungen 

(2)  X,  =  X,.,  X,  =  X,., . . .  X„,,„  =  X„„)_.       is  =  1, 2, . .  .m(»>) 

linear  und  homogen  in  der  Gestalt 

(3)  X,  =  ^,X,,  +  ^X„  +  ...  +  ^„(,,X^„(,)       (A=l,2,...ma)) 

zusammensetzen.  Dabei  erscheint  jedes  Lösungssystem  im  allgemeinen 
in  mehreren  Arten  in  der  Gestalt  (3),  indess  lasst  sich  die  Mannig- 
faltigkeit der  verschiedenen  Darstellungen  eines  und  desselben  Lösungs- 
systemes  vermöge  des  folgenden  zweiten  Hauptsatzes  übersehen. 

n.  Ist  ein  Gleichungssystem  der  Gestalt  (1)  vorgelegt,  so  führt 
die  Aufstellung  der  Bedingungen,  unter  welcher  eine  Lösung  von  (1) 
einer  mehrfachen  Darstellung  (3)  fähig  ist,  zu  einem  zweiten  Systeme 
von  m^^^  Gleichungen  der  nämlichen  Gestalt 

(4)  X,,£;.  +  X,,ir,  +  ...  +  X^„„)D;„(,)=0      (A=l,2,...mW); 

aus  diesem  zweiten  Gleichungssysteme  entspringt  in  gleicher  Weise 
ein  drittes  abgeleitetes  Gleichungssystem  u.  s.  f.  Das  so  begonnene 
Verfahren  erreicht  bei  weiterer  Fortsetzung  stets  ein  Ende  und  zwar  ist 
spätestens  das  w*®  abgeleitete  Gleichungssystem  ein  solches,  welches 
keine  Lösung  mehr  besitzt.  Durch  diesen  Satz  wird  es  möglich,  die 
Gesamtheit  der  durch  ein  gegebenes  Modulsystem  [F^,  -Fj, . .  .  F^]  teil- 
baren Formen  in  der  Weise  zu  übersehen,  dass  man  entscheiden  kann, 
welche  Formen  in  ynehrfaelier  Weise  als  lineare  homogene  Funktionen 
von  Fl, . . .  F„i  dargestellt  werden  können.  Es  gelingt  infolge  dessen 
auch,  die  Anzahl  der  von  einander  unabJuingigen  Bedingungen  zu  be- 
stimmen, welchen  die  Koeffizienten  einer  Form  der  Ordnung  R  ge- 
nügen müssen,  damit  sie  in  dem  Modul  [F^, .  . .  F^]  gelegen  sei. 
Diese  Zahl  ist  für  genügend  grosse  Werte  der  Zahl  R  eine  ganze 
Funktion  von  R  mit  rationalen  Zahlkoeffizienten;  sie  wird  charakte- 
ristische Funktion  des  Moduls  genannt  und  mit  x(^)  bezeichnet.    Ist  d 
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die  Dimension  des  durch  die  Gleichungen  -F^  =  0 ,  •  •  i^„,  =  0  be- 
stimmten algebraischen  Gebildes,  so  ist 

x(R)  =  Xo  +  Zx(f)+z.(2)  +  --  +  z.©; 

hierbei   bedeutet   (     )   die   Binomialfunktion   —      ~^    1        ""^"r  ; 

\s  J  1  •  2  •  •  -s  ' 

loy  %i)  '  -%d  sind  ganze,  dem  Modul  [JP\,  F^j . , ,  F^^  eigentümliche 
Zahlen,  und  zwar  ist  Xd  die  Ordnung  des  algebraischen  Gebildes,  d.  i. 
die  Anzahl  der  Wertsysteme,  welche  das  algebraische  Gebilde  mit 
einer  linearen  Mannigfaltigkeit  der  Dimension  n  —  1  —  d  gemein 
hat,  während  3Jo;  Zi>  •  •  •  Zrf— i  ^^  den  Geschlechtszahlen  des  algebrai- 
schen Gebildes  in  Zusammenhang  stehen. 

Die  charakteristische  Funktion  steht  in  Wechselbeziehung  zu  den 
fundamentalen  Anzahlbestimmungen  der  analytischen  Geometrie,  z.  B. 
ist  för  eine  doppelpunktslose  Raumkurve  C  von  der  Ordnung  m  und 
dem  Geschlechte  p  x(^)  =  — 2^  +  1  +  mR  die  Anzahl  der  Be- 
dingungen, welche  einer  Fläche  R*®'  Ordnung  auferlegt  werden  müssen, 
damit  sie  durch  G  gehe  [lU  C  5, 7].  Bildet  man  aus  zwei  Moduln  9R 
und  SSi  den  grössten  gemeinsamen  Teiler  O  und  das  kleinste  gemeinsame 
Vielfache  S,  so  ist  ;c«(R)  +  X^{^)  =  Zd(R)  +  %ii(R).  Gehören  3» 
und  9i  zu  zwei  doppeltpunktslosen  Raumkurven  Cm  und  C,^',  welche 
zusammengenommen  den  vollständigen  Schnitt  zweier  Flächen  -F^  und 
Fl^'  bilden,  so  ist  der  Modul  Q  =  \Fy  JF"]  das  System  aller  Flächen 
durch  C  und  C,  der  Modul  Ä  das  System  aller  Flächen  durch  die 
Schnittpunkte  von  C  und  C  und  die  zuletzt  angegebene  Relation 
liefert  die  Bestimmung  der  Anzahl  dieser  Schnittpunkte  aus  den 
Ordnungszahlen  /it  und  fi'  und  den  Geschlechtszahlen  p  und  p  (III  C  7). 
Bringt  man  ein  zu  dem  Modul  [J?\,  -Fg,  . . .  F'ot]  gehöriges  algebra- 
isches Gebilde  zum  Schnitt  mit  q  allgemeinen  Formen  0^,  ^g, . . .  0^ 
der  Ordnungen  w^,  Wg, . .  .  w^,  so  ist  die  charakteristische  Funktion 
Xq{B,)  des  SchnittgebUdes  ausdrückbar  durch  die  charakteristische 
Funktion  ;t(R)  des  Moduls  [F„  .  .  .  Fm]:^^) 


81)  W.  Wirtinger,  Untersuchungen  über  Thetafunktionen,  Leipzig  1896. 
W.  bestimmt  daselbst  die  charakteristische  Funktion  x(ß')  des  durch  Verall- 
gemeinerung der  Eummer'schen  Fläche  (p  =»  2)  entstehenden  algebraischen  Ge- 
bildes, welches  man  erhält,   wenn  man  2^  linear  unabhängige  Thetafunktionen 

2.  Ordnung  von  v^  .  .  .  Vp  mit  der  Charakteristik    ^    als  homogene  Punktkoordi- 
naten eines  linearen  Raumes  von  2^  —  1  Dimensionen  betrachtet; 

xifi)  =  n'-K^' +  i). 
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X,(R)  =  z(R)  -iz(ß  -  «.)  +^z(R  -  «.—  «*) 

—  ^X(^  —  ni  —  fik  —  ni)-] 

I,  k,l  {i  <k<l) 

III.  Zu  diesen  Sätzen  tritt  nun  noch  ein  dritter^  durch  welchen 
allgemein  die  Frage  entschieden  wird^  welcher  Zusammenhang  zwischen 
zwei  Modulsystemen  aufgestellt  werden  kann^  falls  die  entsprechenden 
Gleichungssysteme  äquivalent  sind.  Dieser  Satz  lautet:  Sind  G^^G^'^ Cr",... 
irgend  welche  ganze  rationale  homogene  Funktionen  von  Xi,x^,,.,Xn, 
die  für  alle  diejenigen  Wertsysteme  dieser  Venlnderlichen  verschwin- 
den, welche  die  Funktionen  des  Modulsystemes  (JF^, jF,,...!^.»)  zu 
NuU  machen,  so  ist  es  stets  möglich,  eine  ganze  Zahl  r  so  zu 
bestimmen,  dass  jedes  Produkt  11^^^  von  r  beliebigen  Funktionen  der 
Reihe  Gy  G\  G'\ ,  . ,  durch  das  Modulsystem  teilbar  ist: 

m^  =  A,F,  +  A,F,  +  •  •  •  +  ^i^m.«*) 

Auf  diese  drei  Hauptsätze  hat  EUlbert  den  Beweis  der  Endlichkeit  des 
zu  einem  System  ganzer  rationaler  Formen  gehörigen  Invarianten- 
systemes,  den  Beweis  der  Endlichkeit  der  zwischen  den  Invarianten 
bestehenden  irreduktibelen  Syzygien,  den  Satz  von  der  Syzygienkette, 
welche  im  Endlichen  abbricht,  und  die  Untersuchung  des  Invarianten- 
körpers gegründet  (vgl.  Nr.  11  und  I  B  2,  Nr.  6,  7). 

19,  Verallgemeinerung  des  Teilbarkeits-  und  ÄqniTalens- 
begriffes.  Der  Satz  lU  von  Hilbert  zeigt,  dass  aus  der  Äquivalenz 
zweier  Gleichungssysteme  nicht  unbedingt  die  Äquivalenz  der  ent- 
sprechenden Modulsysteme  gefolgert  werden  darf.  Diese  Thatsache 
ward  bereits  von  Kronecker  an  folgendem  Beispiele  bemerkt:  Sind 
AQ,A^y,.,Är,  BQfBiy..,Bs  irgend  welche  (auch  nicht  homogene) 
ganze  Funktionen  mehrerer  Veränderlichen  x^, . . .  Xn  und  setzt  man 
mit  Einführung  einer  Unbestimmten  X 

(1)  (A^X^+Ä^X'^-'  +  ^'+Är-iX+Är)  {BoX'+B,X'-'  +  -^  +  Bs) 

=  Co^'-+'  +  C,X^+'-'  +  •  •  •  +  a+„ 

so  stellen  die  (r  +  1)  (s  +  1)  Gleichungen 

A^o  =  A^i  —  •      =  AoB,-i  =  A,Bo  =        =  ArB,  =  0 
an  die    Veränderlichen   a;^,...^:,    dieselben   Anforderungen,   wie   die 


82)  Ein  spezieller  Fall  dieses  Satzes  (n  =  3)  ¥mrde  bereits  früher  von 
Netto  erwiesen  (Acta  math.  7,  p.  101  [1886]).  Netto  bestimmt  in  diesem  Falle 
die  Zahl  r  als  die  höchste  bei  den  Schnittpunkt^jn  der  Kurven  auftretende  Multi- 
plizität;  vgl.  auch  Netto,  Algebra  2,  §§  427  ff. 
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(r  +  s  +  1)  Gleichungen:  Co  =  Cj  =  •  •  •  =  Cr-f.«  =  0.  Betrachtet 
man  aber  die  zugehörigen  Modulsysteme 

und 

SO  ist  zunächst  nur  ersichtlich^  dass  @  durch  9S3  teilbar  ist.  Zur 
Erklärung  der  Äquivalenz  stellt  Kronecker  den  Satz  auf:  Unter  Vor- 
aussetzung der  Geltung  der  Gleichung  (1)  ist  jedes  Element  Ä^Ba 
des  Modulsystemes  ?tS5  Wurzel  einer  Gleichung: 

(2)  7-  +  »iF— ^  +  Ö,F— 2  +  ...  +  (?,,  =  0, 

deren  Koeffizienten  G^^ . , .  Gm  der  Reihe  nach  durch  6,  6V  •  •  S*" 
teilbar  sind^).  Der  gleiche  Satz  ward,  unablmngig  von  Kronecker, 
von  Dedekind  in  der  Form  aufgestellt:  Sind  unter  Voraussetzung  der 
Geltung  der  Gleichung  (1)  a,  b,  c  die  drei  Moduln 

a  =  [^0,  Ar--^r],i  =  [B„  B,,--  B.],  c  =  [C,,  Q,  •  •  •  a+.], 

SO  ist 

Man  kann  eine  Punktion  V,  welche  einer  Gleichung  der  Form  (2) 
genügt,  ebenfalls  durch  6  teilbar  nennen,  wenn  man  den  Teilbarkeits- 
begriflF  erweitert,  und  dann  sagt  der  Satz  von  Kronecker  einfach 
wieder  die  Äquivalenz  der  beiden  Modulsysteme  6  und  9193  aus.  Bei 
dieser  Verallgemeinerung  des  Teilbarkeits-  und  Aquivalenzbegriffes 
bleiben  die  früheren  Fundamentalsätze  im  wesentlichen  bestehen. 
A,  Hurwitz  hat  aus  dem  Satze  von  Kronecker  den  Satz  abgeleitet: 
Bedeuten  in  der  Gleichung  (1)  -4^, . .  .  Ar,  Bq,  . . .  jB,  ganze  alge- 
braische Zahlen  und  sind  die  Zahlen  Cq;  ...  Cr 4.«  durch  eine  ganze 
algebraische  Zahl  <o  teilbar,  so  ist  auch  jedes  Produkt  A^Ba  durch  o) 
teilbar.  Auf  diesem  Satze  lässt  sich  in  sehr  einfacher  Weise  die 
Theorie  der  Ideale  eines  Zahlkörpers  (oder  Funktionenkörpers)  auf- 
bauen ^). 

20.    Fundamentalsats  von  Noether.    Wenn  eine  ganze  Funktion 

/(x,y)    zweier   Veränderlichen    für    alle   Wertsysteme    verschwindet, 

welche  die   beiden   ganzen  Funktionen  ip(x,y)  und  ^{x^y)  zu  Null 

machen,  so  folgt  aus  dem  III.  Satze  von  Hilbert  nur,   dass  /^  =£i  0 


83)  Berl.  Ber.  1883,  p.  957  =  Werke  2,  p.  417 ;  Molk,  Acta  math.  6  (1885), 
p.  71  ff. 

84)  Prag  Deutsche  Math.  G.  M.,  1892,  p.  1;  Gott.  Nachr.  1895,  p.  106. 

85)  Gott.  Nachr.  1894,  p.  291,  1895,  p.  230. 
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(modd.  9^  tlf)  ist;  es  entsteht  die  Fr^e^  unter  welchen  Bedingangen 
der  Exponent  r  =  1  angenommen  werden  darf.  M.  NoeOwr  hak  als 
notwendige  und  hinreichende  Bedingung  fQr  das  Bestehen  der  Oleichung 

die  folgende  erwiesen:  Denkt  man  sich  för  irgend  einen  gemeinsamen 
Punkt  (ic  =  a,  y  =  V)  der  beiden  Kurven  9  =  0,  ^  =  0  die  Funk- 
tionen fy  q>y  i\fy  A,  B  nach  Potenzen  von  x  —  a  und  y  —  6  entwickelt, 
so  müssen  die  linearen  Gleichungen^  welche  sich  f&r  die  noch  un- 
bestimmten Koeffizienten  von  A  und  B  einstellen^  für  jeden  einsdnen 
der  Schnittpunkte  erfüllbar  sein.  Wenn  insbesondere  g)  einen  i-fachen, 
^  einen  Ä-fachen  Punkt  mit  getrennten  Tangenten  in  x  ^  a,  y  =  6 
besitzt,  so  ist  das  Vorhandensein  eines  (i  +  ^  —  l)-fachen  Punktes 
für  f  eine  hinreichende  Bedingung®^).  Da  dieser  Satz  ftlr  die  BriOr 
Noether'&che  Theorie  der  algebraischen  Funktionen  grundlegend  is^ 
so  wird  er  als  „Fundamentalsatz"  bezeichnet.  Spätere  Untersuchungen 
haben  sich  mit  Vereinfachung  des  Beweises®^)  und  mit  Bestimmung 
derjenigen  Dimensionenzahl  besclmftigt,  bis  zu  welcher  die  Ver- 
gleichung  der  Koeffizienten  erfolgen  muss;  E.  Bertini  findet  diese  Zahl 
a'=  (a  —  ik)  -f-  {i-\-'k  —  2),  wenn  9  einen  ifachen,  ^  einen  Machen 
Punkt  besitzt  und  die  Multiplicität  der  Schnittstelle  =  ai^ilc)  ist®^. 

21.  Modulsysteme  zweiter  Stufe;  ihre  NormalfoTmeiL.  Soll  de 
Fundamentalsatz  von  Noether  und  die  analogen  Sätze  im  Baume 
mehr  als  zwei  Dimensionen  mit  Hilfe  der  rein  arithmetischen  Theori 
der  Modulsysteme  gewonnen  werden,  so  ist  hierzu  eine  eingehender 
Untersuchung  der  Modulsysteme  zweiter  Stufe  notwendig.  Die  hie 
vorliegenden   Untersuchungen    knüpfen   an    diejenigen   Modulsystem 

zweiter  Stufe 

m  =  {A^{x),^"An{x),m) 

an,  welche  aus  n  ganzen  ganzzahligen  Funktionen  von  x  und  eine 
Zahl  m,  die  mit  jenen  keinen  gemeinsamen  Teiler  hat^  bestehen  un        ^ 
bei  welchen  es  sich  um  Teilbarkeit  zweiter  Art  handelt  (s.  Nr.  13 )-  <_  *)- 
Die  Hauptresultate  sind  von  hier  auf  beliebige  Modulsysteme  zweite 
Stufe   leicht   zu    übertragen.     Der  einfachste  Fall   ist   der,   dass   di 
Zahl  m  eine  Primzahl  p  ist.     Dann  können  die  Funktionen  -4, , . . . 
stets  durch  eine  einzige  Funktion  M{x)    (den  grössten  gemeinsame 
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86)  Math.  Ann    6,  p.  361  (1873). 

87)  A.  Voss,  Math.  Ann.  27  (1886),  p.  527;  Noeiher,  Math.  Ann.  SO  (1887)^ 
p.  410;  L,  Stickelher ger,  ibid.  p.  401 ;  A.  Brill,  Math.  Ann.  39  (1891),  p.  129. 

88)  Math.  Ann.  34    (1889),  p.  447  und  Lomb.  Ist.  R.  (2),  24  (1891),  p.  1096 
Noether,  Math.  Ann.  40  (1892),  p.  140. 
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Teiler  nach  dem  Modul  p)  ersetzt  werden  und  es  gelingt,  die  Gesetze 
der  gewöhnlichen  Zahlentheorie  auf  diese  Modulsysteme  zu  übertragen, 
was  von  C  F,  Gauss,  J.  Ä.  Serret,  Sckönemann,  Dedekind^^)  in  verschie- 
denen Richtungen  durchgeftlhrt  worden  ist.  Unter  diesen  Modulsystemen 
sind  die  von  der  Form  (P,  p),  in  welcher  die  Funktion  P  nach  dem 
Modul  p  nicht  mehr  in  Faktoren  zerlegt  werden  kann,  von  besonderer 
Wichtigkeit,  weil  diese  Modulsysteme  und  diese  allein  Pritnmodul' 
Systeme  sind. 

Wenn  die  Zahl  m  keine  Primzahl  ist,  so  handelt  es  sich  in  erster 
Linie  darum,  das  Modulsystem  auf  eine  Normalform  zu  bringen,  ver- 
möge deren  es  durch  einfache  Divisionen  entschieden  werden  kann,  ob 
eine  vorgelegte  ganze  ganzzahlige  Funktion  X  durch  das  Modul- 
system 2R  teilbar  ist  oder  nicht.  Nach  K.  Hensel  und  G.  Landsberg  ^) 
kann  jedes  Modulsystem  zweiter  Stufe  in  ein  äquivalentes  Modul- 
system in  der  Normalform: 

SR  =  (Fl,  e,F,,  e,F,,  •  •  •  Cr-iFr,  e,) 

umgewandelt  werden,  dessen  Elemente  die  folgenden  vier  charakte- 
ristischen Eigenschaften  haben: 

1)  Die  höchsten  Koeffizienten  der  Funktionen  F^, ...  Fr  sind 
gleich  1. 

2)  Ihre  Grade  ^i, . .  .  yr  bilden  eine  absteigende  Reihe. 

3)  Jede  der  Zahlen  Cq  ist  ein  eigentlicher  Teiler  der  nächst- 
folgenden 6^4-1. 

4)  Wenn  r  >  1,  so  ist  die  Funktion  F^  (für  p  =  1,  2,  •  •  •  r  -r  1) 
durch  das  Modulsystem  teilbar: 

welches  ebenfalls  die  Normalform  hat.  Soll  eine  Funktion  X  durch 
das  Modulsystem  31  teilbar  sein,  so  muss  der  Best,  den  X  bei  der 
Division  durch  F^  ergiebt,  den  Faktor  e^  haben  und  nach  Weglassung 
dieses  Faktors  muss  die  so  entstehende  Funktion  X^  durch  31^  teilbar 
sein;  die  Entscheidung,  ob  X^  durch  31^  teilbar  ist,  wird  dann  in 
gleicher  Weise  auf  die  Frage  der  Teilbarkeit  einer  Restfunktioh  X^ 
durch  das  Modulsystem  91^  zurückgeschoben  u.  s.  f.  Alle  einfachen 
auf  das  Modulsystem  bezüglichen  Fragen  (z.  B.  welche  Modulsysteme 


89)  GaiMS,  Werke  2,  p.  197  (Nachlass);   Serret,  Algebra  2';   Schönetnann, 
J.f.  Math.  31,  p.  269;  32,  p.  92(1846);  Bedekind,  J.  f.  Math.  61,  p.  1  (1866). 

90)  Hensel,  J.   f.   Math.  118,   p.  234;    119,    p.  114,   176   (1897/98);    Land^- 
berg,  Gott.  Nachr.  1897,  p.  277  [I  B  1  b,  Nr.  26]. 
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• 

in  3ß  enthalten  sind^  wieviel  inkongruente  Funktionen  es  giebt)  finden 
durch  Aufstellung  einer  solchen  Normalform  ihre  Beantwortung. 

Jedes  Modulsystem  kann  auf  eine  und  nur  eine  Weise  in  eine 
Reihe  ^^einfacher^^  Modulsysteme  zerlegt  werden.  Ein  einfaches  Modul- 
system ist  dadurch  charakterisiert^  dass  nur  ein  einziges  Primmodul- 
system (P,  p)  in  ihm  aufgeht.  Wenn  eine  Punktion  X  durch  alle 
in  dem  Modulsysteme  3ß  aufgehenden  einfachen  Modulsysteme  teilbar 
ist^   so  ist  sie  auch  durch  das  Modulsystem  3ß  teilbar. 

Stellt  man  die  analogen  Sätze  für  diejenigen  Modulsysteme 
zweiter  Stufe  auf,  welche  aus  ganzen  Funktionen  zweier  Veränder- 
lichen bestehen  und  bei  welchen  es  sich  um  Teilbarkeit  erster  Art 
handelt^  so  ergiebt  der  letzte  Satz  den  Noether'saAieirL  Fundamentalsatz. 

22.  Darstelltuig  algebraisoher  Gebilde  dnroh  rationale  Para- 
meter; Satz  von  Lüroih.  unter  den  algebraischen  Gebilden  beherrscht 
man  am  vollständigsten  die  von  einer  Dimension  (Kurven  im  Räume 
von  2,  3, ...  n  Dimensionen)^  weil  hier  die  wohlausgebildete  Theorie 
der  algebraischen  Funktionen  einer  Veränderlichen  das  Mittel  abgiebt, 
alle  Eigentümlichkeiten  des  Gebildes  vollständig  zu  untersuchen^^). 
Unter  diesen  Kurven  sind  diejenigen  ausgezeichnet,  deren  Koordinaten  sich 
als  rationale  Funktionen  eines  Parameters  darstellen  und  welche  sich 
also  umkehrbar  eindeutig  auf  eine  gerade  Linie  beziehen  lassen.  Solche 
Kurven  heissen  rationale  oder  (nach  A.  Cayley)  ^*)  Unikwrsalkwrven, 
Ist    die    Kurve    eben    und    von    der    n*®"    Ordnung,    so    besitzt    sie 

Y  (w  —  1)  (w  —  2)  Doppelpunkte  oder  eine  Anzahl  von  Singularitäten, 
welche  jenen  äquivalent  sind,  und  umgekehrt  ist  eine  Kurve  n*" 
Ordnung  mit  y  (^  —  1)  (^  —  2)  Doppelpunkten  stets  eine  rationale 
Kurve.  Diese  charakteristische  Eigenschaft  kann  auch  dahin  aus- 
gesprochen werden,  dass  es  kein  auf  die  Kurve  bezügliches  Abersches 
Integral  erster  Gattung  giebt  oder  dass  das  Geschlecht  Null  ist,  und 
diese  Begriffsbestimmung  hat  den  Vorzug,  dass  sie  für  Kurven  mit 
beliebigen  Singularitäten  gilt,  und  ohne  weiteres  auf  Kurven  im 
Räume   von    mehr    als   zwei   Dimensionen    übertragen    werden    kann 

(s.  n  B  2). 

ü.  F,  Ä.  Clebsch  hat  sich  nächst  den  rationalen  Kurven  auch  mit 
den  Flächen  beschäftigt,  welche  umkehrbar  eindeutig  auf  eine  Ebene 


91)  Grundlegend  für  die  Untersuchung  der  Raumkurven  mit  Hilfe  d.  Th. 
d.  alg.  F.  sind  die  Arbeiten  yon  Noether,  Berl.  Abh.  1883,  Auszug  in  J.  f. 
Math.  98,  p.  271  (1882)  u.  G.  Ralphen,  J.  fic.  polyt.  vol.  83,  cah.  62,  p.  1  (1882). 

92)  London  Math.  Soc.  1,  p.  1,  Oct.  1865  =  Coli.  Pap.  6,  p.  1.  Vgl.  W.Fr. 
Meyer,  Apolarität  und  rationale  Kurven,  l'üb.  1883  [III  C  3]. 
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ftbbfldbar  sind  und  deren  Koordinaten  hiernach  als  rationale  Funk- 
tionen zweier  Parameter  dargestellt  werden  können®*).  Die  all- 
gemeinen Bedingungen^  welche  eine  Fläche  erfüllen  muss^  damit  ihre 
Koordinaten  eine  derartige  Darstellung  zulassen^  hat  M.  Noether  au- 
sgeben ^).  Es  muss  erstens  auf  der  F^he  eine  Schar  rationaler 
Kurven  existieren;  unter  dieser  Voraussetzung  ist  das  sogenannte 
Flächengeschlecht  gleich  Null®^)  und  es  lassen  sich  die  Koordinaten 
v^yX^yX^  eines  Punktes  der  Fläche  als  rationale  Funktionen  dreier  Para- 
meter Uy  Vy  w  so  darstellen,  dass  zwischen  den  beiden  ersten  Para- 
metern Uy  V  eine  algebraische  Gleichung  (p{u,  r)  =  0  besteht®^.  Das 
Geschlecht  dieser  Gleichung  wird  dann  als  das  Kurvengeschlecht  der 
Fläche  bezeichnet,  und  wenn  dieses  Kurvengeschlecht  ebenfalls  Null 
ist,  so  lässt  sich  an  SteUe  der  beiden  algebraischen  Parameter  w,  v 
ein  rationaler  Parameter  einführen  und  die  Fläche  ist  rational. 

Mannigfaltigkeiten,  deren  Koordinaten  als  rationale  Funktionen 
mehrerer  Parameter  dargestellt  werden  können,  treten  mehrfach  in 
der  Algebra  auf.  Insbesondere  sind  nach  L.  Euler  imd  A.  Cayley  die 
n^  Elemente  eines  quadratischen  orthogonalen  Systemes  als  rationale 

Funktionen  von    y  ^  (^  —  1)   Parametern    darstellbar^).      Ebenso 

können  nach  Fröbenius  und  A.  Voss^)  die  Elemente  einer  Substitu- 
tion, welche  eine  bilineare  Form  von  nicht  verschwindender  Deter- 
minante kogredient  in  sich  überführt,  im  allgemeinen  durch  rationale 
Parameter  dargestellt  werden.  Gewisse  hierbei  auftretende  Ausnahme- 
ßlle  sind  von  FroheniuSy  Kronecker y  A.  Loewy^)  untersucht  worden 
[I  B  2,  Nr.  8]. 

93)  J.  f.  Math.  64  (1866),  p.  43;  Math.  Ann.  1  (1869),  p.  263. 

94)  Gott.  Nachrichten  1869,  p.  298;  Math.  Ann.  2  (1870),  p.  298  u.  8  (1876), 
p.  496. 

96)  Das  Flächengeschlecht  kann  ebenfalls  ganz  allgemein  als  die  Anzahl 
der  von  einander  linear  unabhängigen,  auf  die  Fläche  bezüglichen  Doppelinte- 
grale erster  Gattung  definiert  werden;  s.  J^.  Picard  et  G.  Simart,  Theorie  des 
fonctions  alg^riques  de  deuz  yariables  ind^pendantes,  1,  Paris  1897,  p.  191  ff. 

96)  Picard  beweist  (J.  f.  Math.  100  [1887],  p.  71)  den  hieher  gehörigen 
Satz:  Wenn  alle  ebenen  Schnitte  einer  algebraischen  Fläche  Unikursalkurven 
dnd,  so  ist  die  Fläche  entweder  eine  unikursale  Begelfläche  oder  eine  Steiner'sche 
Fläche.     Über  die  bez.  Untersuchungen  italienischer  Geometer  s.  m  C  6. 

97)  Euler,  Nov.  Comm.  Petrop.  16  (1770),  p.  76;  20,  p.  217;  Cayley,  J.  f. 
Math.  32,  p.  119  (1846)  =  Coli.  Pap.  1,  p.  332;  Baltzer,  Determinantentheorie, 
6.  Aufl.,  Leipzig  1881,  §  14,  6  [I  B  2,  Nr.  8]. 

98)  Fröbenius,  J.  f.  Math.  84,  p.  1  (1878)  für  symmetrische  und  alternie- 
rende, Voss,  Münch.  Abh.  IL  Kl.,  17  (1890)  für  beliebige  Bilinearformen. 

99)  Fröbenius,  J.  f.  Math.  84,  p.  1  (1878);  Kronecker,  Berl.  Sitzungsber. 
1890,  p.  626.  602.  692.  873.  1063;  Loewy,  Math.  Ann.  48,  p.  97  (1897). 
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Ist  im  Baume  von  n  Dimensionen  eine  rationale  Euire  in  der 
Parameterdarstellung  gegeben:  x^  =  <Pi{t)y  x^  =  %(0>  •  •  •  a?«  =  ^«(O^ 
so  hat  sich  J.  Lürofh  die  Frage  nach  der  algebraischen  Beziehung 
gestellt,  welche  zwischen  dem  Parameter  t  und  den  Koordinaten 
x^y , , .  Xn  besteht.  Es  ergiebt  sich,  dass  stets  eine  rationale  Funktion 
von  ^:  r  (=  r(^)  als  rationale  Funktion  von  x^^  , . ,  Xn  dargestellt 
werden  kann.  Ist  t  =  t  oder  eine  lineare  Funktion  Yon  ty  so  ist  die 
Kurve  direkt  umkehrha/r  eindeutig  auf  eine  Gerade  bezogen;  ist  x  eine 
Funktion  höheren  Grades  von  ty  so  kann  man  x^y,.,Xn  auch  als 
rationale  Funktion  von  r  darstellen,  wodurch  der  zweite  Fall  auf  den 
ersten  zurückgeführt  wird^^). 

23.    Transformation  algebraisoher  Gebilde.     Die  in  voriger  Nr. 
behandelten  Sätze  über  die  rationale  Darstellung  algebraischer  Gebilde 
behandeln  nur  ein   spezielles  Problem   der   allgemeinen  Theorie  der 
Transformation  algebraischer  Gebilde.    Werden  die  Koordinaten  x^y,,.Xn 
eines  algebraischen  Gebildes  einer  Transformation  ^i  =  ©i (^i, . . .  y«), . .  • 
rc«  =  ö«(yi, . . .  y^  unterworfen,   in  welcher  ©j,  ö^, . . .  ö»  rationale 
Funktionen  von  J^i, . .  .  yn  sind,  so  lassen  sich  vermöge  der  zwischen 
den  Koordinaten  x^y , ,  ,Xn   bestehenden  Gleichungen  im  allgemeinen 
auch  J^i, . . .  y»  als  rationale  Funktionen  von  a;^, . . .  a;»  darstellen,  und 
die   beiden   Gebilde,    deren    Punkte    die   Koordinaten  yiy»*.yn   und 
x^y , ,  .Xn  besitzen,   entsprechen  einander  umkehrbar  eindeutig.    Alle 
algebraischen  Gebilde,  welche  sich  in  einander  umkehrbar  eindeutig' 
transformieren  lassen,  werden  in  eine  Klasse  gerechnet,   und  es  ent- 
steht  die  Aufgabe,   diejenigen  Eigenschaften  eines  algebraischen  Ge- 
bildes zu  ermitteln,  welche  jeder  umkehrbar  eindeutigen  Transforma- 
tion gegenüber  invariant  sind  und  also  der  ganzen  Klasse  algebraische] 
Gebilde  zukommen. 

Das  vorstehend  dargelegte  Prinzip  ist  im  Falle  n  =  2  von  J5.  Bie — ' 
mann^^^)  aufgestellt  und  in  imifassender  Weise  zur  Geltung  gebracht^' 
worden.  Das  Hilfsmittel  der  Untersuchung  bilden  in  erster  Lini< 
die  auf  das  Gebilde  bezüglichen,  von  einander  linear  unabhängige] 
Integrale  erster  Gattung,  deren  Anzahl  gleich  dem  Geschlechte  p 
algebraischen  Gebildes  ist^®^);  die  Zahl  ^  ist  selbst  eine  Invariante  bet^^ 
birationaler  Transformation.  Die  tJbertittgung  des  Prinzipes  auf  dei 
Fall  n  =  3  (und  höheres  n)   ist  Gegenstand  der  Untersuchung  voi 

100)  Lüroih,  Math.  Ann.  9,   p.  163  (1875),  fOr    n=:2;  Weher,  Algebm  2 
§  107  für  beliebiges  n. 

101)  Theorie  der  AbeFschen  Funktionen  §  12  (1867),  (J.  f.  Math.  64  «  Werke 
p.  88). 

102)  Noether,  Math.  Ann.  17,  p.  263  (1880). 
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NoetheTf  H,  Poincare,  Picard^^^)  geworden.  Die  im  einzelnen  ge- 
wonnenen Resultate  fallen  in  das  Gebiet  der  Theorie  der  algebraischen 
Funktionen  (11 B  2)  und  der  Theorie  der  algebraischen  Transforma- 
tionen und  Korrespondenzen  (III  C  8). 

Eine  ganz  analoge  Entwickelung  wie  die  allgemeine  Theorie  der 
algebraischen  Funktionen  hat  seit  Clebsch  (s.  o.)  die  algebraische  Geo- 
metrie  genommen.  Die  Resultate  dieser  Theorie  stellen  für  die  Algebra 
in  erster  Linie  das  Hilfsmittel  der  Cremonatransformationen  zur  Ver- 
fügung. Eine  ebene  Crewwnatransformation  n*®'  Ordnung  ist  eine  um- 
kehrbar eindeutige  Beziehung  zweier  Ebenen  auf  einander,  bei  welcher 
den  Geraden  der  einen  Ebene  eine  lineare  Schar  von  oo*  rationalen 
Kurven  mit  festen  SingulariiÄten  entspricht  ^^).  Bei  jeder  solchen 
Transformation  giebt  es,  ebenso  wie  bei  den  Abbildungen  rationaler 
Flachen  auf  eine  Ebene,  „Fundamentalpunkte",  denen  in  der  Bildebene 
nicht  Punkte,  sondern  Kurven  („Fundamentalkurven")  entsprechen. 
Jede  ebene  Cremonatransformation  n*®'  Ordnung  kann  durch  eine  Folge 
von  Transformationen  2*®'  Ordnung  ersetzt  werden  ^®^).  Die  Cremona- 
transformationen  können  auf  den  Raum  übertragen  und  können  in 
dem  Sinne  verallgemeinert  werden,  dass  man  überhaupt  irgend  welche 
Abbildung  zweier  Flächen  (zweier  Gebilde)  auf  einander  nach  gleicher 
Methode  untersucht"*^).  Durch  derartige  algebraische  Transformation 
kann  jedes  algebraisches  Gebilde  mit  Singularitäten  umkehrbar  ein- 
deutig auf  ein  singularitätenfreies  Gebilde  bezogen  werden,  wenn  man 
nämlich  nötigenfalls  die  Dimension  des  linearen  Raumes,  in  welchem 
das  zweite  Gebilde  gelegen  ist,  hinreichend  gross  wählt  ^^^).  Die 
weitere  Verfolgung  dieser  analytisch  geometrischen  Methoden  hat  in 
neuester  Zeit  bei  den  italienischen  Geometem  zu  dem  Versuche  einer 
allgemeinen  Theorie  der  algebraischen  Gebilde  zweiter  Dimension  ge- 
führt ^^  [in  C  5,  9].  Ein  Überblick  über  die  für  die  Algebra  hieraus 
abfliessenden  gesicherten  Resultate  ist  zur  Zeit  noch  nicht  an^ngig. 

103)  Noether,  die  in  94)  citierten  Abhandlungen.  PoincarS,  Acta  Math.  2, 
p.  97  (1883)  u.  9,  p.  321  (1887);  Picard  et  Simart,  Fonctions  alg^riques. 

104)  L.  Cremona,  G.  di  mat.  1,  p.  306  (1868)  u.  8,  p.  269  (1866),  od.  Bei. 
Mem.  (2),  2  u.  6. 

106)  Noether,  Math.  Ann.  3,  p.  167  (1870);  Cayley,  Lond.  Math.  See.  Pr.  3, 
p.  161  (1870)  =  Coli.  Pap.  7,  p.  253;  J.  Eosanes,  J.  f.  M.  78,  p.  97  (1870). 

106)  Noether,  Math.  Ann.  2,  p.  293  (1870);  3,  p.  647  (1871);  Ann.  di  mat. 
(2)  6,  p.  163  (1872);  Cremona,  Ann.  di  mat.  (2)  6,  p.  131  (1871);  Lomb.  Istit.  R. 
(2)  4,  p.  269,  316  (1871). 

107)  Picard  et  Simart,  Fonctions  alg^briques,  chap.  4,  1. 

108)  Eine  Übersicht  über  den  gegenwärtigen  Stand  der  Untersuchung  und 
die  bisherige  Litteratur  giebt  die  Abhandlung  von  F.  Enriques  und  G.  Castdnuavo, 
Math.  Ann.  48,  p.  241  (1897);  vgl.  Enriques,  Zürich  Congr.  Verh.  1898,  p.  145. 
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J.  J,  Sylvester,  On  the  Principles  of  the  Calculus  of  Forms.  Cambr.  Dubl.  math. 
J.  7  (1862),  p.  62,  179;  8  (1868),  p.  62,  266;  9  (1864),  p.  86.  Dazu  als  Ein- 
leitung ib.  6  (1861),  p.  186,  289. 

A.  Cayley,  Memoirs  upon  Quantics,  Lond.  Tr.:  I,  144  (1864),  p.  "244;  ü,  III,  146, 
(1866),  p.  101,  627;  IV,  V,  148  (1868),  p.  416,  429;  VI,  149  (1869),  p.  61; 
Vn,  151  (1861),  p.  277;  Vm,  167  (1867),  p.  618;  IX,  161  (1871),  p.  17; 
X  169  (1878),  p.  608.  Abgedruckt  (mit  Zusätzen  des  Verf.)  in  Coli.  Papers  2:  I, 
p.  221;  n,  p.  260;  IH,  p.  310;  IV,  p.  618;  V,  p.  627;  VI,  p.  661;  4: 
vn,  p.  826;;  6:  Vm,  p.  147;  7:  IX,  p.  884;  10:  X,  p.  889.  Dazu  die  nume- 
rischen Tafeln  zu  n  in  Pap.  2  (1889),  p.  276,  und  die  Tafeln  fOr  Formen  der 
/;  ib.  p.  282. 

G.  Sdlmon,  Lessons  introductory  to  the  modern  higher  algebra,  Dublin  1.  ed. 
1859, 4.  ed.  1886  (hauptsächlich  binäre  Formen;  citiert  unter  „Salmon").  Deutsch 
bearb.  von  W,  Fiedler:  Vorlesungen  über  die  Algebra  der  linearen  Trans- 
formationen, Leipzig,  1.  Aufl.  1868;  2.  Aufl.  1877  („Salmon-Fiedler''). 

F.  Brioschi,  Teorica  dei  Covarianti,  Roma  1861  (Binäre  Formen). 

W.  Fiedler,  Die  Elemente  der  neueren  Geometrie  und  der  Algebra  der  binären 
Formen,  Leipzig  1862. 

G.  BaUaglini,  Gi.  di  mat.  9  (1871),  p.  1,  76;  14  (1876),  p.  64  (Binäre  Formen). 
Ib.  8  (1870),  p.  88,  129;  10  (1872),  p.  162,  193  (Temäre  Formen);  ib.  21 
(1888),  p.  60,  293;   26  (1887),  p.  281  (Bilineare  Formen). 

Ä,  Clebsch,  Theorie  der  binären  algebraischen  Formen,  Leipzig  1872  („Clebsch**). 
Fcia  di  Bruno,  Theorie  des  formes  binaires,  Turin  1876.    Deutsch  bearb.  von 

Th.  Walter  mit  Unterst,  von  M,  NaeOher,  Einleitung    in    die  Theorie    der 

binären  Formen,  Leipzig  1881  („Bruno"). 
P.  Gordan,  Über  das  Formensystem  der  binären  Formen,  Üniv.-Progr.  Erlangen, 

Leipzig  1875  („Programm").    Vorlesungen  über  Inyariantentheorie,  herausg. 

Yon  G.  Kerschensteiner ,  1.  Determinanten,  2.  Binäre  Formen,  Leipzig  1886, 

1887  („Gordan"). 
A.  Capelli,  Fondamenti  di  una  teoria  generale  delle  forme  algebriche,  Rom.  Line 

Mem.  12  (1882),  p.  1. 
G.  Euhini,  Teorica  delle  forme  in  generale,  especialmente  delle  binarie.  L  Espo- 

sizione  dell'  algoritmo  fondamentale  di  questa  teoria,  Lecce  1886. 
E.  Study,  Methoden  zur  Theorie  der  temären  Formen,  Leipzig  1889  („Study"). 
J.  Deruyts,  Essai  d'une  th^orie  g^närale  des  formes  alg^briques,  Bruxelles  1891 

(Seminvarianten)  („Deruyts"). 
W.  Fr.  Meyer,  Bericht  über  die  Fortschritte  der  proj.  Invariantentheorie,  deutsche 

Math.-Vereinigg.,  1,  1892  („Inv.  Ber.");   französ.  Ausgabe  von  H.  Fehr,  Paris 

1897;  ital.  Ausgabe  von  G.  Vivanti,  Napoli  1899. 
E.  B,  EUioü,  An  Introduction  to  the  algebra  of  Quantics,  Oxford  1896  („Elliott"). 
P.  Mulh,  Grundlagen  für  die  geom.  Anwendung  der  Invariantenth.,  Leipzig  1895. 
~  Theorie  der  Elementarteiler,  Leipzig  1899  („Muth").  (Äquivalenz  der  bilinearen 

und  quadratischen  Formen). 
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H.  Ändoyer,  Theorie  des  Formes,  Paris  1898. 

Vgl.  noch  die  einschlägigen  Kap.  in  Ä.  Clebsch  u.  F,  XtfufemofMi^yorleBmigen 
über  Geometrie  1,  Leipzig  1876/76,  franz.  y.  A,  Benoist,  Paris  1879/38;  2\  Leipzig 
1891;  W.S.  Bumaide  u.  A.  W.  Panton,  Theory  of  Equations,  3.  ed.,  Dublin 
1892, New-York  1893;  H.Weber,  Höhere  Algebra,  Braunschweig  1896/96  1,  2; 
1,  2.  Aufl.  1898  („Weber**);  franz.  v.  J,  Gries,  Paris  1898;  A.  CapeUi,  Algebra 
complementare ,  2.  ed.,  Napoli  1898. 

Begeiohnnngeii. 

Eine  binäre  Form  n^'  Ordnung  wird  mit  f^,  g^,  .  •  •  bezeichnet,  eine  temte 
mit  C^,  eine  quatemäre  und  höhere  mit  F^;  die  duaUstischen  Formen  entspr. 
mit  griechischen  Buchstaben.  Sind  x^,  x^,  -  .  -  x^  die  Variabein,  a  die  Koef- 
fizienten, so  ist  die  genauere  Bezeichnung  F^^^ F^Qc^, .  .  .  x^\a\'^F^{x\a\ 

dualistisch  9^(u  \  a).  Analog  bei  mehreren  Yariabelnreihen;  so  z.  B.  ist  F^ 
=  ^11  (^;  y\a)  eiue  bilineare  Form.  Das  Wort  „Ordnung**  bezieht  sich  stete  auf 
die  Variabein,  „Grad'*  auf  die  Koeffizienten.  Die  »^  Überschiebung  (Nr.  14)  yon 
f  über  g  hat  das  Zeichen  {f,  g)^,  entspr.  allgemein  von  F(x)  über  9(u):(F,9\; 
eine  lineare  Substitution  hat  das  Zeichen  5. 


1.  Keime  der  Theorie.  J.  Lagrange^)  konstatiert,  aus  Anlass 
der  DarsteUung  einer  ganzen  Zahl  (IC 2)  durch  eine  quadratische 
Form  f^{x,  y)  =  a^x^  +  2a^xy  +  Ojj^,  dass  sich  die  ^^Diskriminante^') 
(,^eterminante'')*)  a^a^  —  a^  von  f^  beim  Übergange  von  xzax-^-ky 
nicht  ändert.  —  Bei  K,  F,  Gatiss^)  bildet  bereits  die  allgemeine  lineare 
„Substitution"  („Transformation")  S  der  homogenen  Yariabeln  die 
Grundlage  für  die  Zahlentheorie  der  f^  und  C^^  deren  Diskriminanten 
(Nr.  26)  als  ,^varianten"*)  nachgewiesen  werden,  d.  i.  als  Ausdrücke 
in  den  Koeffizienten  der  f^  resp.  C^,  die  sich  nach  Ausübung  von  S 
nur  um  eine  (die  zweite)  Potenz  der  Substitutionsdeterminante  (I  B  1  b, 
Nr.  18)  oder  des  „Moduls"^)  A  ändern. 


1)  Berl.  Mäm.  1778,  p.  266  bes.  p.  268  ==  Oeuvr.  8,  p.  699,  701. 

2)  Der  Ausdruck  von  J.  J.  Sylvester,  Cambr.  Dubl.  m.  J.  7  (1862),  p.  62. 
8)  Disquis.  arithmeticae.    Braunschweig,    1801  =  Werke  1;    deutsch   Ton 

H.  Maser,  Berlin  1889;  frz.  v.  A.  C.  M.  PouUet-Delisle,  Par.  1807.  G.  nennt 
eine  ganze,  rationale,  homogene  Funktion  von  2,  8, . . .  Yariabeln  eine  „bin&re, 
temäre, . . .  Form",  art.  266.  Die  Determinante  der  f, :  art.  167,  der  C, :  art.  267. 
Zwei  Formen,  die  durch  (ganzzahlige)  8  wechselseitig  in  einander  überfQhrbar 
sind,  heissen  „äquivalente^:  art.  167,  270.  Als  einfachste  weitere  Invarianten 
treten  auf  bei  G.  Boole,  Cambr.  math.  J.  8  (1841) ,  p.  7  die  Diskr.  der  f^ ;  bei 
G.  Eisenstein  die  quadratische  Invariante  i  und  die  kubische  j  der  f^:  J.  f. 
Math.  27  (1844),  p.  81 ;  die  Ausdrücke  (ohne  Erkenntnis  der  Invarianz)  schon  bei 
A.  Cauchy,  J.  fic.  pol.  16  (1816),  p.  467. 

4)  Der  Ausdruck  von  J.  J.  Sylvester,  Cambr.  Dubl.  m.  J.  6  (1861),  p.  290. 

6)  Der  Ausdruck  von  J.  J.  Sylvester,  Cambr.  Dubl.  m.  J.  6  (1861),  p.  188; 
f ür  A  -=  1  heisst  die  S  „unimodular",  ib.  7  (1862),  p.  52. 


1.  Keime  der  Theorie.    2.  Entwickelong  des  Invariantenbegriffes.      S2S 

Der  von  Ä,  Cauchy^)  und  J,  Binet^)  allgemein  bewiesene  Satz 
über  die  Multiplikation  sfweier  Determinanten  (IA2,  Nr.  21)  sagt  aus, 
dass  sich  eine  Determinante  ,,inyariant  verhält^',  d.  h.  sich  nur  um 
eine  (die  erste)  Potenz  von  A  ändert,  wenn  die  Elemente  je  einer 
Reihe  (oder  Kolonne)  der  nämlichen  S  unterworfen  werden. 

Andere  Keime  unserer  Theorie  finden  sich  in  den  Entwickelungen^) 
französischer  und  englischer  Mathematiker  imd  Physiker  über  ortho- 
gonale (Nr.  3)  Transformation  der  F^  in  Aggregate  von  Quadraten. 
Femer  in  der  durch  F.  Poncelet  und  J,  D.  Gergonne  ins  Leben  ge- 
rufenen, durch  M.  ChasleSy  F.  MöbiuSy  J.  Flacker,  J.  Steiner  und 
Ch.  V.  Staudt  weiter  ausgebildeten  projektiven  Geometrie®);  das  Doppel- 
verhältnis und  die  Polarreziprozität  lehrten,  dass  gewisse  Ausdrücke 
resp.  gewisse  Eigenschaften  von  Figuren  bei  linearen  Transformationen 
der  Koordinaten  erhalten  bleiben. 

2«  Bntwiokelung  des  Invariantenbegriffes.  G.  Boole^)  wies  nach, 
dass  die  Diskriminante  D  einer  Urform  Fn(x\a)  eine  „Invariante" 
J  =  J{F)  von  F  ist,  d.  h.  wenn  vermöge  einer  8  vom  Modul  A  sich 


6)  Cauchy  in  J.  tc.  pol.  9,  cah.  16  (1816)  (In  Nov.  1812),  p.  286;  Binet,  ib. 
10  (1816),  cah.  17  (lu  Nov.  1812),  p.  29  bes.  p.  81,  107.  Eine  unmittelbare 
Anwendung  des  Satzes  ist  die  Multipl.  zweier  Fnnktionaldeterminanten  (vgl. 
I  B  1  b,  Nr.  21)  bei  C.  G.J.Jacobi,  J.  f.  Math.  22  (1841),  p.  319  «  Werke  3,  p.  898, 
deutsch  von  P.  Stäcktl,  Ostwalds  Klassiker,  Leipzig,  Nr.  78.  Die  Funktionaldet. 
erscheint  invariant  gegenüber  beliebigen  Transformationen  der  Variabein  [Anm. 
271,  869  a].  Wegen  der  Anwendung  auf  die  Transf.  vielfacher  Integrale  s.  n  A  2, 
Nr.  41,  Anm.  268. 

7)  Vgl.  die  Litteraturangaben  in  B.  Baltzer'B  Determinanten,  6.  Aufl.,  Leipzig 
1881;  auch  bei  G.  Boole,  Cambr.  Math.  J.  1  (1848),  p.  1. 

8)  Vgl.  A,  Glehsch,  Gott.  Abh.  16  (1872),  p.  1  =  /.  FUeker^s  Ges.  Math. 
Abh.  1,  Leipzig  1876,  p.  1;  sowie  bes.  E.  KöUer,  Bericht  über  die  Entw.  der 
synth.  Geom.,  Deutsche  Math.- Vereinig.  6'  (1898),  p.  1;  J..  Sehönflies  in  J.  Plücker's 
Math.  Abh.  (Anhang).  Wegen  anderer  Vorstufen  der  Theorie  vgl.  P.  Oordan, 
Math.  Ann.  7  (1878),  p.  88;  sowie,  auch  bez.  des  indirekten  Eingreifens  von 
E.  Gahis  und  H,  Chrassmann  „Inv.  Ber."  p.  81,  84.  —  tJber  die  symbol.  Bezeich- 
nung bei  der  Taylor'schen  Reihe  s.  n  A  2,  Nr.  12. 

9)  Cambr.  math.  J.  8  (1841)  (dat.  28.  April),  p.  1.  B,  studiert  die  Äqui- 
valenz zweier  Formenpaare  F„,  ö„;  F^,  G^;  die  Gleichungen  D(JP-f  XÖ)  =»  0, 
D{F'-\'IG*)  =>  0  müssen  dann  übereinstimmen.  Im  Falle  von  Paaren  ungleicher 
Ordnung  reduziert  B.  in  Cambr.  math.  J.  8  (1841),  p.  106  die  Aufgabe  durch 
totale  Differentiation  (vgl.  noch  ib.  2  [1841],  p.  61)  auf  die  Äquiv.  von  Differen- 
tialformen gleicher  Ordnung. 

10)  w  wird  von  B.  auf  Grund  eines  Satzes  von  Sylvester  genauer  be- 
stimmt, Cambr.  math.  J.  4  (1844),  p.  167,  als  w(n— 1)**^^,  wenn  m  die  Anzahl 
der  Variabein,    w  heisst  nach  Cayley,  11.  Mem.,  das  „Gewicht**  der  Livariante 

21« 
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F(x\a)  ändert  in  F(x'\a),  so  ist  J(a )  =  A«» J(a),  wo  w^  eine 
gewisse  natürliche  Zahl  ist.    B.  bedient  sich  des  ^yJrofiAoZcf sehen  Pro- 

zesses"^^)  ^  bi  g-  -   (Nr.  13),  um  aus  J  eine  Simultaninyarianie  Ton 

Fn{x\a)y  Gn{x\}>)  herzuleiten.  Es  lasst  sich^^  die  Definition  einer 
(in  den  a^bj...  ganz -rationalen)  Invariante  dahin  einschranken,  dass 
sie  sich  nach  Ausübung  von  8  um  einen  Faktor  ändert^  der  nur  Ton 
den  5-Eoeffizienten  6  abhängen  soll. 

G,  Boole^^),  G.  Eisenstein^^)  und  0.  Hesse^*)  zogen  schon  „Ko- 
varianten"  C  von  Fn{x  \  a)  in  Betracht,  d.  s.  Formen  der  x  \md  der  o^ 
die  der  Forderung  C(x  \a')  =  A^C(x\a)  genügen,  GiMUSS^)  schon 
analoge  „Kontravarianten^  F(t«|a),  die  statt  der  x  die  u  (s.  unten) 
enthalten,  zu  denen  u.  a.  Ca.  Hermüe's  ^•)  „adjungierte  Formen^  (JNTr.  18, 
13,  18)  gehören.  —  A.  Cayley^'^)  giebt  Prozesse  an,  um  beliebig  viele 

(Nr.  9,  18,  28).  J  heisst  gerade  resp.  ungerade  (schief),  je  nachdem  io  gerade 
oder  ungerade  ist. 

11)  J.  f.  Math.  62  (1863),  p.  281. 

12)  A.  Clebsch,  Bin.  Formen,  p.  306;  P.  Gram,  Math.  Ann.  7  (1874),  p.  234; 
E.  d'Ovidio,  Gi.  d.  mat.  15  (1877),  p.  187;  Ä.  CapeUi,  Rom.  Line.  Mem.  188S, 
p.  582;  0.  Holder,  Böklen  Mitt.  1  (1884),  p.  59;  E.  B.  EllioU,  Mess.  16  (1886), 
p.  6;  P.  Mansion,  ib.  p.  127:  „Study"  p.  82;  „Deruyts"  p.  49;  Kranecker,  Berl 
Ber.  (1889),  p.  609.  —  Dass  für  gewisse  Untergruppen  von  S  die  Definition  des 
Textes  zu  eng  ist,  betont  wohl  zuerst  Klein  im  „Erlanger  Programm^'  (1872); 
man  vgl.  die  AusfOhrungen  von  Study  für  die  , Jnversionsgruppe^  Math.  Ann.  49 
(1897),  p.  497  [Nr.  28,  27]. 

13)  Die  quadratische  Kov.  H  der  /*,  bei  G.  Baole,  Cambr.  math.  J.  3  (1842), 
p.  115;  bei  G.  Eisenstein,  J.  f.  Math.  27  (1844),  p.  75,  89.  Boole  betrachtet  auch 
schon  (1.  c.)  (binäre)  Polaren  (Nr.  18)  und  simultane  Kovarianten. 

14)  H.  studiert  die  nach  ihm  benannte  Determ.  der  zweiten  Ableitungen 
einer  C^  und  deckt  ihre  Rolle  in  der  geom.  Theorie  der  C^,  bes.  der  C7,,  auf: 
J.  f.  Math.  28  (1844),  p.  68  =  Werke,  p.  123  [I  B  1  b,  Nr.  22].  Bez.  der  Lei- 
stungen von  H.  vgl.  M.  Noeiher,  Zeitschr.  Math.  Phys.  20  (1876),  p.  77;  Klein, 
Progr.  Münch.  Polyt.  1875;  G.  Bauer,  Münch.  Abh.  1882. 

15)  In  den  Disquis.  arithm.  artt.  267,  268  (vgl.  Anm.  1)  zeigt  G.,  dass  sich 
die  „Adjungierte"  einer   C,  (d.  i.  ihr  dualistisches  Äquivalent)  bei  der  „trans- 
ponierten" S.  invariant   verhält.     Vgl.  P.  Bachmann,  Arithmetik   der   quadra- 
tischen Formen,  1,  Leipzig  1898,  Abschn.  2,  Eap.  5. 

16)  J.  f.  Math.  40  (1850),  p.  272,  292;    s.  Anm.  18. 

17)  Cambr.  math.  J.  4  (1845),  p.  193  =  Coli.  Pap.  1,  p.  80.  Ist  F^  multi- 
iinear  (Ygl.  Sylvester,  Cambr.  Dubl.  math.  J.  7  [1852],  p.  93),  so  werden  vermöge  einer 
Subst.  Sf  (t  =«  1, 2,  •  •  •  n)  einer  Variabeinreihe  die  Koeff.  von  F^  nur  linear  geändert, 
sodass  man  auf  Grund  des  Determ. -Mult.-Satzes  sofort  Bildungen  (darunter  „Höhere 
Determinanten"  [I  A  2,  Nr.  82],  vgl.  Sylvester,  Cambr.  Dubl.  math.  J.  7  [1862], 
sect.  3,  p.  75)  angeben  kann,  die  sich  gegenüber  S.,  weiterhin  aber  auch 
solche,  die  sich  geg.  allen  S  invariant  verhalten.  Speziell  hat  jede  f^^  eine 
quadratische  Invariante.   In  Cambr.  Dubl.  math.  J.  1  (1846),  p.  104  =  Coli.  Pap.  1» 
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Invarianten  J  (,^yperdeterminanten",  Nr.  12)  von  Fn(x  \  a)  zu  bilden, 
und  erweitert  den  Begriff  von  J  auf  multilineare  („n-partite")  Urformen 
Fn,  die  linear  sind  in  n  Variabeinreihen,  die  auch  verschiedenen 
(„unabhängigen'^  8  unterworfen  werden.  —  Sylvester  ordnet  die  Be- 
griffe systematisch.  Er  beschränkt  sich,  was  oft  zweckmässig  ist, 
auf  „unimodulare"  S  i.  e.  vom  Modul  A  =  1.    Die  „universale"  Form 

Ux=UiXi'] [-UnXn  ändert  sich  nicht  ^®),  wenn  man  die  Variabein 

X  einer  S,  und  zugleich  die  ,^ontragredienten"^^)  Variabein  u  der 
,yinversen"  (,^eziproken'^  Substitution  unterwirft.  „Kogredient"^*) 
heissen  Variabeinreihen,  die  der  nämlichen  S  unterliegen. 

Die  Kovarianten,  Eontravarianten  und  Zwischenformen**)  (die 
die  X  und  u  zugleich  enthalten)  lassen  sich^^)  als  Simultaninvarianten 
auffassen,  wenn  man  den  Urformen  eine,  oder  mehrere  Formen  vom 
Typus  Ux  hinzufügt.  Alle  invarianten  Bildimgen  umfasst  Sylvester  als 
„Konkomitanten"***),  (wir  sagen  mit  K,  Reuschle^^^)  „Komitanten");  er 
giebt  eine  Reihe  von  Prozessen  an  (Nr.  16),  wie  man  aus  Bildungen 
des  einen  Typus  solche  eines  andern  erzeugt.    Allgemein  ist  eine  Komi- 


p.  96  wird  zur  Erzeugang  von  inv.  Bildungen  der  Prozess  Sl 


cx?^ 


(t,Ä;=l,2,...n) 


emgefohrt  (wo  nach  Ausmultiplikation  je  die  bez.  n^,  bei  Si}  die  In^  Ableitung 
zu  substituieren  ist);  die  Funktionaldet.  von  n  Funktionen  f^{x),  fi(x) , . . .  f^{x) 

der  ajj,  rCjj,  .  .  .  x^  entsteht,  wenn  das  Produkt  fi{x^^^)  •  f^{oif^^)  •  •  •  /*,j(aJ^"0  ^®°^ 
Prozesse  Sl  unterwerfen  wird.  Hinterher  kann  man  die  Yariabelnreihen  wieder 
gleichsetzen.  So  liefert  für  /*,(a5)  =  a^a^*  +  2ai«ia;,  +  a,a:,*,  g^(x)  =  ft^jO^j* 
+  2biXiX^-\-b^x^*  ß*^i(Ä)^i(y)  <li6  IJiv-  «0^1  —  2ai6j+^&o^^8p.  2{%a^—a^*). 
Bez.  der  Leistungen  Cayley'a  vgl.  M.  Naether,  Math.  Ann.  46  (1896),  p.  462; 
A.  B.  Forsyth  in  Cayley's  Pap.  8  (1896),  p.  IX  =  Lond.  Roy.  Pr.  68  (1896). 

18)  Cambr.  Dubl.  math.  J.  7  (1862),  p.  66.     Ist  also  F^  eine  Urform  (oder 

die  Eovariante  einer  solchen),  J  eine  Invariante  von  JP,  so  ist  J'(J'^+Xu*)  för 

jeden  Wert  von  l  eine  Eontravariante  von  F.  Der  Faktor  von  l  heisst  die  erste 
„Evektante**  (ib.  p.  67)  von  J[St.  18];  der  erzeugende  Prozess  hat  z.  B.  fflr  eine 

C7,  »  ajuiCi'  +  3an,a;i*rc,  -j-  .  .  .  die  (Jestalt:  ttj'x h^Uj'ti^^ 1-  •  • 

Ist  J  die  Diskriminante  von  F,  so  entstehen  die  „adjungierten  Formen"  von 
Hermüe  (vgl.  Anm.  16),  z.  B.  aus  f^  die  kubische  Eovariante. 

19)  Der  Ausdruck  ib.  7  (1862),  p.  63. 

20)  Der  Ausdruck  von  S.  Äronhold,  J.  f.  Math.  62  (1863),  p.  281. 

21)  Cambr.  Dubl.  Math.  J.  8  (1863)  p.  64, 269.  Bez.  der  Leistungen  Sylvester's 
vgl.  M.  Noether,  Math.  Ann.  60  (1898),  p.  133.  Die  Auffassung  von  Sylv.  bringt 
fOr  besondere  Gruppen  auch  Nachteile  mit  sich:  H.  Burkhardt,  Math.  Ann.  43 
(1893),  p.  199. 

22»)  Der  Ausdruck  eingeführt  ib.  6  (1861),  p.  290.  ^)  Zürich  Eongr. 
Yerh.  1898,  p.  123. 
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tante  einer  Eomitante  wieder  eine  solche*^.  Syh.  charakteriaieirt  auch 
den  Typus  der  ^ombinanten^**)  (Nr.  24),  d.  s.  Formen,  die  in  Be- 
zug auf  zwei  Reihen  von  m  resp.  n  Yariabeln  zugleich  invariant  sind. 

Bei  Cayley  erscheinend^)  die  «/"resp.  C  als  ganz-rationale  Losungen 
ihrer  Differentialgleichungen  (Nr.  18). 

S,  Aronhöld^^  erschliesst  aus  den  Differentialgleichungen  (Nr.  18) 
die  Existenz  gewisser  Brüche  q>  als  der  „absoluten  Invarianten^,  die 
sich  bei  einer  S  vom  Modul  A  gar  nicht  ändern,  denen  die  früheren, 
die  Zähler  und  Nenner  der  9,  als  „relative^  g^enüberstehen. 

Bei  A.  Clebsch^'^  erscheinen  die  J  als  Aggregate  symbolischer 
Produkte  (Nr.  12).  Clebsch  erweitert  den  Begriff  von  «/*,  indem  er  die 
„Zwischenvariabehi^^)  (Nr.  12)  einführt,  die  den  linearen  Stufen  des 
n-ären  Gebietes  entsprechen. 

P.  Gordan^^)  und  A,  CapeUi^)  ziehen,  wie  schon  Cayley  ffir  multi- 
lineare Urformen,  unabhängige  S  mehrerer  Variabehireihen  in  Beimacht 

,yIrrationale"  Invarianten,  d.  s.  Wurzebi  irreducibler  Gleichungen 
[I  B  1  b,  Nr.  6]  mit  rationalen  J  als  Koeffizienten,  drangen  sich  auf, 
wenn  sich  Urformen  in  irrational-kanonischer  Gestalt  (Nr.  11)  dar- 
bieten, wenn  also  der  „Rationalitätsbereich^^  (I  B  la,  Nr.  9)  der  Koeffi- 
zienten passend  erweitert  wird. 

E,  Study  ^^)  hat  die  Stufen  des  Invariantenbegriffes  in  Parallele 
gesetzt  zu  L.  Kronecker's^^)  arithmetischer  Begründung  der  Arten  alge- 
braischer Grössen.  Bei  S.  Lie^)  (II  A  6  und  Nr.  12)  liegt  eine  allge- 
meine Auf  fassimg  anderer  Art  vor.     Unterwirft  man  die  Yariabeinreihen 

23)  Cambr.  Dubl.  math.  J.  6  (1861),  p.  291 ;    7  (1862),  p.  67. 

24)  ib.  8  (1863),  p.  266;  9  (1864),  p.  86.  5.  betrachtet  auch  Eombinanten 
von  Formen  ungleicher  Ordnung,  die  später  von  H.  S.  White  genauer  unter- 
suchten „Semikombinanten",  Am.  J.  17  (1896),  p.  236  [Nr.  24]. 

26)  I.  u.  n.  Mem.  =  Pap.  2,  p.  221,  260. 

26)  J.  f.  Math.  62  (1868),  p.  281. 

27)  J.  f.  Math.  69  (1860),  p.  1.  Bez.  der  invariantentheor.  Leistungen  von 
Clebsch,  bes.  auch  der  geometrischen  Anwendungen  vgl.  Gordan  in  Math.  Ann.  7 
(1874),  p.  87. 

28)  Gott.  Abh.  17  (1872),  p.  1. 

29)  Math.  Ann.  13(1878),  p.  379  (bei  Auflösung  der  /^  =»  0);  bei  F.  Klein 
u.  B.  Flicke,  Modulfunktionen  2,  Leipzig  1892,  p.  127  finden  sich  Anwendungen 
zur  Aufstellung  von  Modulargleichungen,  ib.  p.  690  von  Modularkorrespondenzen 
[ÜB 4a;  c]. 

30)  Gi.  di  mat.  17  (1879),  p,  69  (f^{x\y)  s.  Anm.  218,  237).  —  C  fe  Paige 
behandelt  die  multilinearen  Formen  bei  unabh.  S  systematisch,  s.  Anm.  196 
und  bez.  der  Seminvarianten  [Nr.  28]  Belg.  Bull.  (3)  2  (1881),  p.  40. 

31)  Leipz.  Ber.  1886,  p.  137;   „Study"  p.  1. 

32)  Festschrift,  Berlin  1881  «  J.  f.  Math.  92,  p.  1. 

33)  „Vorl.  über  endl.  kont.  Transf.gruppen",  v.  S.  Lie  und  F.  Engel,  Leipzig 
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(x),  (y),  •  •  •  von  Urformen  F^*^  (rc;  y;  •  •  •  |  a^^)  einer  gewissen  „Gruppe" 
G  von  S,  80  induzieren  die  S  eine  holoedrisch  isomorphe  Gruppe  G' 
von  S'  der  d^^i  der  Zusammenhang  zwischen  G  und  G'  stellt  sich 
symbolisch  am  einfachsten  dar  (Nr.  12).  Eine  analytische  und  in 
den  a^**)  je  homogene  Funktion,  die  6r'  gegenüber  unveränderlich  ist, 
ist  eine  „absolute^'  Invariante  der  jP.  Ist  G  die  allgemeine  projektive 
Gruppe,  imd  sind  auch  die  a  allgemein,  so  sind  die  rationalen  ab- 
soluten J  von  G'  die  ^onAo^efschen  Brüche  9.  Die  relativen  J  er- 
scheinen als  absolute,  wenn  man  G  durch  die  Untergruppe  vom 
Modul  1  ersetzt. 

E,  B.  Christoffd^)  und  i.  Maarer^^)  haben  Gruppen  G  von 
rationalen  Substitutionen  berücksichtigt,  während  die  G'  projektiv 
bleiben;  die  charakteristische  Gestalt  der  Differentialgleichungen  fiir 
die  cT"  bleibt  erhalten.  Die  „Seminvarianten"  (Nr.  23)  i.  e.  „Leitglieder'' *^) 
der  Eomitanten  sind  Invarianten  einer  gewissen  Untergruppe  von  G'. 

Unter  den  ganz-rationalen  Invarianten  gegebener  Urformen  ragen 
hervor  die  „Grundformen"  (Nr.  6)  und  die  „assoziierten  Formen"  (Nr.  7), 
aus  denen  sich  alle  übrigen  ganz-rational  resp.  rational  ableiten  lassen. 

3.  ÄquivälenB  von  quadratiBChen  nnd  bilinearen  Formen  nnd 
Pormensoharen.  Als  Ausgang  dient  das  wegen  seiner  Anwendungen 
auf  Mechanik  und  Geometrie  vielfach  behandelte  Problem,  eine  (all- 
gemeine) Fi{xi,"  •  Xn)  =  ^anXiXk  =  al  (| an  \  =  D(F)^0)  durch 
eine  S  der  x  auf  eine  Summe  (Aggregat)  von  (n)  Quadraten 

»?  H h  yj  -  yj+i vi 

zu  bringen'^).    Für  ein  und  dieselbe  F^  ist  nach  Sylvester  die  Anzahl 

1898;  eingehender:  „Vorl.  über  endl.  kont.  Transf.gruppen  mit  geom.  Anwen- 
dungen*', V.  S.  Lie  und  G.  Scheffers,  Leipzig  1893,  Kap.  23. 

34)  Math.  Ann.  19  (1881),  p.  280. 

36)  Münch.  Ber.  1888,  p.  103;  J.  f.  Math.  107  (1890),  p.  89;  Münch.  Ber. 
1894,  p.  297. 

36)  Cayley,  I.  Mem.  =»  Pap.  2,  p.  221. 

37)  J.  L.  Lagrange,  Mise.  Taur.  1  (1769),  p.  18  =  Oeuvr.  1,  p.  3  bes.  p.  7 
[_F^{dx^,  dx^,  dx^)];  Mäcan.  anal.,  Paris  1788  {deutBchv.  H.  Serfms,  Berlin  1887). 
1,  m  [ü  A  2,  Nr.  18,  Anm.  126].  K  F.  Gauss,  Disq.  ar.  art.  271 ;  Comm.  Gott.  6,  §  31 
SB  Werke  4,  p.  29  bes.  p.  37 ;  Theoria  motus,  Hamburg  1801.  G.  Boole,  Cambr.  math. 
J.  2  (1840),  p.  64.  J.  Flacker,  J.  f.  Math.  24  (1842),  p.  283  =  Ges.  Abh.  1,  p.  399. 
O.  Hesse,  J.  f.  Math.  67  (1860),  p.  176  =»  Werke  p.  489;  Hesse,  Anal.  Baum- 
g^m.,  Leipzig  1861,  1869,  1876  (3.  Aufl.  mit  Zusätzen  von  S.  Gundelfinger).  Bes. 
eingehend  bei  S.  Gundelßnger  (nach  Plüdcer)  J.  f.  Math.  91  (1881),  p.  221.  Die 
kanonischen  Eoeff.  in  Deiform  bei  J.  Studnieka,  Prag.  Ber.  1888,  p.  266.  Kriterien 
der  Darstellbarkeit  von  F  als  Summe  yon  m«n)  Quadraten:  BenoU,  Par.  C.  B. 
101  (1886),  p.  869;  Nouv.  Ann.  (3)  6  (1886),  p.  30;  dePresle,  Par.  Soc.  math.  Bull. 
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Je  konstant  (^^Trägheitsgesetz'^  der  F^^,  Insbesondere  hat  man  eine 
Quadratsumme  ^J  +  i^|  +  '  *  +  ^  durch  „orthogonale'''^)  8  in  sich 
(„automorph*®))  transformiert. 

Cayley^^)  stellt  die  Koeffizienten  einer  (eigentlichen)  orthogonalen 

S  rational  durch  -^-5 — -  unabhängige   Parameter  In,   die  Elemente 

einer  „halb-  oder  schiefsymmetrischen"  Determinante  (ktt  +  Iki  =  0) 
dar  (I  A  2,  Nr.  28).  Ch,  Hermite  erweitert  das  Verfahren  auf  die  auto- 
morphe Transformation  einer  allgemeinen  Cg/')  sodann  einer  'allge- 

14  (1886),  p.  98.  D.  Andre,  ib.  15  (1887),  p.  188.  J.  Valyi,  Arch.  f.  Math,  (2)  6 
(1888),  p.  445.  Im  übrigen  vgl.  E.  BalUer,  Determinanten,  5.  Aufl.,  Leipzig  1881, 
sowie  I C  2.  —  Für  A;  =  0  (oder  n)  heisst  nach  Ga^MS  (1.  c.)  die  F^  definit,  sonst 
indefinit  (Kriterium:  11  A  2,  Nr.  28).  —  Wegen  der  arithmetischen  ÄqoiTalens- 
methoden  sei  bez.  der  ganzen  Nr.  auf  I  C  2,  auf  P.  Bachmann,  Die  Arithmetik 
der  quadratischen  Formen,  1^  Leipzig  1898,  sowie  auf  „Muth**  yerwiesen. 

88)  J.  J.  Sylvester,  Phil.  Mag.  (4)  4  (1852),  bes.  p.  140;  Lond.  Tr.  148  (186Ä) 
bes.  p.  481,  484.  Nach  C.  W.  Borchardt  (J.  f.  Math.  58  [1857],  p.  281)  schon 
1847  im  Besitze  von  K.  G.  J.  Jacdbi  vgl.  J,  (Nachlass)  ib.  p.  275  as  Werke  8, 
p.  591;  Ch.  Hermite,  ib.  p.  271;  Brioschi,  Nouv.  Ann.  15  (1856),  p.  264;  de  Frede, 
Par.  Soc.  math.  Bull.  15  (1857),  p.  179.  Geom.  Deutung  u.  arithm.  Beweis  bei 
E.  Netto,  J.  f  Math.  110  (1892),  p.  184.  —  Auf  Grund  des  (Gesetzes  haben 
Hermite,  Par.  C.  R.  1853,  p.  294;  J.  f.  Math.  52  (1856),  p.  39  bes.  p.  43,  Jaeabi 
(1.  c.)  und  Sylvester,  Lond.  Trans.  143  (1853),  p.  407  bes.  p.  484  mittels  der  „Besou- 
tiante"  (lB3a,  Nr.  8)  die  Zahl  der  reellen  Wurzeln  einer  alg^br.  Gleichung 
zwischen  geg.  Grenzen  ermittelt.  Vgl.  noch  K.  Hattendorff,  Die  Sturm*schen 
Funktionen,  Gott.  1862;  L.  Kranecker,  Berl.  Ber.  1873,  p.  117-=  Werke  1,  p.  808; 
Weber  1,  Abschn.  5,  6,  7,  und  bes.  die  historische  Darstellung  bei  M.  Noeiher, 
Math.  Ann.  50  (1898),  p.  139.  —  Wes.  mit  Hülfe  des  Trägheitsgesetzes  hat 
K  Hensel  die  F^{x^,  x^,.  ..,x^  =  1)  in  reelle  Typen  eingeteilt,  J.  f.  Math.  118 
(1894),  p.  113. 

39)  L.  Euler,  Petr.  Nov.  Comm.  15  (1770)  =  (Comm.  Arithm.  Coli.  1,  p.  427), 
bes.  p.  75,  101  (n  =  3,  ohne  Beweis  für  n  =  4);  A.  Caachy,  Exerc.  de  math. 
Paris  1829,  bes.  p.  140;  Jacohi,  J.  f  Math.  12  (1834),  p.  7  =  Werke  3,  p.  199, 
Werke  (Nachlass)  3,  p.  599;  0.  Hesse  (n  =  4),  J.  f  Math.  45  (1853),  p.  93  =^ 
Werke,  p.  307;  ib.  99,  p.  110  (Nachlass)  =  Werke  p.  663.  Vgl.  weiter  Anm.  4L 
und  I  B  1  c,  Nr.  22.    Der  Fall  ^•  >  0  kommt  auf  ifc  =  0  zurück. 

40)  Der  Ausdruck  von  A.  Cayley,  Lond.  Tr.  148  (1858),  p.  39  =  Papers- 
2,  p.  497. 

41)  J.  f.  Math.  32  (1846),  p.  119  =  Papers  1,  p.  332.  Für  n  =  3  schon  im 
wes.  bei  Euler  (Anm.  39),  bei  0.  Bodrigues,  J.  de  math.  5  (1840),  p.  380  bes. 
p.  405.  C*8  Darstellung  versagt,  wenn  —  1  eine  Wurzel  der  char.  Gleichung  ist; 
vgl.  die  Ergänzungen  bei  J,  Bosanes,  J.  f.  Math.  80  (1875),  p.  52;  G,  FVöbenius, 
ib.  84  (1878),  p.  1  (Grenzprozess);  L.  Kronecker,  Berl.  Ber.  1890,  p.  625,  602, 
691,  873,  1063,  1375;  1891,  p.  9,  33;  H.  Taber,  Chic.  Congr.  1896,  p.  395,  s.  noch 
Anm.  70.    Das  Analoge  gilt  von  Anm.  42,  43. 

42)  J.  f.  Math.  47  (1853),  p.  307.  Eine  Weiterfeihrung  und  Ergänzung  bei 
P.  Bachmann,  ib.  76  (1873),  p.  331  und  J.  Tannery,  Bull.  sei.  math.  11  (1876), 
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meinen  F^,^  durch  Vermittelung  der  — ^,  wenn  2^3(0;)  ^  i^2(y). 

Ä.  Cayley^)  stellt  Hennite's  Ergebnis  in  ,;Matrices**)-Gestalt"  dar; 
die  fragliche  S  ist  D-^(D—Y)(D+Y)'-^D,  wenn  D  die  Matrix 
der  üik,  T  eine  willkürliche  schiefsymmetrische  Matrix  ist.  Cayley^ 
übertragt  auch  schon  das  Ergebnis  auf  eine  allgemeine  Fi^i(xi..,Xn'^ 
yi'.^ynlan)  bei  unabhängigen  S  der  x  und  y,  und  charakterisiert 
die  Stellung  der  symmetrischen  (o,*  =  dkt)  und  alternierenden 
(öi*  =  — a*0  i^i,i- 

Die  Transformation  der  -O'-Punktionen  (11 B  7)  führte  auf  die  Auf- 
gabe,  eine  jPi^i  auf  die  ^^ormale^'  Gestalt  einer  gewissen  Sunmie  von 
Produkten  zu  bringen.  Falls  D(F)  =  |  a,*  |  =4=  0,  zeigt  i.  Kronecker^'') 
mittels  der  „beigeordneten"  Form,  dass  die  Lösung  einer  ,^solvente" 
n.  Ordnung  (I B  3  c^  d,  Nr.  10)  ausreicht,  und  erledigt  damit  auch  die 
j^automorphe"  Transformation  von  F  für  identische  („kongruente*^  S  der 
X  und  y.  L.  Christoffd^)  führt  den  Beweis  mit  ÄronholcPs  Methoden 
(Nr.  18)  und  zeigt,  dass  die  Zahl  der  in  den  Koeffizienten  von 
S  enthaltenen  Parameter  gleich  der  der  absoluten  Invarianten  von 
JPist. 

Ä,  Cauchy  und  K,  G.  J.  Jacöbi  haben  *^)  simultan  zwei  (allgemeine) 
Fi',  ttxy  ix  (speziell  eine  F^  durch  orthogonale  S)  in  Aggregate  von 
Quadraten  übergeführt.  Die  Lösung  hängt  von  der  „charakteristischen^^ 
Gleichung  (Cauchy)  |aa  +  ^^*l  =  0  ab.    Bei  Boole^)  ordnet  sich  die 


p.  221;  vgl.  das  Grenzverfahren  von  Hermite,  ib.  83  (1877),  p.  825.  Eine 
allgemeingültige  Ableitung  giebt  (vermöge  einer  Normalform  der  C,)  zuerst 
G.  Cantor,  Hab.schr.  Halle  1869,  s.  das  Buch  von  Bcichmann  1.  c.  —  Die 
Cayley'sche  Darstellung  hat  F.  Prym,  Gott.  Abh.  38  (1892)  auf  die  involuto- 
rischen  S  ausgedehnt,  vgl.  Ä.  Camely,  Diss.  Würzburg  1892. 

43)  Cambr.  Dubl.  math.  J.  9  (1854),  p.  63.  Cayley  wendet  die  Methode 
auf  der  F^  {n  =  ^)  umschriebene  Polygone  an,  Phil.  mag.  96  (1853),  p.  326  => 
Pap.  2,  p.  105;  ib.  4(7)  (1854),  p.  208  ==  Pap.  2,  p.  133;  cf.  Ä,  Voss,  Math.  Ann. 
26  (1885),  p.  39;   26  (1885),  p.  231;    B.  Sturm,  ib.  26  (1886),  p.  465  flu  C  4]. 

44)  Cayley,  J.  f.  Math.  60  (1855),  p.  288,  299  =  Pap.  2,  p.  192,  202. 

45)  Cayley,  Lond.  Tr.  148  (1868),  p.  17  =  Pap.  2,  p.  475. 

46)  Lond.  Tr.  148  (1858),  p.  39  =  Pap.  2,  p.  497.  Einfacher  bei  Th.  Muir, 
Am.  J.  20  (1898),  p.  215. 

47)  Berl.  Her.  1866,  p.  597  «  J.  f.  Math.  68,  p.  273  «  Werke  1,  p.  143. 

48)  J.  f.  Math.  68  (1867),  p.  253.  Vgl.  Ctehsch-Gordtm,  AbeFsche  Funktionen, 
Leipzig  1866,  Abschn.  12.  Die  absol.  Inv.  einer  F^i  (x ;  u)  schon  bei  C.  W,  Borchardt, 
J.  f.  Math.  30  (1846) ,  p.  38. 

49)  Ä.  Cauchy,  Ezerc.  de  math.  1829,  4,  bes.  p.  140;  Jacobi,  J.  f.  Math.  12, 
p.  1  s  Werke  3,  p.  191;  Brioschi,  Ann.  di  mat.  1  (1868),  p.  158. 

50)  (?.  Boole,  Cambr.  Dubl.  math.  J.  3  (1841),  p.  1,  106. 
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Aufgabe  der  simultanen  Transformation  von  zwei  Fn  unter^  Cojfley^^) 
vereinfacht  seine  Methode. 

K,  Weiersirass'^^  untersucht  die  Änderungen,  die  die  Cauchg- 
Jacobtschen  Formeln  für  die  Reduktion  zweier  F^  auf  Quadratsummen 
erleiden,  wenn  die  Wurzeln  von  |an  +  A6a|  =  0  nicht  mehr  alle 
ungleich  sind,  insbesondere  fOr  reelle  S  reeller  F. 

Weierstrass^^)  begründet  das  Eriterum  fttr  die  Äquivalenz  zweier 


51)  Cayley,  Cambr.  Dubl.  maih.  J.  4  (1849),  p.  47  =  Pap.  1,  p.  428;  Quart. 
J.  2  (1868),  p.  192  =  Pap.  3,  p.  129. 

52)  Berl.  Ber.  1858,  p.  207  »=  Werke  1,  p.  233.  W.  präzisiert  hier  den 
Begriff  des  „allgemeinen*'  Falles.  Dazu  die  Erweiterungen  Ton  E.  B,  Christoffd, 
J.  f.  Math.  63  (1864),  p.  265. 

63)  Berl.  Ber.  1868,  p.  310  =  Werke  2,  p.  19  (mit  Zos&tzen).  Über  eine 
„Lücke**  im  Beweise  und  deren  allmähliche  arithmetisch-algebraische  AnsfSllnng 
durch  Stickdberger,  Frohemus  u.  A.  s.  „Math**,  Einleitung.  [Die  Elementarteiler 
und  ihre  Invarianz  im  wes.  schon  bei  Sylvestery  Phil.  Mag.  (4)  1  (1851),  p.  119, 
295,  415,  vgl.  die  historische  Darstellung  bei  M.  Noäher,  Math.  Ann.  50  (1898), 
p.  137].  Die  Theorie  bei  S.  Crundelfinger ,  in  Hessens  lUumgeom.  8.  Aufl.  1876; 
L.  Sauvage,  Ann.  ^c.  norm.  (3)  8  (1891),  p.  286;  10  (1893),  p.  9;  „Muth**;  Ver- 
allgemeinerungen bei  K.  Hensel,  J.  f.  Math.  116  (1895),  p.  254;  117  (1897),  p.  129, 
838,  346.]  Vgl.  die  geometrischen  Anwendungen  bei  F.  Klein,  Diss.  Bonn,  1868 
=  Math.  Ann.  23,  p.  539  auf  die  Einteilung  der  Linienkomplexe  2.  Ordg,  bei 
W.  Killing  auf  den  Schnitt  von  2F,,  Diss.  Berlin  1872  (s.  auch  Sylvester  1.  c. 
und  Cambr.  Dubl.  math.  J.  6  [1850],  p.  262).  —  Bez.  modifizierter  Darstellungen 
des  Äquivalenzkriteriums  vgl.  L.  Stickelberger ,  Diss.  Berlin  1874;  J.  f.  Math.  86 
(1879),  p.  20;  L.  Maurer,  Diss.  Strassburg  1887;  Ed,  Weyr,  Böhm.  Ges.  d.  W. 
1889,  Jubelb.;  Auszug  in  Monatsh.  f.  Math.  1  (1890),  p.  163  (mittels  der  Matrices); 
B.  Cald,  Ann.  di  mat.  (2)  23  (1895),  p.  159  (rational  durch  Det.-Ümformungen); 
G.  Landsberg,  J.  f.  Math.  116  (1896),  p.  331  (rat.  Überfährung  der  Scharen  in 
ein.  mittels  Kronecker' s  Fundamentalsysteme  [I  B  1  c,  Nr.  6].  —  Nach  Frobenius 
ist  eine  Schar  von  F^  ^  noch  durch  eine  8  mit  >  n  arbiträren  Parametern  in 
sich  überführbar,  Zürich.  Nat.  G.  41  (1896),  p.  207~  Äquivalenz  von  cx>^  Scharen 
bei  S.  Kantor,  Münch.  Ber.  27  (1897),  p.  367.  Altemierende  Scharen  bei  kon- 
gruenten 5:  E.V.  Weber,  Münch.  Ber.  28  (1898),  p.  369.  „Ähnliche**  F^^i 
G,  Sforza,  Giom.  di  mat.  32  (1894),  p.  293;  33  (1895),  p.  80;  34  (1896),  p.  252. 
Eine  spezifische  Äquivalenz  beim  Hauptaxenproblem  der  C,:  S.  Gundelfinger, 
Anal.  Geom.  der  C,,  hrsg.  von  F.  Dingeldey,  Leipzig  1895,  Abschn.  1, 
§§  8—10,  danach  ausführlicher  PÄ.  Bruchei,  J.  f.  Math.  119  (1898),  p.  210,  313. 
Die  Äquivalenz  zweier  F^^  mit  ihren  „reziproken**  bei  C.  Segre,  Giom.  di  mat. 
22  (1884),  p.  29;  die  zweier  /;  bei  Frobenius,  J.  f.  Math.  106  (1890),  p.  125; 
Klein- Fricke,  Modulfünktionen,  Leipzig  1890,  §  4;  die  zweier  /^(a;;  y)  bei  Fro- 
benius 1.  c.  Study  untersucht  den  Zusammenhang  der  F^^  mit  den  rekurrieren- 
den Reihen^  Monatsh.  f.  Math.  2  (1891),  p.  1.  —  Die  Äquivalenz  einer  JF\j(n=s3) 
für  konjugierte  Koeffizienten  und  Variable  studieren  H.  Poincari^  Par.  C.  R. 
98  (1884),  p.  344;  E.  Picard,  ib.  p.  416;  allgemein  Ä.  Loewy,  Nova  Acta  Leop.  71 
(1898),  p.  1  (Auszug  in  Math.  Ann.  50,  p.  557).  —  Anwendungen  der  Äquivalenz 
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Scharen  JFj  +  JlGj,  -^2'+  kG^i  „dass  deren  Determinanten  D,  D  in 
ihren  Elementarteilem  (I  G  2)  b,  b  übereinstimmen  müssen^^  Dabei 
geben  die  £  an ,  ob  und  wie  oft  ein  mehrfacher  Teiler  von  D  in 
allen  Minoren  (n  —  1)*^°,  (n  —  2)*«"  . . .  Grades  aufgeht.  Die  Koef- 
fizienten von  |aa  + A6,jb  j  =  0  sind  rationale"),  die  b  irrationale  In- 
varianten der  Schar  F^-^-  XG^, 

Behufs  Entscheidung  über  die  Äquivalenz  von  zwei  gegebenen 
Schaaren  reduziert  sie  Weierst/rass  auf  sachgemässe  kanonischem^)  Ge- 
stalten, deren  Variabeln  von  den  b  resp.  b  abhangen.  Sollen  die  £,  b' 
existieren,  darf  B  resp.  iX  nicht  (in  A)  ^  0  sein.  L.  Kronecker^) 
erledigt  auch  diesen  Fall  durch  geeignete  Teilung  der  Variabeln  in 
zwei  Gruppen.  Für  Scharen,  die  wenigstens  eine  „definite"  Form 
(d.  i.  von  konstantem  Vorzeichen  [IC 2])  enthalten,  führt  Kronecker 
die  Reduktion  direkt  durch,  und  leitet  erst  daraus  die  Aquivalenz- 
eigenschaft  der  f,  b'  ab.  Die  b  ersetzt  Kronecker y  für  F^,  wie  für 
Fi^ij  durch  rationale  Invarianten,  die  grossten  gemeinsamen  Teiler  r,- 
aller  Minoren  von  D{F^'\-XG^  je  derselben  Ordnung  i. 

Die  Gleichheit  der  r,-  und  r/  *^)  reicht  nicht  immer  als  Aquivalenz- 
kriterium  hin;  ein  solches  leisten  aber  stets  die  „elementaren^^  Scharen, 


auf  „Schwingungen"  finden  eich  bei  F.  Packeis ^  Über  die  part.  Diffgl.  Att+A;'tt=0, 
Leipzig  1891,  p.  44;  E.  B.  Christoffel,  J.  f.  Math.  63  (1864),  p.  273;  Weierstrassl  c. 
E.  J.  BoiUh^  Dynamics ...  6.  ed.,  London  1891 ,  Part.  VlI  (deutsch  v.  Ä.  Schepp, 
Leipzig  1898).  —  Diesen  Anwendungen  auf  Schwingungen  entsprechen  rein 
mathematisch  solche  auf  lineare  Differentialgleichungen,  vgl.  dazu  noch  Weier- 
strass  (Berl.  Ber.  1876  =  Werke  2,  p.  76),  sowie  L,  Heffter'B  „Lineare  Diffe- 
rentialgleichungen", Leipzig  1894,  Kap.  9  [11  B  3  c]. 

54)  Weierstrass,  1868  1.  c;   vgl.  J.  Bosanes,  J.  f.  Math.  80  (1875),  bes.  p.  64. 

Für  (?,  =^x*  schon  bei  L.  Fuchs,  J.  f.  Math.  66  (1866),  bes.  p.  132;  Christoffel, 

ib.  68  (1867),  bes.  p.  270;  M.  Hamburger,  ib.  76  (1873),  bes.  p.  116;  F.  Siaeci, 
Ann.  di  mat.  (2)  4  (1873),  p.  296. 

66)  Ober  den  Begriff  des  Kanonischen  vgl.  Kronecker,  Berl.  Ber.  1874, 
p.  72.  —  TT.  gelangt  dazu,  fdr  beliebiges  n  .F,-Scharen  hinzuschreiben,  deren  D 
vorgeschriebene  s  haben. 

56)  Berl.  Ber.  1868,  p.  339  »  Werke  1,  p.  163.  Kroneeker  folgend  bringt 
A.  Kneser  ausnahmslos  eine  JP,  durch  orthog.  S  auf  eine  Quadratsumme:  Arch. 
f  Math.  (?)  16  (1897),  p.  226.  —  Wegen  der  Reduktion  einer  F^  j  durch  bi- 
orthogonale S  8.  E,  Beltrami,  Gi.  di  mat.  11  (1873),  p.  89;  E,  OÜsercU,  Toul. 
Ann.  3  (1889),  p.  1;  Sylvester,  Par.  C.  ß.  108  (1889),  p.  661;  Mess.  (2)  19,  p.  1,42. 

57)  Berl.  Ber.  1874,  p.  59,  149,  206  =  Werke  1,  p.  349.  Weitere  Aus- 
fährung ib.  1890,  p.  1226,  1375;  1891,  p.  9,  33.  Einfacher  mittels  Partialbruch- 
zerlegung  bei  Fro5entus,  Berl.  Ber.  1896,  p.  7;  hier  deckt  F,  auch  den  inneren 
Grund  des  Weierstrass-Eronecker'schen  Satzes  auf,  dass  2  äquivalente  2^, -Scharen 
auch  kongruent  sind. 
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für  die  D  ^  0  oder  die  Potenz  einer  Linearform  ist.  Eine  Sehar 
Yon  JPi^i  ist  stetS;  und  im  wesentlichen  nur  auf  eine  Art^  als  Ag- 
gregat von  elementaren  darstellbar;  diese^  nebst  ihrer  Anzahl,  sind  die 
„wahren"^  Invarianten  der  Äquivalenz. 

Kronecker  bedarf  dabei  der  Ausdehnung  der  von  ihm  (s.  oben)  f&r 
besondere  Scharen  gegebenen  Reduktion  auf  beliebige,  indem  jetzt 
ganze  Gruppen  ^*)  von  Variabein  zugleich  entfernt  und  durch  ^^kanonische'^ 
ersetzt  werden.  Bei  geeigneter  Anordnung  bleibt  die  Weierstrctö^sx^e 
Reduktion  selbst  fiir  D  =  0  gültig^).  Kronecker  nimmt  nunmehr  die 
automorphe  Transformation  einer  Fi^i  bei  identischen  S  (vgL  oben) 
wieder  auf  ®^).  Für  D  E£  0  hängt  jFi,i  von  einer  geringeren  Zahl  von 
Variabeln  ab  und  kann  als  Form  mit  D  e^  0  geschrieben  werden.  Es 
ordnen  sich  die  kanonischen  Gestalten  der  jPi,i  unter  vier  ,,reduzierte" 
Typen ^^)  ein.  Wie  oben,  wird  mit  rationalen,  „arithmetischen^^  In- 
varianten operiert**).  Die  arithmetische  und  formen  theoretische  Be- 
handlung hat  H.  Rosenow^)  für  eine  Fi^i(x^y  x^,  x^\  y^,  y,,  y,)  gegen- 
übergestellt. —  Die  WeierstrasS'Kronecker'^i^&CL  Sätze  von  1868  leitet 
G.  Darboux^^)  auf  der  Grundlage  der  geränderten  Schardeterminan- 
ten D,  D^yD^f .  - '  ab,  die  sich  analog  verhalten,  wie  die  fiWm'schen 
Funktionen  (I  B  3a,  Nr.  6);  die  Formenschar  wird  als  Quotient  D,.fi  |  D,- 
dargestellt  und  durch  Partialbruchzerlegung  auf  die  kanonische  Gestalt 
gebracht. 

Umgekehrt  hat  man  nach  der  Untergruppe  F  von  S  gefragt,  die 
überhaupt  irgend  eine  F^  resp.  l?\,i  automorph  transformiert;  die 
Formen  werden  nachträglich  ermittelt. 

Die  „Fundamentalgleichung^'*®)  einer  solchen  S:  \  tfn—  P^  <^i8^*  * '  | =0 


68)  1.  c.  (1874),  p.  60. 

69)  Vgl.  die  (för  J.  erfolglose)  Polemik  zwischen  Jordan  und  Kronedcer: 
J.  in  Par.  C.  R.  77  (1873),  p.  1487,  Kr.  ib.  p.  71;  J.  (1874)  in  J.  de  math. 
(2)  19,  p.  36;  Par.  C.  R.  78  (1874),  p.  614, 1763;  J.  de  math.  (2)  19,  p.  397  (korrekt); 
Kr.  1874,  1.  c,  p.  206. 

60)  Die  Methode  von  Jacobi  (J.  f.  Math.  63,  p.  266  =  Werke  3,  p.  686) 
galt  nur  für  sjrmm.  u.  altem.  F^  j. 

61)  Berl.  Ber.  1874,  p.  397  '=  Werke  1,  p.  421. 

62)  1.  c.  p.  430. 

63)  Vgl.  die  unter  Anm.  59  citierten  Ergänzungen  von  Kr.  1890,  1891. 

64)  J.  f.  Math.  108  (1890),  p.  1;    Progr.  Berlin.  4.  höh.  Bürgersch.  1891,  1892. 
66)  J.  de  math.  (2)   19,  p.  347.   Für  n  =  3  vereinfacht  bei  H.  Vogt,  Nouv. 

Ann.  (3)  16  (1896),  p.  441. 

66)  Kronecker,  J.  f.  Math.  68  (1866),  bes.  p.  276  =  Werke  1,  p.  143;  E.  B. 
Christoffel,  ib.  68  (1867),  p.  263.  Für  orthog.  S  schon  bei  F.  Briaschi,  Ann.  sc. 
mat.  fis.  6  (1864),  p.  201;    L.  Schlaf U,  J.  f.  Math.  66  (1866),  p.  186. 
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ist  nach  Kronecker^'')  „reziprok'^  J.  Bosanes^'')  zeigt,  dass  zu  jeder 
reziproken  Fundamentalgleichung  im  allgemeinen  eine  8  und  damit 
eine  F^  gehört. 

In  diesem  Sinne  hat  G.  Fröbenius^)  die  F  der  JPj,  und  darüber 
hinaus  der  ^^symmetrischen"  und  „alternierenden"  jFi,i,  mit  allen  Aus- 
nahmen untersucht.  Die  o,*  repräsentieren *•)  eine  S  einer  Variabein- 
reihe; die  Transformationen  einer  Fi^i  erscheinen  so  als  ,,Multipli- 
kationen"  von  S]  der  Algorithmus  beherrscht  auch  gewisse  Multiplika- 
tionen von  höheren  komplexen  Zahlen^®)  (I A  4,  Nr.  10).  Solange  D^O, 
befolgen  die  e  der  ^^charakteristischen  Funktion"  ein  einfaches  Gesetz; 
bei  D  EE  0  hat  die  Funktion  einer  Teilbarkeitsbedingung  zu  genügen. 
Die  Cayley-Hennüe^schen  Formeln  (s.  oben)  werden  durch  ein  theo- 
retisches Grenzverfahren  auf  die  Ausnahmefälle  ausgedehnte^).  —  Von 
Frobenitis''^)  rührt  auch  ein  formentheoretisches  Kriterium  des  ^^Pfaff- 
sehen  Problems"  (11 A  5)  her,  i.  e.  der  Äquivalenz  von  zwei  n-gliedrigen 
linearen  DifferentiaLformen  bei  allgemeinen  Punkttransformationen. 
L,  Stickelherger'^^)   untersucht   die   F  der   eine   definite   F^   invariant 

67)  J.  f.  Math.  80  (1875),  p.  62.  B.  bringt  die  bez.  S  auf  die  „antisym- 
metrische*^  (Gestalt:    ^<y,.j.  x^  =  c  ^  <^jb/ ^*  (*  "^  i  ^)- 

68)  J.  f.  Math.  86  (1877),  p.  1.  Vgl.  dazu  noch:  ib.  86  (1879),  p.  44,  146; 
88  (1880),  p.  96.  Die  autom.  Tranaf.  der  F,  (n»4)  hat  F.  Lindemann  [Vorl. 
über  Geom.  von  A.  Clebsch,  Leipzig  1891,  Abschn.  II,  17]  durch  lineare  Zuord- 
nung eines  linearen  Komplexes  incl.  der  Ausnahmen  durchgeführt;  Ä.  Loewy 
danach  (im  Umriss)  für  n  Var. :  Nova  Acta  Leop.  66  (1896),  p.  1,  mit  Anwendungen 
auf  Linien-  u.  Eugelgeometrie.  Ä.  Voss  legt  den  algebraischen  Kern  des  Ver- 
fahrens bloss  Münch.  Ber.  26  (1896),  p.  1,  211;  Lindemann  ^  ib.  p.  31  geht  auf 
die  Ausnahmefälle  ein,  und  führt  die  verschiedenen  Äqu.bedingungen  in  ein.  über. 

69)  Vgl.  Cayley,  Anm.  46. 

70)  Vgl.  darüber  B.  Lipschitz^  „Untersuchungen  über  die  Summe  von 
Quadraten",  Bonn  1886;  J.  de  math.  (4)  2  (1886),  p.  873;  Berl.  Ber.  1890,  p.486; 
Kranecker  s.  Anm.  41;  E.  Study,  Chicago  Congr.  Pap.  1896  (1893),  p.  367,  wo 
weitere  Litteratur,  und  vor  allem  noch  Ä.  Hwrwitz,  Gott.  Nachr.  1896,  p.  814; 
E,  Cartan,  Toul.  Ann.  12 B  (1898),  p.  1  [IA4,  Nr.  14].  Die  komplexen  Zahl- 
systeme formentheor.  bei   Cyp.  Stephanos,  Athen,  Jubil.-Band,  1888. 

71)  Wie  das  Grenz  verfahren  bei  den  orthog.  8  zu  umgehen  sei,  hat  H,  Täber 
eingehend  verfolgt  Lond.  M.  S.  Pr.  24  (1893),  p.  290;  26  (1896),  p.  864;  N.  Y.  B. 
3  (1894),  p.  261;  Math.  Ann.  46  (1896),  p.  661,  Am.  Ac.  P.  31  (1896),  p.  181,  336; 
Chic.  Congr.  P.  1896  (1893),  p.  396.  T.  stützt  sich  dabei  auf  einen  Satz  von  Syl- 
vester  (Par.  C.  B.  94  [1882],  p.  66),  und  teilt  die  orth.  5  in  2  Klassen,,  je  nachdem 
sie  durch  Wiederholung  einer  infin.  orth.  S  erzeugbar  sind  oder  nicht,  vgl.  Anm.  77. 

72)  J.  f.  Math.  82  (1877),  p.  230;  B.  Forsyth,  DifT.  equations  1,  Cambridge 
1890,  Chap.  11  (deutsch  v.  H.  Maser,  Leipzig  1892);  G.  Morera,  Tor.  A.  18 
(1883),  p.  383.    Für  n  =  2  schon  bei  Christo/fei,  J.  f.  Math.  70  (1870),  p.  46,  241. 

73)  Progr.  Zürich  Polyt.  1877,  p.  1.  Die  einfachen  s  verwendet  implicite 
schon  Cauchy  1.  c.  (1829). 
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lassenden  8y  die  auf  eine  trigonometrische  Normalform  gebracht  werden; 
die  charakteristische  Funktion  hat  nur  einfache  s. 

Die  Methode  von  Frobenius  hat  Ä,  Voss''^)  auf  beliebige  Fi^i 
ausgedehnt;  so,  dass  die  Hülfsprozesse  roHonal  durchfilhrbar  werden. 
Das  System  der  in  den  ctik  quadratischen  Transformationsrelationen 
lasst  sich  durch  ein  lineares  ersetzen;  die  symmetrischen  und  alter- 
nierenden JPi^i  sind  dabei  ausgezeichnet.  Löst  eine  8  das  Problem,  so 
hat  man  nur  noch  alle  mit  S  „vertauschbaren"  Substitutionen  T(8T=  T8) 
zu  suchen'*^).    Die  Endformeln  werden  den  Cayley-Hermüe^schen  analog. 

Auch  C,  Jordan''^)  überträgt  die  durch  die  s  bedingte  Einteilung 
der  jPg  in  kanonische  Klassen  und  Unterklassen  auf  die  8  selbst. 

Der  Charakter  'der  Gruppe  der  eine  J?\,i  invariant  lassenden  S, 
sowie  von  deren  Untergruppen,  ist  noch  wenig '^  för  die  Äquivalenz 
nutzbar  gemacht.  In  8.  Li^s  Theorie  der  kontinuierlichen  Trans- 
formationsgmppen  (U  A  6)  ist  die  dreigUedrige  Gruppe  F  von  Be- 
deutung, die  eine  F^{x^yOO^,  x^)  invariant  lasst.  Die  Transformations- 
gruppen zerfallen  ^^  in  „integrable"  und  ,,nicht  integrable",  je  nachdem 
in  ihnen  F  als  Untergruppe  enthalten  ist  oder  nicht  ^^). 

4»    Äquivalens  von  Formen  höherer  als  der  sweiten  Ordnung. 

G.  Bode  **)  erweitert  die  orthogonale  Transformation  der  F^  (Nr.  1, 8), 

74)  Math.  Ann.  13  (1878),  p.320;  Oött.  Nachr.  1887,  p.426;  Münch.  Abh.  17 
(1890),  p.  S.  [Insbes.  die  „konjugierten"  S:  Münch.  Bar.  19  (1889),  p.  175;  26 
(1896),  p.  278;  Ä.  Loewy  ibid.  26  (1896),  p.  25.]  Wegen  gewisser  „singalärer"' 
Fälle  vgl.  Frobenius,  J.  f  Math.  84  (1878),  p.  1 ;  Knmecker,  Berl.  Her.  1890,  p.  526. 
602.  692.  873.  1063;  A,  Loewy,  Math.  Ann.  48  (1876),  p.  97;  49  (1897),  p.  448 
[I  B  1  c,  Nr.  22]. 

75)  Auf  anderem  Wege  bei  Voss,  Münch.  Ber.  19  (1889),  p.  283. 

76)  J.  de  math.  (4)  4  (1888),  p.  349. 

77)  S.  Lie,  Christ.  Abh.  1885;  H.  Werner,  Math.  Ann.  35  (1889),  p.  113; 
W.  Killing,  ib.  36  (1890),  p.  239.  F.  Engel  hat  betont,  dass  nicht  jede  S  der, 
eine  gewisse  JP,  invariant  lassenden  proj.  Gruppe,  durch  Wiederholung  der 
infin.  8  der  Gruppe  erzeugbar  ist,  Leipz.  Ber.  44  (1892),  p.  279;  45  (1893)  [mit 
E.  Study^  p.  659  [Nr.  6,  Anm.  145,  Schluss].   Für  F,  ^J^x*  bei  Taber  s.  Anm.  71. 

78)  S.  Lie,  Norw.  Arch.  3  (1874),  p.  112;  F,  Engel,  Leipz.  Ber.  1887,  p.  96; 
W.  Killing,  Math.  Ann.  36  (1890),  p.  161. 

79)  Geometrisches  über  bil.  resp.  tril.  Formen  noch  bei  M.  Pcisch,  Math. 
Ann.  38  (1891),  p.24;  P.  Muih,  ib.  40  (1892),  p.  89;  42  (1893),  p.  257;  Ä.  M  Bi, 
Rom.  Linc.B.  (4)  6  (1890),  p.  237;  7  (1891),  p.  88;  BaUaglini  (s.  Monographien) 
[m  C  9].  —  Die  f^  j  eingehend,  mit  Anwendungen  auf  die  Drehungen  des  Baumes 

um  einen  festen  Punkt,  bei  Cyp.  SUphanos,  Math.  Ann.  25  (1883),  p.  299.  — 
Von  besonderem  Interesse  sind  die  Untersuchungen  von  Jßosones  über  „ab- 
hängige Punktsysteme",  J.  f.  Math.  88  (1880),  p.  241;  90  (1881),  p.  303;  95  (1883), 
p.  247;  100  (1887),  p.  311. 

80)  Vgl.  Anm.  9. 
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indem  er  fragte  wann  zwei  Formenpaare  Fnj  (7«;  F^,  G'n  äquivalent 
sind.  Einmalige  totale  Differentiation  der  Äquivalenzen  liefert  die 
Bedingung;  dass  die  gleich  Null  gesetzten  Diskriminanten  von  jP-f~  ^  ^; 
jF'+ACr'  zu  den  nämlichen  Gleichungen  in  k  fahren  (Nr.  26). 
Hierauf  wird  der  Fall  von  mehr  als  zwei  Urformen,  auch  ungleicher 
Ordnung;  zurückgefilhrt.  &  Aronhold^^)  macht  das  ,^quivalenzproblem" 
erst  far  Cj,  dann  überhaupt  för  zwei  allgemeine®*)  Formen  Fp(x\d), 
Fp(x'\a')  zum  Kern  der  ganzen  Theorie.  Eine  Abzahlung  ergiebt, 
dass,  abgesehen  von  ^==2;  l'^^S,  n=^2  Transformierbarkeits- 
bedingungen  existieren;  sie  lassen  sich  im  Verlauf  der  Elimination 
der  JS^Eoeffizienten  ö  so  anordnen,  dass  ihre  rechten  Seiten  von  den  <r 
unabhängig  werden.  Das  führt  zu  n*  Differentialgleichungen^) 
(Nr.  13,  18),  die  wiederum  so  umgestaltet  werden,  dass  die  6  in 
ihnen  nicht  mehr  auftreten.  Daraus  lässt  sich  rückwärts  schliessen, 
dass  die  Bedingungen  als  Gleichheiten  von  Brüchen  9>(a)  =  9>(0 
(Nr.  2)  geschrieben  werden  können,  wo  die  9  die  rationalen  Lösungen 
der  n*  Differentialgleichungen  sind,  aus  deren  linearer  Unabhängig- 
keit^) auch  entnommen  wird,  wieviel  unter  den  9  rational  unab- 
hangig  sind.  ^ 

Der  „Aronhold'sche  Prozess"  5'^*F~~  ^^'  ^' ^^)  ^^^^^''^^  ^^^ 
Ausdehnung  auf  eine  Reihe  von  Urformen  F  und  führt  zu  den  Zu- 
sammenhängen zwischen  den  Arten  von  Eomitanten.  Das  Operieren 
mit  den  Differentialprozessen  wird  durchsichtiger,  wenn  man  die  F 
symbolisch  (Nr.  12)  als  volle  Potenzen  von  Linearformen  ansetzt. 

Wenn  Fp,  Gp  auf  die  nämliche  „typische"  Gestalt  (Nr.  7)  ge- 
bracht werden  können,  so  existiert  auch  eine  S,  die  JP  in  G  über- 
itlhrt.  Daraus  leitet  Clebsch^)  als  Kriterium  für  die  Äquivalenz  von 
zwei  fp  her,  dass  ausser  gleichen  absoluten  Livarianten  ein  paar  über- 


81)  J.  f.  Math.  62  (1868),  p.  281 ;  für  C^  schon  ib.  56  (1858),  p.  97. 

82)  1.  c.  1855,  bes.  p.  160.    Modifikationen  für  nicht   allgemeine   F^   bei 
W,  VeUmann,  Zeitschr.  f.  Math.  22  (1877),  p.  277;  ib.  84  (1889),  p.  821. 

88)  Umg.  geht  X.  Maurer  von  den  Differentialgleichungen  aus:  Münch. 
3er.  18  (1888),  p.  108;  24  (1894),  p.  297;  29  (1899),  p.  147. 

84)  Einfachere  Beweise  bei  Ärarihold,  J.  f.  Math.  69  (1868),  p.  185;  ChrisU>ffel, 
^ath.  Ann.  19  (1881),  p.  280.  Höhere  Abhängigkeiten  zwischen  den  DifPerential- 
^leichongen  bei  „Study*^  p.  167. 

85)  Math.  Ann.  2  (1870),  p.  878;  Beispiele  (Z^,  /,)  bei  Clebsch-Gordan,  Ann. 
di  mat.  (2)  1  (1867),  p.  28.  Ca/yley  nahm  irrtümlicherweise  das  Gegenteil  an, 
Üath.  Ann.  8  (1870),  p.  268.  Für  /g,  deren  Ausartung  die  einer  dreifachen 
Wurzel  nicht  erreicht,  genügt  die  Gleichheit  der  abs.  Invarianten:  0.  BoUa, 
Math.  Ann.  30  (1887),  p.  546,  ausftthrlicher  in  Amer.  J.  10  (1887),  p.  47. 
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einstimmender^  in  x^^  x^  linearer  bezw.  quadratischer  KoTariantai 
existiert;  die  Typik  wird  dann  ermogliclit.  P.  Grram^  knüpft  an 
Aronhold  an.  Um  bei  der  Herleitung  der  Gleichheit  der  absohiteDi 
Invarianten  die  Differentialgleichungen  zu  vermeiden,  werden,  in  An- 
lehnung an  Gauss  ^'^y  die  Resultanten  aus  den  Transformationsrela- 
tionen  für  ein  Paar  Fp^  Gp,  dann  ftlr  ein  zweites  Fp,  Hp  au^esteUt^ 
und  die  Koeffizienten  von  F  eliminiert.  Jede  Eomitante  von  jP  wird 
aus  Polarenbildungen  bezüglich  der  6  (Nr.  13)  ganz-rational  komponiert; 
hieraus  fliesst  als  Aquivalenzkriterium  ausser  der  Gleichheit  der  ab- 
soluten Invarianten  das  identische  Verschwinden  derselben  Kovarianten. 
Wann  aber  reicht  das  erstere  hin?  Indem  E.  B.  Gkristoffd  ^  äUe  zu 
einer  gegebenen  Form  F  äquivalenten  sucht,  ,,normiert^  er  den  Ghmg 
der  Elimination  der  tf;  die  Anzahl  der  in  den  Schlussgleichungen 
verbleibenden  6  wird  von  der  Folge  der  Eliminationen  unabhängig. 
Der  Maximalwert  dieser  Anzahl  ist  n';  die  Äquivalenz  von  Fp^  0, 
hängt  dann  nur  von  der  Übereinstimmung  der  n'  absoluten  Invarianten 
ab.  Die  ausgeschlossenen  Fälle  gehören  ausgearteten^')  Grundformen 
an,  deren  allgemeine  invariantentheoretische  Beherrschung  noch  offen 
steht  (Nr.  6, 11, 16). 

5,   Automorphe  Formen.    Invarianten  endlioher  Gruppen.    Bei 

der  Frage  nach  den  algebraischen  Integralen  der  hypergeometrischen 
Differentialgleichung  2)2(0:, y)  =  0  (HB  4c)  stiess  H.  A.  Schwärs^) 
auf  automorphe  Gleichungen  /*„  =  0.  Der  Quotient  17  zweier  Parti- 
kularlösungen y^,  y^  genügt  einer  Differentialgleichung  3.  Ordnung: 
die  positive  ^^-Halbebene^^  bildet  sich  konform  ab  auf  ein  Ereisbogen- 
dreieck  A  auf  der  Kugel,  das  durch  ^^symmetrische  Wiederholung" 
über  die  Seiten  hinaus  ,,fortsetzbar^^  ist.  Die  Anzahl  der  A  ist 
endlich,  wenn  i?  algebraisch  von  x  abhängt,  und  umgekehrt. 

Es  giebt  fiir  die  Typen  von  A  eine  begrenzte  Anzahl;  die  zu- 


86)  Math.  Ann.  7  (1874),  p.  230.    Vgl.  Gundelfinger  bei  „Sabnon-Piedle«^' 
(1877),  p.  462 ;  „Study"  p.  104. 

87)  Disquis.  arithm.,  Abschn.  6. 

88)  Math.  Ann.  19  (1881),  p.  280,  vgl.  Study  1.  c. 

89)  Für  solche  Formen  yerschwinden  alle  Invarianten.    Welche  Rolle 
„Nullformen"  für  die  ganze  Theorie  spielen,  zeigt  Hubert,  Math.  Ann.  42  (189^^ 
p.  313  [Nr.  6,  Schluss]. 

90)  Zürich.  Naturf.  G.  1871,  p.  74;  J.  f.  Math.  76   (1873),  p.  292  = 
Abh.    p.  172,  211    (dort    frühere   Cit.  in   Abschn.  6).     Vgl.   für  die  ganze 
L.  Schlesinger,  Lineare  Differentialgleichungen,  Leipzig  1896/97;    femer  IB3 
wo  die  Frage  nach  den  Normalgleichungen  massgebend  ist. 
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gehörigen  automorphen  fn^^)  werden  nebst  der  jeweils  herrschenden 
Syzygie  entwickelt. 

F,  Klein  ^  gelangt  direkt  zu  allen  automorphen  fn,  oder,  was  auf 
dasselbe  hinauskommt,  zu  allen  endlichen  Gruppen  binärer  8y  und 
f£Lhrt  die  formentheoretischen  Gesichtspunkte  ein. 

Die  8  einer  (komplexen)  Variabeln  x  werden  vermöge  ihrer 
Deutung  auf  der  ,,Riemann'schen  Eugel^^^')  (ÜB  1)  den  nichteukli- 
dischen ^^ewegungen^'^)  des  Raumes  (mit  der  Kugel  ab  Fundamental- 
flache) (m  AI)  eindeutig  zugeordnet,  deren  endliche  Gruppen  O  der 
Anschauung  zuzüglich  sind;  bei  den  endlichen  Ghiippen  bleibt  ein 
Punkt  des  KugeUnnem  fest  (s.  die  Verallg.  Anm.  115),  den  man  in 
den  Mittelpunkt  der  Kugel  werfen  kann.  Ezclusive  zwei  triviale 
Falle,  sind  es  die  G^^y  G^^y  G^  der  Drehungen,  die  die  regulären 
Körper  (Tetraeder,  Oktaeder  resp.  Würfel,  Ikosaeder  resp.  Dodekaeder) 
mit  sich  zur  Deckung  bringen. 

Wendet  man  die  S,  etwa  der  G^j  auf  zwei  Werte  Xj  x'  an,  so 
entstehen  je  60  Werte  als  Wurzeln  zweier  Gleichungen  3r(jQ=0, 3r6o=0; 
in  der  Schar  n  -\-  Icn  befinden  sich  gerade  drei  volle  Potenzen  von 
Formen  /is»  ä,q,  ^[wo  h  =  (f,f\,  ^  =  (/?Ä)i]^  ^6  nebst  einer  In- 
variante i  das  „volle  System"  (Nr.  6)  von  G^  bilden.  Zwischen 
/",  Ä,  t  besteht  eine  Syzygie. 

Die  drei  Formen  f,  sc.  /i,  /i,  fn  sind  durch  (f,  f)^^0  nebst 
Angabe  ihrer  bez.  Ordnung  charakterisiert^^).   Die  „Ikosaedei^leichung'^ 

91)  Insbes.  tritt  1.  c.  p.  380  die  „Ikosaederform'^  in  der  kanon.  Gestalt 
«(1  —  11«*—«*®)  auf. 

92)  Erlang.  Ber.  1874  Juli  (unabh.  v.  Schw.)^  Dez.  Die  Syzygie  erscheint 
als  ein  bekannter  Satz  über  Funktionaldet.  Ib.  1875  (Juli)  die  Resolventen  der 
Ikosaedergl.  Die  zusammenfassende  Arbeit  in  Math.  Ann.  9  (1876),  p.  183.  Modi- 
fizierte Darst.  (ohne  die  nicht-euklidischen  Bewegungen)  bei  G.  Ftino,  Monatsh. 
f.  Math.  7  (1896),  p.  297.  Erweiterungen  auf  höhere  Räume  bei  0.  Biertnann, 
Wien.  Ber.  95  (1887),  p.  523;  E.  Goursat,  Par.  C.  R.  106  (1888),  p.  1786.  Vgl. 
„Clebsch-Lindemann"  2*,  Abt.  3,  IX,  X. 

93)  Das  Doppelverhältniss  von  4  Eugelpunkten  studiert  L,  Wedekind,  Diss. 
Erlangen  1874;  Math.  Ann.  9  (1875),  p.  209.  Für  die  ganze  Auffassung  vgl. 
Klein,  Progr.  Erlangen  1872.  f^  (bes.  f^  mit  komplexen  EoefPl  werden  syste- 
matisch zuerst  Ton  E.  Beltrami,  Bol.  Mem.  10  (1870)  untersucht. 

94)  Vgl.  z.  B.  F.  Lindemann,  Math.  Ann.  7  (1874),  p.  56.  Für  gewöhnliche 
Massbestimmung  waren  die  bez.  Gruppen  von  C.  Jordan  bestimmt,  Ann,  di 
mat.  (2)  2  (1868),  p.  168,  320.  Vgl.  Ä,  Schoenflies,  Math.  Ann.  28  (1887),  p.819; 
29  (1887),  p.  50;  34  (1889),  p.  172. 

95)  L,  Wedekind,  Habilitationsschrift,  Karlsruhe  1876;  Brioschi,  Ann.  di 
mat  (2)  8  (1877),  p.  24;  G.  HaJphen,  Par.  Sav.  fit.  (2)  28  (1880/83).  Vgl.  „Gordan"  2, 
§  19.  Die  f^  mit  (n  —  l)-fachem  Linearfaktor  sind  uneigentliche  Lösungen. 
[Die  Beziehung  (f,  f)^ElO  schon  bei  Klein  1.  c]    Hubert  untersucht  allgemeiner 

Encyklop.  d.  math.  WiBienich.  I.  22 
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f^=zO  ist  eine  Resolvente  der  allgemeinen  Gleichung  5.  Ordnung, 
und  bildet  den  Kern  von  deren  j^uflösungstheorie"**). 

Ein  anderer  Weg  zu  diesen  Formen  ist  folgender.  Das  allgemeine 
Integral  y  einer  linearen  Differentialgleichimg  Dn(ß^9  Sf)  "==*  0,  mit  ratio- 
nalen Koeffizienten,  ist  eine  Linearform  von  n  partikularen  Vtfthf  "9» 
(11  B  4).  Umkreist  x  eine  „singulare"  Stelle  von  D»  «=  0,  so  erleiden 
die  ffi  nach  L,  Ftichs^)  eine  S  mit  konstanten  Koeffizienten.  Der 
Inbegriff  der  S  bildet  die  „Gruppe"  G  von  D«  »»  0;  die  Endlichkeit 
von  G  ist  das  Ejiterium,  dass  D«  =:  0  lauter  algebraische  Integrale 
besitzt.  Das  Kriterium  sei  für  eine  D,  »»  0  erfüllt^  so  existieren,  wie 
L,  Ftid^^  nachweist,  gegenüber  G  automorphe  Formen  von  jfujhf 
als  Wurzeln  aus  rationalen  Funktionen  von  X]  diese  ^yPrimform^^ 
decken  sich  mit  den  obigen  x  -^  kie'.  Für  die  Primformen  nie- 
derster Ordnung  n  verschwinden  alle  Kovarianten^  von  einer  Ord- 
nung <Cn]  n  ist  daher  nur  einer  endlichen  Anzahl  von  Werten  fähig  ^)^ 
nämlich  w  =  2,  4,  6,  8, 10, 12. 

Klein  ^^^)  stellt  alle  derartigen  Typen  von  Dg  «»  0  auf^  ausgehend 
von  den  (5)  möglichen  Integralgleichungen  für  s  >b=  y^^/y^ ;  die  bes. 
Differentialgleichungen  3.  Ordnung  für  s  entstehen  durch  beliebige 
rationale  Substitution  aus  den  von  Schwarz  (s.  oben)  erhaltenen. 


Math.  Ann.  80  (1887),  p.  661  Büschel  <p^+X'^^,  für  die  (9>,  t),  =  0.  Bei  „Qordan" 2, 

§  18  resultieren  die  reg.  Körper,   wenn  von  einer  Reihe  von  qf^^  (»  «=.  l,  2, . . ). 

verlangt  wird,  dass  (9^^^ ,  qp2*0i  ^^  i  const.  (incl.  0)  ist.  Bei  BHoiM  der 
analoge  Fall  einer  /;,  wo  (/,  f)^  =  cf:  Chelini,  Coli.  M.  1881,  p.  218;  Par.  C. 
B.  96  (1888),   p.  1689. 

96)  Vgl.  die  zusammenfassende  Darst.  bei  F.  Klein,  Ikosaeder,  Leipzig  1884, 
sowie  Gwdan,  Math.  AniL  28,  p.  162;  29,  p.  818  (1887),  sowie  IBdf  und  Nr.Ut 
Anm.  219. 

97)  J.  f.  Math.  66  (1866),  p.  121 ;  68  (1868),  p.  864  [der  Grundgedanke  echote 
bei  Riemann].    S.  das  Handbuch  von  L.  Schlesinger. 

98)  Gott.  Nachr.  1876  (Aug.),  p.  668,  612;    J.  f.  Math.  81  (1876),  p.97.    J^^ 
Primformen  systematisch  ib.  86  (1878),  p.  1;   eine   Weiterentwickelung  des    ^'^ 
griffes  bei  C.  Jordan,  J.  f.  Math.  84  (1877),  p.  86;  L.  Schlesinger,  ib.  110  (18^^'' 
p.  180. 

99)  Die  Umkehrung  bei  Gordan,  Math.  Ann.  12  (1877),  p.  147. 

100)  1.  c.  (1876),  p.  126.    Einige  der  Fälle  können  nicht  eintreten: 
Math.  Ann.  11  (1876),  p.  118,  sodass  nur  die  der  regulären  Körper  n^sS,  4, 6, 
verbleiben. 

101)  Erlang.    Ber.   1876;    Math.  Ann.  11  (1876),   p.  116;    12  (1877),  p.  1( 
Jordan'%  Typen  (Par.  C.  R.  82,  p.  605;  88,  p.  1088  (1876),  waren  unvollständi,^ 
s.  Klein,  Math.  Ann.  11  (1876),  p.  118.    In  der  /Sc^t^arxr'schen  Gleichung  ersel 
Klein  x  durch  eine  rat.  Funktion  R{x).    Umgekehrt  wird  JB(x)  bei  gegeben^ 
Differentialgl.  für  ri  bestimmt.    Weiteres  s.  „Inv.-Ber."  p.  127. 
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Mit  Hermite's  associierter  Darstellang  (Nr.  7)  hat  F,  Brioschi  ^®*) 
die  YoUen  Systeme  der  Primformen  hergeleitet. 

Rein  algebraisch  hat  die  automorphen  fn  Crordan^  untersucht. 

Ist  S  auf  die  Gestalt  ^-^rj  =  ^^'^  ~^T  g®^^**^^*?  ^^  resultiert  S* 

fBr  nq)  statt  9;  soll  S  einer  endlichen  Gruppe  angehören^  muss  nq) 
ein  Multiplum  von  n  sein  und  umgekehrt.  Auf  Grund  einer  ein- 
fachen Relation  zwischen  den  9  der  Substitutionen  S,  T,  ST,  8~~^T 
wird  die  Aufgabe  dahin  reduziert,  die  Gleichung  1  -f-  cos  q)^  -f~  <^os  q)^ 
+  cos9>3  =  0  durch  rationale  Winkel  q>i,q>iy  9)3  zu  befriedigen.  Die 
5  resultierenden  Gruppen  von  8  werden  auf  eine  kanonische  Gestalt 
gebracht. 

Die  endlichen  Gruppen  G  von  S(y^,y2y . .  .y«)  hat  C.Jordcm^^)  sub- 
stitutionentheoretisch erforscht  und  die  Methode  auf  n  =  3  angewandt. 
Unter  den  S  sind  s,  die  die  y,-  nur  um  multiplikative  Einheitswurzeln 
andern.  Die  mit  einer  s  vertauschbaren  Untergruppen  ö'  von  G  wer- 
den yydurch  G  transformiert^'  (LA  6,  Nr.  3,  16);  zwischen  den  Ord- 
nungen der  G'  und  von  G  besteht  eine  diophantische  Gleichung. 
Deren  umständliche  und  undurchsichtige  Diskussion  ftihrt  für  n  =  3 
zu  11  Typen,  von  denen  aber  nur  einer  wesentlich  über  den  Fall 
n  =  2  hinausgeht:  d.  i.  die  „JTesse'sche"  G^^^,^^^)  die  die  Figur  der  4 
Wendedreiseite  einer  C,  (lU  G  3)  invariant  lasst. 

Rechenfehler  liessen  Jordan  dabei  2  neue  temäre  G  übersehen. 
Einmal  eine  (r^ßg,  ^^)  die  Klein  von  der  Transformation  7.  Ordnung  der 
elliptischen  Funktionen  her  entdeckte  (11  B  6  a).  Durch  eine  isomorphe 
(I  A*  6,  Nr.  14)  temäre  G^^  geht  die  C^  ^  x^^x^  -(-  x^x^  +  x^^x^  =  0 

102)  Math.  Ann.  11  (1876),  p.  401. 

103)  Math.  Ann.  12  (1877),  p.  23.  Die  Fuc^'sche  Eigenschaft  der  Prim- 
formen niederster  Ordnung  benutzt  Gordan  zu  deren  unabhängiger  Aufstellung. 

104)  Par.  C.  R.  84  (1877),  p.  1446;  J.  f.  Math.  84  (1877),  p.  86;  Preisschrift 
Nap.  Atti  8  (1888). 

105)  Das  volle  System  bei  H.  Maschke,  Math.  Ann.  33  (1889),  p.  824.  Die 
▼ier  fnnd.  Iny.  der  Gruppe  berechnet  Ä.  Boulanger,  Par.  C.  B.  122  (1896),  p.  178 
auf  Grund  eines  allgem.  Satzes  yon  P.  PainUvi  über  tem.  endliche  Gruppen, 
ib.  104,  p.  1829;  106,  p.  68  (1887).  —  Die  „monomiale**  tem&re  Gruppe,  die  ein 
Dreieck  inyariant  lässt,  studiert  MMchke,  Amer.  J.  17  (1895),  p.  168.  Eine 
wichtige  „uneigentliche**  quat.  Gruppe  ist  die  der  „Ziummer'schen  Konfiguration** 
(in  C  6),  Tgl.  E,  Study,  Leipz.  Ber.  1892,  p.  122 ;  die  Untersuchung  ist  typisch 
wegen  der  Methode  der  „Beihenentwickelungen**  (Nr.  17)  und  der  „Apolarität** 
(Nr.  24). 

106)  Math.  Ann.  14  (1879),  p.  428  bes.  438;  ib.  17  (1881)  (mit  Berücksich- 
tigung der  u).  Ausführlich  in  Klein-Frick^B  „Modulfunktionen**,  Leipzig  1890, 
1,  Abschn.  3,  Kap.  6.  Die  Klein-Biemann' sehe  Fläche  [U  B  2,  III  A  4,  m  C  2] 
von  /'s»  0  genauer  bei  W.  Haskell,  Am.  J.  13  (1890),  p.  1. 

22* 
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in  sich  über.  Das  yolle  System  der  C^  (oder  auch  der  Ghuppe)  be- 
steht aus  C^  und  3  durch  eine  Syzygie  verknüpften  KoYarianten.  Die 
y^Galois'sche  Besolvente^'  (I  B  3  c,  d,  Nr.  10,  23)  besitzt  eine  Besolvente 
7.  und  8.  Ordnung,  und  umgekehrt  hat  Crordan  jede"")  /i  =  0  mit 
einer  G^^  explicite  darauf  zurückgebracht  (11 B  6  a).  Sodann  hat 
6r.  Välmtiner  bei  Vereinfachung  und  Revision  der  Jordanischen  Unter- 
suchung eine  neue  temäre  Gr^so^^)  aufgefunden.  A.  Wiman^ 
hat  deren  Natur  erforscht;  sie  ist  einfach  und  holoedrisch  isomorph 
mit  der  G^^  der  geraden  Yertauschungen  von  6  Dingen.  IL  Fricke  ^^ 
hat  einen  funktionentheoretischen  Zugang  zu  der  Gruppe  eroffiiei.  — 

Einzelne  endliche  quatemäre  Gruppen  fand  KUini  bei  der  i^uf- 
lösung^'  (I  B  3  f )  der  allgemeinen  /$  =^  0  resp.  /*7  =  0  mit  liniengeome- 
trischen Hülfsmitteln  eine  G^x  resp.  Cri^,;^^*)  liniengeometrisch  eine 
G^«2.6!/^*)  eine  Erweiterung*^  der  Gei;  endlich,  von  den  ^acobi'sehen 
Punktionen  3.  Ordnung*'  aus  (ÜB  6a)  eine  Öjösw,"*)  die  nach 
Ä  Maschke^^*)  in  einer  (tj^sq^o  enthalten  ist.    JKTein*^**)   leitet  aus 

107)  Math.  Ann.  17  (1880),  p.  217,  859;  19  (1882),  p.  629;  20  (1882),  p.487, 
516;  25  (1885),  p.  469.  Die  Koeffizienten  der  beiden  Gleich.  7.  Ord.  bilden  ein 
volles  System  von  „Affektfunktionen**  [I  B  3  b,  Nr.  15, 28].  Ober  den  Zusammen- 
hang mit  den  28  Doppeltangenten  der  C^  s.  M,  Noäher,  Math.  Ann.  16  (1879),  p.  89. 

108)  Kjöb.  Skrift.  (6)  6  (1889),  p.  64.  Die  Methode  beruht  auf  Wieder- 
holung von  8  (vgl.  Sylvester,  Par.  G.  B.  94  (1882),  p.  66  (Anm.  71) ;  B.  LipsdwU, 
Acta  math.  10  (1887),  p.  187;    W.  Bermbach,  Diss.  Bonn  1887). 

109)  Math.  Ann.  47  (1896),  p.  681.  Die  Gruppe  ist  weiter  verfolgt  von 
F.  Gerbaldi,  Pal.  Rend.  12  (1898),  p.  23;  Zürich.  Kongr.-Verh.  1898,  p.  242; 
Math.  Ann.  60  (1898),  p.  478;  L.  Lachtin,  Math.  Ann.  51  (1898),  p.  468.  Auch 
die  Gqo  und  G^^^  des  Textes  sind  einfache  Gruppen,  vgl.  I  A  6,  Nr.  22. 

110)  Gott.  Nachr.  1896,  p.  199;  Deutsche  Math.-Ver.  6>  (1896),  p.  66. 

111)  Math.  Ann.  28  (1887),  p.  499 ;  vgl.  F.  N.  Cole,  Am.  J.  8  (1886),  p.  266.  Die 
6ri7,  liniengeom.  bei  Maschke,  Math.  Ann.  36  (1890),  p.  190,  eine  Untergruppe 

G^j.jgg  formentheor.  bei  dems.,  Chic.  Congr.  P.  1896  (1898),  p.  176. 

112)  Math.  Ann.  4  (1871),  p.  346.  Das  volle  System  bei  Maschke,  Math. 
Ann.  30  (1887),  p.  496.  Eine  Untergruppe  ist  die  der  ,^Borchardf  Bchea  Moduln*^ 
[II  ß  4  b],  vgl.  W.  Beichardt,  Math.  Ann.  28  (1887),  p.  84;  das  volle  System  bei 
Maschke  1.  c. 

113)  Math.  Ann.  29  (1887),  p.  167;  vgl.  Beichardt  1.  c.  Die  Gr.  ist  isomorph 
mit  der  der  Dreiteilung  der  hyperell.  Funktionen  1.  Ordnung  [II  B  4  b]  imd  mit 
der  Gr.  der  Gleichung  27.  Ordnung,  von  der  die  27  Geraden  einer  F,  abhängen ; 
C.  Jordan,  Trait^  des  substitutions ,  Paris  1871.  Wegen  des  Zusammenhangs 
beider  Probleme  s.  Klein,  J.  de  math.  (4)  4  (1888),  p.  169,  ausgeführt  von 
H.  Burkhardt,  Gott.  Nachr.  1892,  p.  1;  Math.  Ann.  41  (1892),  p.  818  (11  B  4  b, 

mc6). 

114)  Maschke  stellt  für  beide  Gruppen  das  volle  System  auf,  Math.  Ann.  33 
(1889),  p.  317. 

114^)  Leipz.  Abh.  1885,  Nr.  4,  sowie  anschl.  Arbeiten  in  den  Math.  Ann. 
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der  Theorie  der  elliptischen  Normalkurven  endliche  Gruppen  in  ^--5 — 

und     "L      Variabein  her  (j>  Primzahl). 

Nach  Fuchs^^^),  Ä,  Loewy^^^)  und  RK Moore  ^^^)  gehört  zu  jeder 
endlichen  Gruppe  von  S  eine  ,^ermite'sche^  F^  (mit  konjugierten 
Koeffizienten  und  Yariabeln). 

Maschke  ^^••)  und  Moore  ^^^^)  haben  endliche  Gruppen  arithmetisch 
charakterisiert. 

Automorphe  Fn  mit  willkürlichen  Parametern  hat  S,  Maurer  ^^'') 
im  Anschluss  an  Äronhold  (Nr.  18)  untersucht,  indem  er  Lie^Q  Be- 
handlung ^^vollständiger  Systeme^^  (11  A  6)  zu  den  Elementarteilem  in 
Beziehung  setzt.    Fn  hat  gewissen  unabhängigen  Differentialgleichungen 

^^  cxfi  ö —  Xf^  =  0  zu  genügen,  wo  die  c  ausgezeichnete  Zahlensysteme 

'TJ* 

sind.  Wegen  der  Untersuchungen  über  endliche  resp.  endliche  kon- 
tinuierliche Gruppen  höherer  eindeutiger  Transformationen,  sowie  über 
automorphe  Kurven  und  Flächen  s.  III  G  2,  5,  9;  II  A  6. 

6.  EncUlohkeit.  Cayley  ^^®)  formuliert  (Nr.  9)  das  von  ihm  bis 
tt  SB  4  incl.  ^**)  erledigte  Problem  allgemein,  die  (ganz-rationalen)  Komi- 
tanten c  einer  fn  durch  eine  endliche  Anzahl  von  „Grundformen"*) 
g  unter  ihnen  ganz-rational  darzustellen. 

Eigenschaften  des  Gewichtes  (Nr.  18,  23)  von  c  führen  ihn  zu 
einem  Systeme  linearer  diophantischer  Gleichungen;  unter  der  irrtüm- 
lichen Annahme  von  deren  Unabhängigkeit  (Nr.  8,  9)  erschliesst  er 
die  Unlösbarkeit  des  Problems. 

Gordan  ^^)  beweist  auf  einem  beschwerlichen  kombinatorischen 


115)  Fuchs,  Berl.  Ber.  1896,  p.  758;  Par.  C.  R.  113  (1896),  p.  289;  Loewy, 
ib.  p.  168;  Nova  Acta  Leop.  71  (1898),  p.  879.  Wegen  des  einfachen  Beweises 
von  Moore  vgl.  Klein,  Deutsche  Math.-Ver.5*  (1896),  p.  67  [der  Fall  n^2  schon 
bei  Klein  s.  oben  bei  Anjn.  94].  Wegen  der  Datierung  s.  Moore,  Math.  Ann.  50 
(1898),  p.  214. 

116  •)  Math.  Ann.  60  (1898),  p.  220, 492 ;  61  (1898),  p.  263  (n  =  3,  4).  ^)  Math. 
Ann.  50  (1898),  p.  213. 

117)  Münch.  Ber.  1888,  p.  103;  auf  rationale  Transformationen  ausgedehnt 
J.  f.  Math.  107  (1890),  p.  89  [Nr.  2]. 

118)  n.  und  IX.  Mem.,  sowie  wegen  des  fehlerhaften  Schlusses  VIII.  Mem. 
und  Nr.  9  Anm.  184. 

119)  Wegen  der  Formensysteme  selbst  vgl.  etwa  „Clebsch-Lindemann"  1\ 
p.  210,  228,  sowie  Nr.  8,  Anm.  169. 

120)  J.  f.  Math.  69  (1868),  p.  343.  Nach  Kronecker  bilden  die  c  einen 
jjntegritatsbereich",  „Festschrift"  p.  14. 
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W^e,  dass  einer  /*«  im  obigen  Sinne  ein  ^yvolles  System"**^)  von  g 
zukommt;  dies  „Endlichkeitsproblem^  zugleich  für  höhere  Formeo, 
ist  ein  Eempunkt  der  Theorie  geworden.  Jedes  symbolisdie  Produkt 
(Nr.  12)  vom  Grade  tn  ist  eine  (numerisch)  ganze  lineare  Kombination 
von  Formen,  die  mittels  Überschiebung  (Nr.  14)  von  Formen  ^^i 
mit  f  gebildet  sind.  Greift  man  von  diesen,  f&r  m=^l,2,S, , . .  ge- 
bildeten Überschiebungen  die  linear  unabhängigen  „2^  heraus,  durch 
die  jede  weitere  Form  eindeutig  darstellbar  ist,  so  hat  man  ein  volles 
System  der  T  nachzuweisen.  Ein  solches  existiere  für  eine  Urform 
fn—if  80  entspricht  jeder  Eomitante  von  f%-.i  eine  solche  von  /*=/«; 
indem  man  diese,  aus  fn-^i  „herübergenommenen^  Formen  genügend 
oft  über  die  {fyf)k  überschiebt,  entstehen  die  übrigen  Eomitante 
von  fnj  die  nach  dem  Werte  von  Tc  in  Elassen  zerfallen.  Für  jede 
Klasse  wird  die  Endlichkeit  bewiesen. 

Der  Beweis  liefert  aber  zugleich  die  Mittel,  die  vollen  Systeme  zu 
bilden,  oder  wenigstens  zu  begrenzen.  Für  eine  f^  und  /^  gelingt  die 
Reduktion  auf  ein  „kleinstes^^  System  von  23  resp.  26  Grundformen  g 
(Nr.  9). 

Qarda/n  giebt  die  Ausdehnung  auf  mehrere  /*,  ^  insbesondere  im 
Fall  der  Eombinanten  ^")  (Nr.  24);  auf  eine  Cj,^,  und  auf  zwei 
Cg.^  Besitzen  zwei  Formenreihen  je  ein  volles  System,  so  auch 
das  „kombinierte"^,  das  durch  Überschiebung  der  Formen  und 
Formenprodukte  beider  Systeme  entsteht.  Im  ,yProgramm''^  ersetzt 
Gordcm  die  Überschiebungen  durch  die  allgemeineren  „Faltungen"^ 
(Nr.  14),  er  führt  die  unsymbolischen  „Reihenentwickelungen"  (Nr.  17) 
ein,  aus  deren  Vergleichung  Relationen  zwischen  symbolischen  Pro- 
dukten fliessen. 

Der  Beweis  für  Urformen  f  stützt  sich  jetzt  auf  den  „Hülfs- 
satz^'^^),  dass  die  positiven,  ganzzahligen  Lösungen  eines  gewissen 

121)  Math.  Ann.  2  (1870),  p.  227 ;  ib.  6  (1872),  p.  696. 

122)  Math.  Ann.  5  (1872),  p.  95. 

123)  Math.  Ann.  1  (1869),  p.  90. 

124)  Bei  „Clebsch-Lindemann*'  1\  p.  291,  ausgeführt  in  Math.  Ann.  19 
(1882),  p.  629  (Anm.  146). 

125)  Math.  Ann.  6  (1872),  p.  695;  „Programm"  (s.  Anm.  9)  bes.  p.  60. 
Weitere  Anwendungen  auf  höhere  Formen  bei  F.  Mertens,  Wien.  Ber.  96  (1887), 
p.  942;  97  (1888),  p.  437,  619;  98  (1889),  p.  691;  99  (1890),  p.  867;  Monatsh.  f. 
Math.  1  (1890),  p.  18,  sowie  bei  J.  Kleiber,  Zeitschr.  Math.  Phys.  37  (1892),  p.  79. 

126)  S.  die  Monographien. 

127)  Vgl.  auch  die  HülfsbegrifPe  „Stufe,  Rang,  Dimension^*,  ,^rogramm*^ 
p.  3—6. 

128)  Die  Bezeichnung  des  Textes  ist  der  Kürze  halber  eingeführt.  Wegex^ 
des  Beweises  s.  „Gordan^*  1  §  16  und  J.  Petersen  Nr.  12,  Anm.  243. 
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Systems  linearer  diophantischer  Gleichungen  aus  einer  endlichen  An- 
zahl von  ihnen  linear  komponiert  werden.  Die  für  eine  f^  und  f^ 
angegebenen  vollen  Systeme  hat  A,  v,  GaU  ^*^)  reduziert. 

Der  Beweis  bei  „Gordan"  ^^)  wird  durch  neue  Begriffe  verein- 
facht. Ein  „relativ  vollständiges"  System  geht  durch  Faltung  in  sich 
über  mod.  (afc)*,  d.  h.  bis  auf  Glieder,  die  mit  (afc)*  (Nr.  12)  multi- 
pliziert sind.  Ein  „Reduzent"  ist  ein  symbolisches  Produkt,  dessen 
Reduzierbarkeit  auf  Bildungen  niedrigeren  Charakters  abgelesen  werden 
kann.  Da  sich  eine  Eomitante  c  von  f^^fn  so  schreiben  lässt,  dass 
die   höchste   Potenz   von   (ab)   eine   gerade   ist,   so   ordne   man  alle 

Formen   von  f  in  g -^  1  (g  =  ^  resp.  ^^-^)   Klassen   A^^f,  A^, 

A^y , . .  Ag  ein,  so,  dass  Aj,  mod.  (a6)^*+^  relativ  vollständig  ist. 

Man  konstruiere  mittels  der  (/*,  fjik-^-t  endliche  Systeme  JB^,, 
B^j...Bg^xy  sodass  Bk  relativ  vollständig  mod.  (a6)^*+*  ist,  und 
Ajc^i  durch  Überschiebung  von  A^  mit  Bk  entsteht.  So  ergiebt  sich 
successive  die  Endlichkeit  von  A^,  A^, . , .  Agy  wo  Ag  alle  Eomitanten 
von  f  umfasst  ^*^). 

Der  Beweis  ist  vermöge  der  „Reihenentwickelung"  (Nr.  17)  auf 
Urformen  mit  kongredienten  Variabeinreihen  übertragbar. 

G.  Peano^^)  beweist  durch  vollständige  Induktion,  auf  Grund 
der  Reihenentwickelung  nach  Polaren  (Nr.  14),  die  Endlichkeit  für 
Urformen  f,  g, , . .  von  m  Reihen  von  Variabein  x^,  x^]  y^,  y^'^  etc., 
die  unabhängigen  S  unterworfen  werden.  Insbesondere  gilt  der  Satz 
von  den  „Korrespondenzen" ^••)  ({x^yX^r^  yi,ya). 

Gordan  ^^)  führt  den  Beweis  auf  Grund  des  „erweiterten"  Formen- 
systems, das  man  erhält,  etwa  im  Falle  einer  /*»,  wenn  man  das  volle 


129)  Math.  Ann.  17  (1880),  p.  31,  139,  456;  31  (1888),  p.  318. 

130)  „Gordan"  2,  §  20,  21.  Eine  Ausdehnung  des  Beweises  auf  höhere 
Formen  (C^,  F^,  .  .  .)  scheitert  daran,  dass  die  symbolischen  Ausdrücke  der 
Eomitanten  unübersehbar  werden.  Vgl.  Study,  Leipz.  Ber.  1890,  p.  172.  E.  Wadach 
hat  mit  Erfolg  GVoMmann'sche  Symbole  (Math.  Ann.  7  [1874],  p.  538)  [Nr.  12] 
eingefahrt:  Math.  Ann.  37  (1890),  p.  141. 

131)  Excl.  n  =  4  besteht Ay^  stets  aus  den  3  Formen  fy(f,f)^,  {fi(f,  f\}' 
Für  (f,  f)^^iO^  i.  e.  für  die  Formen  der  regulären  Körper  (Nr.  5)  stellt  Aj,  nebst 
noch  einer  Invariante,  das  volle  System  von  f  dar.  So  ist  für  n  ==  6  A^  =  /, 
^0  =  (/;/%,  A-fAf.f)t,  {A(f,f\].  wahrend  5j  aus  (/;  ^  =  9,  -  9^ 
und  (99')'  besteht.  Die  Oberschiebungen  von  A^  über  Bi  liefern  das  volle 
System  der  f^. 

132)  Tor.  Atti  17  (1881),  p.  73. 

133)  Gi.  di  mat.  20  (1882),  p.  79. 

134)  Erlang.  Ber.  1887,  p.  389;  Math.  Ann.  33  (1888),  p.  372.  Für  Reihen 
von  f^  bereits  bei  Study,  Erl.  Ber.  1887,  p.  385. 
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System  einer  beliebigen  Anzahl  von  Formen  f^  als  Überschiebungen 
bildet;  und  die  Indices  iy  k, . . ,  weglässt. 

Peano^^)  zeigt  die  Endlichkeit  der  „Typen^  einer  beliebigen 
Anzahl  von  f^ ;  die  Formen  eines  Typus  erwachsen  aus  einander  ver- 
möge des  ulronAo!(f  sehen  Prozesses.  Der  Beweis  beruht  auf  dem  ^nt- 
wickelungssatze^'  von  A,  CapeUi  (Nr.  17). 

F,  Mertens  ^)  beweist  die  Endlichkeit  fOr  eine  Reihe  von  Urformen 
ifny  9p}  ^} ' ' ')  ^^  unsymbolischem  Wege.  Linearformen  kommt  ein 
volles  System  zu;  ist  also  der  Satz  richtig  f&r  die  Urformen  (/*«»— i, 
gj,,  hr, . . .);  so  darf  man  sie  um  eine  Linearform  Z,  vermehren.  Von 
den  nunmehrigen  Eomitanten  besitzen  die  ^  die  in  den  Koeffizienten 
von  2^  und  fn^i  je  von  gleichem  Gh-ade  sind^  nach  Oordan^B  ^^ülfs- 
satz'^  (s.  oben)  ein  volles  System.  Für  Z^  nehme  man  successive  die 
Linearfaktoren  von  /«;  durch  symmetrische  Eombinierung  der  vollen 
Systeme  entsteht  das  der  Ur-Reihe  (fn,  ffp^K,  - » -)- —  Ähnlich  verfahrt 
D.  Hubert ^^'').     Sei    etwa   A  = /ZC^'^^  +  fty)    die    Urform,    und 

i 

dCißk  —  €Ckßi  =  6ik ,  dann  ist  eine  Invariante  %  von  f  ein  Aggregat  von 
Bildungen  o  =  IJ^*^^    (ß.*    positiv-ganz),    wo    e<i  +  •  •     --|-  et^i—i 

+  Ci,  i-\-i  +  •  •  •  +  ö.»  för  i  =  1,  2, . . .  n  den  nämlichen  Wert  hat. 
Nach  dem  ,,Hülfssatz''  ist  jede  brauchbare  Lösung  ea  von  der  Form 

eik=^  Prßik,  WO   die  p  wiederum   natürliche  Zahlen   sind.     Setzt 

man  dfk  f&r  Sik,  so  geht  cd  in  eine  (irrationale)  Livariante  (Or  über, 
die  einer  (rationalen)  Gleichung  von  der  Ordnung  n!  genügt,  o'**  ist 
darstellbar  (I  C  4)  als   lineare   Form   von  ©J,  coj, . . .  coj;*""^;  i  wird 

eine  symmetrische  Summe  ^  (o^^  o^ . . .  (o^ ,  und  damit  eine  ganze 
Funktion  einer  endlichen  Anzahl  analoger  Bildungen,  f&r  die  kein  pr 
>  n  I  ist 

HiTbert  ^^)  dehnt  den  Endlichkeitssatz  auf  Reihen  von  Urformen 


186)  Tor.  Atti  17  (1882),  p.  680.  Die  „Typen"  hat  Clehsch  fSr  /*,  und  /; 
eingeführt,  „Binäre  Formen**  §  68.  Die  Endlichkeit  der  Typen  der  orthog.  Gruppe 
von  3  Var.  zeigt  Bwrkhardt,  Math.  Ann.  43  (1893),  p.  204. 

136)  J.  f.  Math.  100  (1886),  p.  223;  Wien.  Ber.  98  (1889),  p.  1.  Wegen  der 
abzählenden  Beweise  von  C.  Jordan  und  Sylvester  s.  Nr.  9,  Anm.  191. 

137)  Math.  Ann.  33  (1888),  p.  223. 

138)  Math.  Ann.  36  (1890),  p.  473.  Vgl.  die  Darstellung  bei  H.  Wd)er  2, 
Abschn.  6;  die  arithmetischen  Beweise  bei  Gordan,  Math.  Ann.  42  (1893),  p.  132 
und  CapeUi,  Nap.  B.  (3)  2  (1896),  p.  198  (nebst  Erweiterung  auf  Potenzreihen 
ib.  p.  231),  sowie  die  symbolische  Fassung  bei  H.  S.  White,  Amer.  J.  14  (1892), 
p.  283.    Eine  Anwendung  auf  höhere  komplexe  Zahlen  giebt  Hubert,  Gott.  N. 
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mit  n  Variabeln  aus,  vermöge  ZurückfÜhrung  auf  einen  aUgemeineren 
Satz  über  unendliche  Formensysteme  ^*®)  [I  B  1  c,  Nr.  18]. 

Sei  ein  System  FJ  (iCj, . . .  a?,  |  a^^\  2^^ ,  JF^f , . . .  in  inf.  vorgelegt, 
wo  die  a  einem  RationaUtatsbereiche  i2  (I B  1  a,  Nr.  9;  I  B  1  c,  Nr.  2) 
angehören.  Es  soll  jedes  F  aus  einer  endlichen  Anzahl  unter  ihnen 
linear  komponiert  werden,  mittels  Faktoren,  die  Formen  der  x  sind. 
Ist  Fr  eine  bestimmt  ausgewählte  der  Formen  JP,  so  lässt  sich  (wie  beim 
Aufsuchen  des  grössten  gemeinsamen  Teilers  [I B  1  a^  Nr.  12]),  eine 
Hülfsform  JB  so  finden,  dass  in  F—BFr  Xn  herausfallt,  also  F=  BFr 

+  Ö'^^^^"^+Ö'^'^^""*H '{"9^''^  wird,  wo  die 5^  Formen  der  rc^,  Xg, . . . 

Xn^i  sind,  fQr  die  unser  Satz  richtig  sei.  Wendet  man  ihn  auf  die  Kolonne 
der  g^^^  "^)  an,  indem  F  alle  Systemformen  durchläuft;,  so  erscheint  F 
als  lineare  Kombination  von  Fr,  einer  endlichen  Anzahl  weiterer  F^'^ 
und  einer  Form,  die  bez.  Xn  von  einer  Ordnung  ^  r  —  2  ist.  So 
gelangt  man  nach  höchstens  r  Schritten  zur  Darstellung:  F-{-  A^^^F^^^ 

+  ^(«)jp(«)  -| -|-  ^(»»)i?Xm)^  ^o  die  F^^m  geeignete  Systemformen 

sind,  und  wo  die  Koeffizienten  der  A^^{xy^,  x^,  , , .  Xn)  R  angehören. 
Für  n  =  1  ist  aber  der  Satz  trivial  —  Behufs  Anwendung  auf  die 
Invarianten  liege  etwa  eine  temäre  Urform  C(x\a)  vor.  Die  In- 
varianten cT,  als  Formen  der  a,  lassen  sich  in  einer  Reihe,  wie  die 

m 

F^^,  anordnen,  sodass  jedes  J  die  Darstellung  J=^  ^Ä^^'^Jk  gewinnt. 

1 
Die  Ä(a)   sind   noch   durch   Invarianten   zu  ersetzen.     Seien  J  vom 

Grade  g  in  den  a,   J^^^  vom  Grade  gk',  die  Gewichte  i>,l>*.    Durch 

eine  S  mit  dem  Modul  A  gehe  C(x\a)  über  in  C'(a;'|a),  dann  folgt 

m 

(Nr.  2)   AV=^A'M'*'(o')/*'.     Nach  Gordon i")  und  Mertens^*^) 

1 

unterwerfe  man  beide  Seiten  der  Gleichung  ^-mal  dem  <$2-Prozess 
^j  i  I  ^^  ^^  ^TT      (^^'  ^^)f   ®^   ändert   sich  J  nur   um   einen 


—  I  ^«11  ^<h%  ^^8 

1896,  p.  179.  Aus  Hubert' 8  Satz  folgt  u.  a.,  dass  zu  jeder  endlichen  Gruppe 
von  S  ein  volles  System  von  Invar.  gehört  (Nr.  5).  Kronecker  hat  einen  ana- 
logen Satz,  Festschrift  p.  18,  aber  für  associierte  Systeme  (Nr.  7).  —  L.  Maurer 
beweist,  dass  die  charakt.  linearen  part.  Diff.gleichungen  (Nr.  5,  18)  der  J  um- 
gekehrt deren  „Endlichkeit"  involvieren:  Münch.  Ber.  29  (1899),  p.  147. 

189)  Der  Prozess  lässt  sich  auch  in  umgekehrter  Richtung  vornehmen,  wo- 
durch Nenner  vermieden  werden,  sodass  nur  ganze  ganzzahlige  Verbindungen  der 
Koeffizienten  eingehen.  In  diesem  Sinne  hat  Weber  für  die  f^  ein  volles  System 
aufgestellt,  Gott.  Nachr.  1893,  p.  108.    Cf.  „Weber**  1,  Abschn.  6. 

140)  Gordan  fOr  g  =  0  in  „Gordan**  2,  §  9;  Mertens  allg.  in  Wien.  Ber.  96 
(1887),  p.  942.  Ftlr  Urformen  F^  schon  bei  Clebsch,  J.  f.  Math.  59  (1861), 
p.  7  u.  f.  Derartige  Differentiationsprozesse  ausführlich  bei  W.  E.  Story,  Lond. 
M.  S.  Pr.  23  (1892),  p.  267 ;  Math.  Ann.  41  (1893),  p.  469. 


346  I  B  2.    lüTariaiitentheorie. 

positiy-ganzzahligen  Faktor,  während  jeder  Faktor  von  J^^^  eine  In- 
yariante  J'^^^  von  C  wird,  mithin  ist  (von  Zahlen&ktoren  abgesehen) 

m 

J=2J'^^^J^^\  wo   die  Grade    und   Gewichte   der  J'   unter   denen 

von  J  liegen.  Durch  analoge  Darstellung  der  J'  u.  s.  f.  gelangt 
man  nach  einer  endUchen  Anzahl  von  Schritten  zu  einem  vollen 
Systeme  von  Invarianten  eT"^^),  €7"^*^, . . .  eT"^").  ^**)  Der  Beweis  gilt  ebenso 
für  eine  Reihe  von  Urformen  JF(a;;y;...|a)  von  Variabeinreihen,  (a;), 
(y), . . .,  mögen  sie  denselben,  oder  auch  unabhängigen  S  unterliegen. 

Die  linken  Seiten  („Syzyganten'^)  der  in  den  a  identisch  erfüllten 
Belationen  („Syzygien  1.  Art"  [Nr.  8])  zwischen  den  J  sind  (nicht 
homogene)  Formen  der  Grundformen  eT"^^),  e^W, . . .  J^*);  auch  sie  besitzen 
demnach  ein  volles  System.  Zwischen  den  Syzygien  1.  Art  herrschen 
in  den  t/'W  identisch  erfüllte  Relationen  („Syzygien  2.  Arf')  u.  s.  f.  Allen 
diesen  „Syzyganten''  kommt  je  ein  volles  System  zu,  der  Prozess  der 
Syzygienbildung  bricht  aber  auch  nach  höchstens  m  Schritten  ab^^. 

Behufs  wirklicher  Aufstellung  voller  Systeme  beachte  man^**), 
dass  sich  aus  den  J  einer  Reihe  von  F  eine  endliche  Anzahl  6  alge- 
braisch unabhängiger  J^^\  J^^\ . . .  J^^>  so  aussondern  lässt,  dass  alle 
übrigen  ganze  algebraische  Funktionen  (I B  1  c,  Nr.  3)  der  6  Formen  J 
werden,  d.  i.  zugleich  mit  den  J  verschwinden.  Durch  die  J  vrird 
ein  „Körper"  (I  B  1  c,  Nr.  2;  I  C  4)  bestimmt,  dessen  „Basis^  t<^>, 
i<*>, . . .  »W  sich  nach  Kronecker  ^**)  auf  arithmetischem  Wege  finden 
lässt;  dann  aber  büden  die  J  mit  den  %  ein  volles  System. 

Für  eine  einzelne  /i,  kann  man  die  J  durch  Resultantenbildung 
erhalten,  und  dann  vermöge  des  -4rowÄöWschen  Prozesses  (Nr.  18)  auf 
eine  Reihe  von  f  übergehen. 

Aber  auch  fQr  F{x^yX^y , .  ,Xn\ci)  lassen  sich  die  J  durch  eine 
endliche  Anzahl  rationaler  Prozesse  gewinnen;  das  beruht  darauf,  dass 
eine  F(x\a)  mit  numerischen  a,  die  vermöge  einer  S  mit  dem 
Modul  A  in  F\x'\a')  übergehe,  dann  und  nur  dann  noch  eine 
J  (=j=  0)  besitzt,  wenn  A  eine  gavme  algebraische  Funktion  der  a    ist. 

141)  Hwrwitz  hat  mit  Erfolg  einen  Integrationsprozess  eingeführt,  Grött. 
Nachr.  1897,  p.  71  und  hat  damit  zuerst  die  Endlichkeit  der  orthogonalen  In- 
varianten einer  Reihe  von  Urformen  allgemein  nachgewiesen.  Wegen  der  syste- 
matischen Stellung  dieser  „Integralinvarianten"  vgl.  S.  Lie,  Leipz.  Ber.  49  (1897), 
p.  342,  367. 

142)  Ein  Beispiel  bei  A.  Schönflies,  Gott.  Nachr.  1891,  p.  339. 

143)  Math.  Ann.  42  (1893),  p.  313.  Einen  Selbstbericht  giebt  Hubert,  Chic. 
Congr.  P.  1896  (1893),  p.  116;  vgl.  femer  den  Bericht  von  H.  S.  Whüe,  N.  York 
B.  (2)  5  (1899),  p.  161. 

144)  J.  f.  Math.  92  (»  Festschrift)  1881,  §  6. 
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Daraufhin  lassen  sich  auch  nur  von  n  abhängige  obere  Grenzen  für 
Anzahl  und  Gewicht  der  Grundformen  auf  rationalem  Wege  ermitteln^**). 

7.  AsBOOiierte  Formen  nnd  typische  Daratellnng.  Hermite^^) 
hat  die  Eomitanten  einer  fn  durch  eine  endliche  Anzahl  unter  ihnen, 
die    ^associierten    Formen'^,    rational    ausgedrückt.      Führt    man    in 

/"C^)  =  /'n(a?i,  ÄJj)  die  Kovarianten  gi  =  yi  ^  +  yj  ^,  |,  =  a:iy8  — ^^ 
—  wo  die  y  mit  den  x  kogredient  sind  —  als  neue  Variable  ein, 
wodurch f-»(a:)/-(y)  übergeht  in  9>(l)  =  (l,0,g><«),  g>(^...9>^''))(li,|,)», 
80  bilden  die  g)^^\  g)^^\  . . .  g>^"^  nebst  f  nach  Sätzen  von  Boole  und 
Sylvester  (Nr.  2,  16)  ein  associiertes  System  von  f.  Ersetzt  man  im 
Leitgliede  (Nr.  23)  einer  Komitante  c  von  f  die  Koeffizienten  von  f{x) 
durch  die  von  q>{i),  und  macht  mit  f  homogen,  so  hat  man  c  durch 
f\md  die  q>^*'^  rational  dargestellt.  Als  Anwendung  erscheint  Cayley^s 
Syzygie  (Nr.  8)  zwischen  den  Formen  einer  f^,  die  wiederum  zu  einer 
,,typiscben^  (s.  unten)  Transformation  des  elliptischen  Integrals  erster 
Gattung  verwandt  wird. 

Hermüe  ^*^  setzt  auch  die  „Tschimhausentransformation"  von  f=0 

146)  Wegen  der  vielen  Einzeluntersuchungen  über  volle  Systeme  vgl.  „Inv.- 
Bericht"  HAG,  p.  150.  Nachträge:  Das  System  von  2  C7,  (Anm.  124)  leitet 
einfach  K.  BeuscMe  ab,  Zürich.  Eongr.-Yerh.  1898,  p.  123 ;  durch  Eliminationen 
ans  den  ji^u2er'schen  Formeln  [I B  1  a,  Nr.  27]  für  die  Diff.quotienten  von 
Formen  erhält  er  Eomitanten  incl.  ihrer  Syzygien.  —  Das  System  von  3/^ 
bei  V.  Gdll,  Math.  Ann.  45  (1894),  p.  207.  Die  Systeme  der  f^ ,  f^  übersichtlich 
bei  E.  McClintocJc,  N.  York.  B.  1  (1892),  p.  85.  Die  /j  mittels  einer  typischen 
Darstellung  [Nr.  7]  bei  J.  Hammond,  Lond.  M.  S.  P.  27  (1896),  p.  392;  vgl. 
Cktyley,  X.  Mem.  Das  System  von  3(7,  auch  bei  H,  F.  Baker,  Cambr.  Tr.  16* 
(1889),  p.  62  und,  nach  der  Methode  von  Mertena,  bei  E.  Fischer  und  K.  MutneUer, 
Monatsh.  f.  Math.  u.  Phys.  8  (1897),  p.  97.  —  Bes.  sei  noch  auf  eine  Arbeit  von 
Study,  Leipz.  Ber.  49  (1897),  p.  443  hingewiesen,  der  das  System  der  ganzen 
Invarianten  der  Gruppe  von  5,  die  eine  JP,  (D  «^  0)  in  ein  Vielfaches  von  F^ 
überführen  [Nr.  8,  Anm.  77] ,  in  den  Grundzügen  behandelt.  jS^.  präzisiert  hier  auch 
die  Stellung  derartiger  „spezieller"  Probleme  zur  allgemeinen  Theorie  von  Lie. 

146)  J.  f.  Math.  52  (1856),  p.  1;  das  Wort  „associiert"  p.  23.  Die  q>  sind 
die  ,^chwesterformen*S  vgl.  „Gordan"  2,  §  34,  s.  noch  Anm.  148, 149, 151.  Eine 
andere  Begründung  bei  B.  Igel,  „Über  die  associierten  Formen",  Wien  1889.  Aus- 
dehnungen auf  n  Variable  bei  Briosehi,  Ann.  dimat.  (1)  1  (1858),  p.  158;  H.  Grass- 
mann, Math.  Ann.  7  (1874),  p.  538,  wo  auch  der  Zusammenhang  mit  dem  Satze 
der  Nr.  15  hervortritt.  Für  n  «  3  ausführlicher  bei  W.  E.  Brunyate,  Quart.  J.  25 
(1891),  p.  155.  Die  Subst.  von  Hermüe  dient  bei  Briosehi  zur  Eanonisierung  des 
hyperelliptischen  Integrals  1.  Gattung,  Rom.  Line.  B.  (5),  4^  (1895),  p.  363.  S.  die 
historische  Darstellung  bei  M.  Noether^  Math.  Ann.  50  (1878),  p.  477.  —  Deruyts 
hat  die  vollen  und  associierten  Systeme  auf  seine  „primären  Eovarianten" 
übertragen  [Nr.  28]. 

147)  Par.  C.  R.  46  (1858),  p.  961;  vgl.  Cayley,  J.  f.  Math.  68  (1861),  p.  259 
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(I B  3  f)  in  invarianie  Gestalt  uni;  sodass  zugleich  der  invariante  Charakter 
der  transformierten  Gleichung  ^  =  0  —  die  überdies  von  möglichst 

wenigen  Parametern  abhängen  soll  —  hervortritt.     Ist  g>(g)  =    _^    , 

wo  f(a)  =  0,  so  schreibt  Hermite  die  a  zugeordnete  Wurzel  von  ^ 
symbolisch  g>(g) fit))  wo  g®,  6^  . . .  5"""*  durch  n  —  1  Para- 
meter t  zu  ersetzen  sind. 

Die  Koeffizienten  ^  werden  Polarenbildungen  von  Eovarianten 
von  /*;  der  zweite  ist  =  0,  der  dritte  die  ^^ezoutiante^  [I  B  3  a,  Nr.  8]. 
Die  neuen  Koeffizienten  werden  von  möglichst  geringem  Grade  in  den 
alten.  Clebsch^^)  führt  die  „Schwesterformen"  q>^^  zurück  auf  die 
^(*)=  {f^f)^  und  x^*)  =  (/;  ^(*)X;  er  zeigt  in  einfachen  Fällen,  Ä  Gundär 
finger  ^*^)  allgemein,  dass  die  qp^'^  in  den  tff,  %  und  in  f  ganz  sind,  und 
dehnt  die  associierte  Darstellung  auf  zwei,  Sylvester  ^^)  auf  beliebig 
viele  f  aus. 

Gordan  ^^^)  führt  die  gemeinte  Darstellung  der  g)  explicite  aus; 
die  ^,  %  treten  in  a  priori  angebbaren  Produkten  auf;  deren  nume- 
rische Koeffizienten  C  hängen  von  quadratischen  Gleichungen  ab,  die 
aber  in  in  den  C  lineare  überführbar  sind.  Ä  Kohn  ^^*)  operiert  anstatt 
der  g>W  mit  den  Wurzeln  von  qpd,  1)  =  0  und  findet  so  die  Teil- 
barkeit (Nr.  25)  der  Resultanten  und  Diskriminanten  von  Kovarianten 
von  f  durch  eine  Potenz  der  Diskriminante  von  f,  und  entsprechend 
fElr  mehrere  Urformen. 

K  Perrin^^  hat  für  Fn(xy^f  x^, . . .  Xp)  ein  associiertes  System 
konstruiert.  Sei  JF=  (a,  F^,  JP,, . . .  F«)  (x^,  ly  =  f(x^,  1),  so  bilde 
man  die  ^^*^,  j^^^  für  f,  deren  Leitglieder  ^|*),  ;i;^*^  Formen  der 
x^j  x^,  . . .  Xp  sind.  Ist  in  gleichem  Sinne  C^  das  Leitglied  einer  Ko- 
Variante  C  von  F,  so  wird  (7q,  bis  auf  eine  Potenz  von  a  im  Nenner, 
ganz-rational  in  Komitanten  der  ^o?  Zo-  ^^^  ^o  tw^i^  d^w^  z^  G 
zurückkehren.  Das  Prinzip  des  Beweises  reicht  hin  fttr  die  Kontra- 
varianten von  F,  sowie  für  mehrere  Urformen. 


=  Coli.  Pap.  4,  p.  269,  sowie  die  Darstellung  bei  „Weber**  1 ,  Abschn.  6,  7  und 
Nr.  19,  Anm.  321.  Die  Bezoutiante  ist  von  Sylvester  genauer  untersucht,  Lond. 
Tr.  148  (1853),  p.  543  [I  B  3  a,  Nr.  8]. 

148)  Gott.  Nachr.  1870,  p.  406  =»  Math.  Ann.  3,  p.  266. 

149)  J.  f.  Math.  74  (1871),  p.  87;  einfacher  bei  „Salmon-Fiedler«*  p.87.  Vgl. 
JB.  Igel,  Monatsh.  f.  Math.  u.  Phjs.  6  (1894),  p.  287. 

160)  Par.  G.  B.  86  (1878),  p.  448;  Amor.  J.  1  (1878),  p.  118. 
151)  Math.  Ann.  41  (18M),  p.  1. 

158)  Wien.  Ber.  100  (IMl),  p.  W^  1018;  Tgl.  E.  WaOBch,  ib.  p.  574.    Der 
Ausdrack  fOr  die  Wunefai  von  ^  «>»  0.  ^qjf'fH^  schon  bei  HermUe  (a.  Anm.  147). 
168)  Par.  C.  B.  10t 
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Weiter  reicht   die   Methode   von  R,  ForsyÜi^.     Es  liege  etwa 

m    p 

eine    (ternare)    C«    vor,    =  (a,  /i ,  ^„ . . .  fn)  {x^,  1)";    Tm,p  =  T(a?;  w) 

=  jTooiprwf  +  •  •  •  sei  eine  Eomitante  („Temariante'^  von  C.  Dann  ge- 
nügt das  Leitglied  T^  von  T  zwei  charakteristischen  linearen  partiellen 
Differentialgleichungen  [Nr.  18],  die  aussagen,  dass  Tqq  zugleich  das 
Leitglied  einer  Simultankovariante  der  fi  ist.    Das  associierte  System 

von  C  besteht,  incl.  w«,  aus  y  (n  +  4)  (w  —  1)  +  1  Individuen,  für 

die  allgemeinere  Urform  C{x]  u)  aus  -2-(w+l)(w  +  2)(i/+l)(i/+2) — 2. 

Bei  F(XiyX^,x^jX^  sind  noch  die  „Zwischenvariabein"  p,*  =  iCj-y* 
—  Xkf/i  zu  berücksichtigen.  Das  Leitglied  Qqqq  einer  „Quatemariante" 
Q  von  F  genügt  jetzt  sechs  charakteristischen  Gleichungen  u.  s.  f. 

Von  Einzelfällen  höherer  Gebiete  haben  durchgeführt  ClAsch  und 
Gordan  ^  die  Cj,  Gordan  ^^  die  (7^  mit  einer  G^^  in  sich  (Nr.  5). 

Der  associierten  „Eovariantentypik^^  gegenüber  steht  die  Methode 
der  „(Livarianten-)Typik'',  in  »*/*  (wo  i  eine  Livariante  von  f)  ver- 
möge einer  kovarianten  Tschimhausentransformation  die  Koeffizienten 
zu  Invarianten  zu  machen. 

Zuerst  bringt  Hermite^^'^)  durch  Einführung  zweier  linearer  Ko- 
varianten Ci,  (^'  von  fn  als  neuer  Variablen  fn  auf  eine  typische  Ge- 
stalt fn.  Ursprünglich  sind  bei  Hermite  c^,  c/  irrational,  die  Faktoren 
einer  rationalen  Kovariante  c^;  f!t  nimmt  eine  „kanonische"  Gestalt  an, 
und  erst  jede  ganze  Funktion  ihrer  Koeffizienten,  die  bei  den  S  un- 
verändert bleibt,  die  c^  in  sich  überführen,  wird,  bis  auf  eine  Potenz 
der  Diskriminante  von  c^  im  Nenner,  eine  ganz-rationale  Invariante 
von  fn»  Im  weiteren  Verlaufe  werden  zwei  rationale  Cj,  c^'  verwandt 
(n  ungerade);  fn  wird  zur  „typischen  Form".  Der  Fall  n  =  5  wird 
durchgeführt;  die  schiefe  Invariante  (Nr.  2)  von  /g  wird  durch  die 
drei  andern  ausgedrückt.  Hermite  gelangt  so  zu  einer  invarianten- 
theoretischen „Auflösung"  der  ^  =  0  und  zu  Kriterien  für  die  Reali- 
iatsverhaltnisse  ^^)  der  Wurzeln.    Cld)sch  und  Gordan  ^^)  umgehen  die 

164)  Amer.  J.  12  (1889),  p.  1,  116  („Temarianten"),  vgl.  W.  E.  BrumyaU, 
Quart.  J.  26  (1891),  p.  166;  Cambr.  Tr.  14  (1889),  p.  409  („Quatemarianten") 
[Anm.  228].  Weitere  Aosfilhrungen,  bes.  fflr  F^{x^x^x^x^^  bei  D.  B,  Mair, 
Cambr.  Tr.  16  (1896),  p.  1. 

166)  Math.  Ann.  1  (1869),  p.  67;  vgl.  Forsyth,  Anm.  164. 

166)  Math.  Ann.  17  (1880),  p.  S69;  vgl.  die  Vorarbeit  Anm.  166. 

167)  Cambr.  Dubl.  m.  J.  9  (1864),  p.  172. 

168)  Vgl.  die  Übersicht  bei  Kldn^  „Ikosaeder*^  Abschn.  2,  sowie  J*.  McMahon 
bei  B.  A.  Harris,  Ann.  of  math.  6  (1891),  p.  217. 

169)  Ann.  di  mat.  (2)  1  (1867),  p.  23 ;  vgl.  „Gordan"  2,  §  24,  29. 
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direkte  Einführung  der  c^,  c^  durch  symbolische  Rechnung  (Nr.  12). 
Es  liege  etwa  eine  f^^^ax  yot,  und  seien  ccg,  ßx  zunächst  über- 
haupt zwei  Linearformen,  so  ist  (ccß)ax  ^(aß)ccx  —  (ba)ßx'  Er- 
hebt man  auf  die  5**  Potenz,  so  ist  (ccßyf^  als  Form  der  Variabein 
Ox,  ßx  dargestellt;  man  hat  noch  die  Koeffizienten  ab  simultane  In- 
varianten von  f,  Uxf  ßx  auszudrücken.  Hinterher  nehme  man  fEb* 
ccx,  ßx  zwei  geeignete  Eovarianten  von  f^.     Es  lassen   sich  so  auch 

^^  tf  Oft 

alllB  Ausnahmefalle  der  /g  erledigen.  —  Für  /*  =  /^  =  o»  =  (a,)  wird 
mit  drei  Quadratformen  al,  ßl,  y\  entsprechend  operiert;  (aßy)ax 
wird  linear  in  «,,  /J|,  y*  und  {ccßyff^  zu  einer  typischen  C,(a,,  ßxj  yx) 
u.  s.  f.  Analog  wird  eine  /i«  eine  Cn(cil,  ßl,  yl).  Die  Form  C« 
lasst  sich  nach  F,  Lindemann  ^^)  durch  das  identische  Verschwinden 
einer  gewissen  Eovariante  charakterisieren;  hier  ist  eine  Quelle  der 
Apolaritatstheorie  (Nr.  24). 

Einzelfalle:  2/3  als  Ableitungen  einer  f^  bei  Hermüe^^^),  durch 
Clebsch^^^)  imd  einfacher  durch  Gunddfinger^^)  ausgeführt;  3/^  als 
Ableitungen  einer  f^  nach  Lindemann^^y^  3(7,  als  Ableitungen  einer 
C,  bei  Hermite^^^),  von  Ounddfinger^^)  durchgeführt  und  auf  die 
Transformation  eines  längs  einer  C^  erstreckten  elliptischen  Integrals 
1.  Gattung  angewendet ^••);  endlich  die  C^  mit  einer  G^^  in  sich  (Nr.  5), 
zusammen  mit  einer  C^  bei  Gordan^^'^, 

Vermöge  typischer  Darstellung  werden  nach  E.  Ströh^^)  die 
Eombinanten  (Nr.  24)  von  fny  g>n  zu  Eomitanten  einer  ft{n^i). 

8.  Sysygien.  Zwischen  den  Grundformen  g  von  Urformen  be- 
stehen rationale  Relationen^  „Syzygien"  (1.  Art),  [Nr.  6].     Seien  etwa 

9i  =  9i  (^1;  ^2);  9i  =  9i  i^u  ^)j  9z  =  9z  (^u  ^)  <irei  Grundformen 
einer  /*»,  so  führt  die  Elimination  der  x^y  x^  zu  einer  Syzygie  zwischen 

9i,  9iy  95- 

160)  Par.  Bull.  S.  M.  6  (1877),  p.  113;  6  (1878),  p.  196. 

161)  J.  f.  Math.  67  (1860),  p.  871. 

162)  J.  f.  Math.  67  (1867),  p.  871. 

168)  Math.  Ann.  7  (1874),  p.  462,  s.  die  Verallgemeinerungen  bei  F.  de  Astis, 
Gi.  di  mat.  36  (1898),  p.  161;  2/;  bei  Ph,  Wiederhold,  ib.  8  (1876),  p.  444. 

164)  „Clebsch-Lindemann*'  1,  p.  900. 

166)  J.  f.  Math.  80  (1876),  p.  73.  Allgemeiner  hat  J.  Bosanes  3  Fj^j  (n  —  3) 
durch  eine  8  zugleich  in  symmetrische  Formen  übergefiihrt,  J.  f.  Math.  96  (1887), 
p.  247;  Tgl.  Igel,  Monatsh.  f.  Math.  6  (1894),  p.  284,  sowie  die  Er^nzimgen  bei 
Fh.  Maennchen,  Diss.  Giessen  1898. 

166)  Math.  Ann.  7  (1874),  p.  449.  Vgl.  die  Weiterführung  bei  G.  PiUarelli, 
Rom.  Line.  Rend.  (4)  4  (1888),  p.  609,  703. 

167)  Math.  Ann.  20  (1882),  p.  629. 

168)  Math.  Ann.  34  (1889),  p.  321. 


8.  Syzygien.  361 

Bei  einer  f^  wie  f^  existiert  nur  eine  Syzygie,  vermöge  deren 
Cayley  ^•^)  die  ^  =  0  resp.  /4  =  0  ^^invariantentheoretisch  auflöst". 
Die  associierten  Formen  (Nr.  7)  liefern  eine  theoretische  Herstellung 
der  Syzygien  zwischen  den  Eomitanten  von  Urformen;  man  drücke 
die  Grundformen  durch  die  associierten  aus-  und  eliminiere  letztere. 

So  haben  Cayfey"®)  und  Brioschi^''^)  die  /ß  behandelt.  Cyp. 
Stephanos^'^^)  legt  einen  Satz  von  Cld>sch^'^^)  zu  Grunde:  von  einer 
(endlichen)  Reihe  von  Formen  f^^\  /*^*V--  ^^'^^  nian  die  (/*<•*>,  f^^\  =ffikf 
dann  sind  die  Produkte  je  zweier  g,  wie  auch  die  (/^'>,  gik)i  zurück- 
führbar auf  die  g  und  die  (f^%  /*^*02-  ^^  bestehen  die  (26)  Grund- 
formen einer  f^  aus  5  Invarianten  ^  8  geraden  Eovarianten  c  und  13 
schiefen  c';   die   c    sind   ersetzbar   durch   13  von   den  28  (c(*\  c^*^)i, 

169)  y.  Mem.  Vgl.  etwa  die  Darstellung  bei  „Glebsch-Lindemaxm"  1, 
p.  210,  228;  übersichtlicher,  unter  wesentlicher  Zugrundelegung  irrationaler 
Komitanten,  mit  Anwendungen  auf  elliptische  Integrale,  bei  Study,  Amer.  J.  17 
(1896),  p.  186,  216.  Ober  den  prinzipiellen  Wert  derartiger  Auflösungen  s. 
„Invariantenber.",  p.  92.  —  Bei  der  f^=f  giebt  es  4  Grundformen:   /",  ä,  =  /i 

-(/;/).,   2,  =  3  =  (/;ä),,  6,^d^{h,h\.    Die  Syzygie  ist:  _?l  =  g«  +  |-/-«. 

Zerlegt  man  rechts  in  (g'  +  /*l/ ]\9.  —  fy    — k\   sowie  h  in  2Jij,  so 

folgt   durch  Vergleichimg   2j*  =  g  +  /' 1/ — "o"»   2i]*«=»  g— -/*  1/ — 5-,  also 
fy-^^V-n^   lind  damit /^ A,,^  ({-_^)  (j^et,)  ({-«V^Ini 

Falle  der  f^=^f  existieren  6  Grundformen:  f,  \^h=r.{f^f\^  is^^^is^^{f^  h\, 

»•  =  »  =  y,D4,io=i=(/;Ä)4-  Die  Syzygie  lautet:  -2^«-Ä»-.-itÄr +  yi/-». 

Man  zerlege  rechts  in  (Ä  +  m^/)  (^H-^/)  (^H-^/)i  links  denke  man  sich  9' 
gespalten    in   — S^s'^iZt»    so  folgt  durch   Yergleichung  iT+fiij/'—  —  29*, 

JJ+m,/'=-2^«,  H+m^f 2^»,  und  hieraus  /•- 2  ^""t^^^l  "^1 

=  2^  ~"^  ■    Im  Übrigen  s.  Ä^y  1.  c,   und  für  f.  noch  iS^.  White,  N.  Y.  B. 
ffij  — fii| 

(2)  3,  p.  260. 

170)  IL,  m.,  V.,  Vin.,  X.  Mem.  Die  Liste  der  Syzygien  geht  bis  zum  Grade 
14  incL;  weitere  Ergänzungen  bei  Sylvester,  Amer.  J.  4  (1881),  p.  41;  J,  Harn- 
mond,  ib.  8  (1886),  p.  19. 

171)  Ann.  di  mat.  (2)  11  (1888),  p.  291,  mit  Anwendungen  auf  kanonische 
Gestalten  der  f^  und  f^;  auf  C^  ib.  16  (1887),  p.  236. 

172)  Par.  C.  B.  96  (1883),  p.  232,  1664. 

173)  „Clebsch"  §64,  vgl.  „Gordan"  2,  §  4,  mit  Anwendung  auf  die  Syzygien 
einer  Beihe  von  /*,:  §  11,  12.  Erweiterungen  des  Satzes  von  Clebsch  bei: 
E.  d'Omdio,  Tor.  A.  14  (1879),  p.  968;  C.  k  Paige,  Belg.  Bull.  (2)  49  (1880),  p.  113; 
(3)1(1881),  p.480;  Par.  C.  R.  92  (1881),  p. 688;  G^.  Tore«», Nap.Bend. 26 (1886),  p.  126. 
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während  die  15  übrigen  durch  die  örondformen  darstellbar  sind.  Auf 
diese  15  Darstellungen  wird  das  Verfahren  von  Clebsdi  angewandt  •— 
V.  GaU  ^^^)  verknüpft  diese  Methode  mit  dem  AronhclcFschem  Prozesse 
(Nr.  13);  und  vermag  so  auch  die  nicht  auf  einfachere  zurückfBhr- 
baren  „irreducibeln"  oder  „Grundsyzygien"  herauszuschalen.  Die  FSlle 
der  /g,  zwei  f^,  zwei  f^  werden  eingehend  verfolgt. 

R.  Perrin^'^^)  vereinfacht  die  Syzygien  einer  /«=(aov)(^>^)' 
Man  ersetze  in  jeder  Syzygie  jede  Eomitante  c  durch  ihr  Leitglied  e^ 
(Nr.  23)y  und  Cq  weiter  durch  das  ^^siduum^'  Cqq,  das  aus  c^  fftr 
a^  =s  0  entsteht;  diese  verkürzte  Darstellimg  der  Syzygien  ist  immer 
noch  eine  eindeutige^  da  Cq  durch  Cqq  bestimmt  ist.  —  E.  Siroh  "•)  er- 
öfinet  eine  systematische  Einsicht  in  den  Ereis  der  (binaren)  Syzygien. 
Für  4  Formen  f,  g,  Ä,  k  gelten  (Nr.  14)  die  Übersohiebungs-Identitaten 
(»  =  1,2,3,...): 

[/;  9,  h,  kl  =^  (»)  (f,  9), (A,  Ä;),_,  -V  (»)  (f,  k),(h,  g),_i  =  0, 

die  sich  bei  den  24  Vertauschungen  der  Formen  auf  3  allgemeine 
Typen  reduzieren;  einige  weitere  entstehen  durch  Spezialisierung. 
Man  hat  nur  noch  die  Grundformen  als  Überschiebungen  einer  kleinsten 
Anzahl  unter  ihnen  darzustellen.  So  fliessen  für  eine  f^  aus  emer 
Quelle  die  den  20  associierten  Formen  parallel  laufenden  20  „funda- 
mentalen'^  Syzygien:  die  linke  Seite  jeder  weiteren  Syzygie  —  Syzy- 
gante  —  ist^  bis  auf  eine  Potenz  von  f^^  eine  lineare  Kombination 
jener^  mit  Grundformen  als  Faktoren.  Alle  bis  dahin  entdeckten 
(204)  Syzygien  der  /g  ordnen  sich  unter  11  Typen  unter  und  lassen 
sich  unabhängig  von  einander  berechnen. 

Ein  „volles  System*'  (Nr.  6)  von  „Grundsyzyganten"  ist  freilich 
auch  damit  noch  nicht  gewonnen.  Die  experimentierenden,  aber  nicht 
allgemein  gültigen  Methoden^  wie  sie  besonders  die  englische  Schule 
ausbildete,  dürfen  wir  übergehen"^)  (Nr.  9).     Für  höhere  als  binäre 


174)  Math.  Ann.  81  (1888),  p.  424  (2^,);  38  (1888),  p.  197;  84  (1889),  p.  832, 
48  (1893),  p.  650  (2/J;  86  (1889),  p.  68  (f^).  Für  f^  vgl.  noch  E.  d'Ovidio,  Pal. 
R.  7  (1898),  p.  1;  Tor.  A.  28  (1898),  p.  447.  Bei  2/;  verwendet  Brioschi  eine 
Grundsygyzie  zur  Darst.  der  Resultante;  Tor.  A.  81  (1896),  p.  441  [Nr.  26].  Die 
/e  behandelt  ausführlich  E.  Älagna,  Pal.  R.  10  (1896),  p.  41. 

175)  Par.  S.  M.  Bull.  11  (1888),  p.  88;  Par.  C.  R.  96  (1888),  p.  426, 479, 668, 
1717,  1776,  1842.    Wegen  der  Methode  s.  Sylvester,  Amer.  J.  6  (1882),  p.  79. 

176)  Math.  Ann.  38  (1888),  p.  61;  vgl.  noch  81  (1888),  p.  444;  84  (1890), 
p.  806,  864;  86  (1890),  p.  262. 

177)  Vgl.  „Inv.-Ber."  2  A  d.,  p.  163.  Syzygien  zwischen  „Perpetuanten"  bei 
P.  Ä.  Mac  Mdhon,  Amer.  J.  10  (1887),  p.  149.   —  tJher  Syzygien  in  der  Trigo- 
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Urformen  sind  erst  Ansätze  da  (s.  Stroh,  Math.  Ann.  36  1.  c. 
Schluss). 

9.  Abs&hlende  Biohtong.  Cayley^'^^)  behandelt  das  Problem^ 
für  eine  Urform  fi  (x  \  a)  die  Anzahl  der  linear  unabhängigen  („asyzy- 
getischen'^  Komitanten  ^  deren  Grad  j  und  Ordnung  g  vorgegeben 
sind,  zu  ermitteln.  Eine  Eovariante  c  von  fi  ist  durch  ihr  Leitglied  g> 
(St.  2,  23)  ersetzbar^  während  eine  Invariante  ihr  eigenes  Leitglied  g)  ist; 
g)  genügt  der  charakteristischen  Differentialgleichung  [I  B  3  b,  Nr.  8] : 

Sq,,=^ka,-^§^  =  0    (Nr.  18). 

Führt  man  noch  die  „Gewichtszahl^^  «^  =  y  (iJ  —  9)  (Nr.  2, 18,  23) 

ein,  und  bezeichnet  die  Anzahl  der  Koeffizienten  von  tp  mit  (u)\  i,j), 
so  stellt  sich  die  der  Koeffizienten  von  dg>  als  (w —  l]i,ji)  heraus. 
Die  Koeffizienten  von  S  fp  sind,  wie  Cayley  annahm,  Sylvester  "^)  später 
bewies,  linear  unabhängig.  Dann  existieren,  bei  gegebenen  i,  j,  w, 
A(«?;  i,  j)  =  (w]  iy  j)  —  (w  —  1;  i,  f)  asyzygetische  Komitanten  von 
fi.  —  Ist  const.  a^'^ai^cdi^ . . .  a?'  ein  Term  von  g>,  so  sind  j  imd  w 
definiert  durch:  (Nr.  2,  18,  23)  i  =  «©  +  «i  +  •  •  •  +  «t,  «(?  =  «^ 
+  2a^  +  •  •  •  +  io,-;  (w;  i,  j)  giebt  danach  an,  wie  oft  w  als  Summe 
von  j  Zahlen  der  Reihe  0,  1, ...  i  mit  Wiederholungen  gebildet  werden 
kann,  und  ist  nach  L.  Euier  ^^)  der  Koeffizient  von  x^z^  in.  der  Ent- 
wickelung  der  „erzeugenden  Funktion"  1/(1  —  0)  (1 — 0:^8?)  (1 — x^z)... 
(1  —  afz)  nach  steigenden  Potenzen  von  x  und  e.     Sylvester  ^®^)  führt 

nometrie  [III  A  2]  s.  G,  Chisholm,  Gott.  Diss.  1875;  Study,  Leipz.  Ber.  47  (1896), 
p.  663;  W.  Fr.  Meyer,  J.  f.  Math.  116  (1896),  p.  209;  Deutsche  Math.-Ver.  7» 
(1899),  p.  147.  —  Die  mit  dem  Pascarschen  Satze  der  C,  [ÜI  C  1]  verknüpften 
Sjzjgien  behandelt  Study,  Leipz.  Ber.  47  (1895),  p.  682. 

178)  n.  Mem.,  weitergeführt  im  IX.  und  X.  Mem.  Zu  dieser  Nr.  vgl.  den 
Bericht  über  kombin.  Analysis  von  P.  Ä.  Mac  Mahan,  Lond.  Math.  S.  Proc.  28 
(1897),  p.  6,  sowie  den  Bericht  über  Invar.  von  H.  S.  White,  N.  York.  B.  (2)  6 
(1899),  p.  161. 

179)  Phil.  Mag.  1878,  p.  1;  J.  f.  Math.  85  (1878),  p.  89;  vgl.  die  Beweise 
von  CapeUi,  Born.  Line.  M.  12  (1881),  p.  1;  Hubert,  Math.  Ann.  80  (1887),  p.  16; 
Stroh,  ib.  81  (1888),  p.  441;  „Study"  §  9  (p.  197);  E.  B.  EllioU,  Lond.  Math.  S. 
Proc.  23  (1892),  p.  298;  24  (1893),  p.  21.  Wegen  der  Erweiterungen  auf  Recipro- 
kanten  s.  Nr.  20. 

180)  „Introd.  in  anal."  1,  Laus.  1748,  deutsch  v.  H.  Mager,  Berlin  1886, 
§  304  (I  G  3). 

181)  11  Noten  in  Par.  C.  R.  84,  86  (1877);  J.  f.  Math.  96  (1878),  p.  89; 
7  Noten  in  Par.  C.  R.  86,87  (1878);  Amer.  J.  of  Math.  1  (1878),  p.  370;  2  (1879), 
p,  71,98;  Par.  C.  R.  87  (1879),  p.39ö;  Amer.  J.  of  Math.  6  (1888),  p.  241.    Vgl. 

Sncyklop.  d.  math.  Wissensoh.    I.  23 
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die  Ordnung  g  statt  w  ein  und  ersetzt  demgemäss  A(tO]iyj)  durch 
A(i,  ;;  g)]  dann  rechnet  sich  Etder^s  Funktion  um  in  die  ,^ohe''  (crude) 
erzeugende  Funktion: 

^(a:,a)  =  (l— ar-«)/(l  — arcOCl  — «^'~^)--(l— «^^'"'OCl  — a^Oi 

d.  h.  deren  Entwickelung  nach  steigenden  Potenzen  von  a  liefert 
A(f,  j;  g)  als  Faktor  von  a^  x^,  —  Cayley^'^^)  hatte  Euler'Q  Funktion  so 
umgeformt,  dass  man  auch  die  Totalanzahl  der  ^irreducibeln^'  Komi- 
tanten Ton  f{,  d.  i.  der  nicht  durch  solche  von  geringerem  Grade 
ganz-rational  ausdrückbaren,  in  gewissen  Fällen  abliest.  So  erhält  er 
für  i  =  3  die  Funktion  (1  — a;«)/(l  —x)  (1—x^)  (1  —  a:»)(l— ar*); 
somit  existieren  4  irreducible  Bildungen  von  den  Oraden  1,  2,  3,  4, 
die  durch  eine  Syzygie  6.  Grades  verknüpft  sind.  Cayley  setzt  irrtüm- 
licherweise allgemein  die  lineare  Unabhängigkeit  eines  gewissen  Systems 
linearer  Gleichungen  voraus  (Nr.  6  Anm.  118,  und  diese  Nr.  Anm.  184). — 
Sylvester  ^^^)  geht  weiter.  Durch  Zerlegung  in  Partialbrüche  und 
Streichung  irrelevanter  Glieder  wird  die  rohe  erzeugende  Funktion 
ilf(x,a)  auf  eine  „reduzierte"^®*)  Gestalt  gebracht,  und  dann  in  einer 
Reihe  von  Fällen  durch  eigentümliche  Umformungen  in  die  „repifisen- 
tieriende"  erzeugende  Funktion  Q{Xya)  übergeführt,  deren  Zähler  eine 
endliche  ^*^)  ganze  Funktion  i{x,a)  ist,  während  der  Nenner  v(x,a) 
das  Produkt  aus  1  —  aaf  mit  einer  endlichen  Anzahl  von  Faktoren 
des  Typus  1  —  a*  und  1  —  a^x^  bildet.     Z.  B.  für  »  =  5  resultiert: 

v  =  {l  —  a*)  (1  —  a«)  (1  —  a'^)  (1  —  ax^)  (1  —  a^x^  (1  —  a^x«), 
§  =  1  +  a3(^  +  a:6  _^  a:^)  +  a\a^  +  x^)  +  a^{x  +  a:»  +  a;^  —  x^^) 
+  a\x^  +  x')  +  x\x+a^—x^)  +  a^(x^  +  ct')  H a^x^K 

Die  repräsentierende  erzeugende  Funktion  (>(a:,  a)  ist  eine  gemein- 
same Quelle  für  die  Anzahl  (und  den  Typus)  der  Grundformen  und 
Syzygien  aller  Arten.  Die  Nennerfaktoren  repräsentieren  die  ein- 
fachsten, sicher  irreducibeln  Grundformen,  für  die  ^r  =  0,  1,  2  ist. 
Für  eine  gegebene  „Gradordnung"  („deg-order")  stelle  man  vorab 
durch  „Siebung"  („tamisage")  alle  Potenzen  und  Produkte  niedrigerer 

die  zusammenfassende  Darstellung  von  F.  Franklin,  Amer.  J.  of  Math.  3  (1880), 
p.  128,  nebst  Tabellen:  Amer.  J.  of  Math.  2  (1879),  p.  223,  293;  3  (1880),  p.  221; 
4  (1881),  p.  41;  6  (1882),  p.  241.  —  Für  erzeugende  Funktionen  im  temären  Ge- 
biete finden  sich  bei  Sylv.  Beispiele;  die  Grundzüge  einer  Theorie  giebt  Forsy^, 
Lond.  Math.  S.  Proc.  29  (1898),  p.  487. 

182)  Ein  instruktives  Beispiel  bei  Cayley,  Amer.  J.  of  Math.  2  (1879),  p.  71 
B-  Coli.  Pap.  10,  p.  408. 

183)  Wegen  scheinbarer  Ausnahmefalle   vgl.  J.  Hammond,  Math.  Ami    sg 
(1890),  p.  255. 
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Orundformen  —  excl.  der  durch  v{x,  a)  repräsentierten  —  auf,  und  ziehe 
deren  Anzahl  vom  Koeffizienten  von  a^  ocP  in  \{x,  a)  ab.  Das  liefert 
die  Zahl  [j,  g]  der  Grundformen  {j,  g\  vermehrt  um  die  der  Syzygien 
gerader,  vermindert  um  die  der  Syzygien  ungerader  Art.  Da  der 
Zähler  g  (x,  a)  abbricht,  erhalt  man  eine  untere  Grenze  für  [j,  g\ 
So  erhält  man  für  i  =  5  mindestens  je  eine  Grundform  (3,  3),  (3,  5), 
(3,  9);  (4,  4),  (4,  6);  etc.  und  damit  eine  Minimalzahl  23  von  Ghnind- 
formen  der  ^5;  da  diese  mit  Gordan's  oberer  Grenze  (Nr.  6)  coincidiert, 
so  ist  das  deren  wahre  Anzahl.  Syzygien  1.  Art  existieren  für  (5,  11), 
(7,  9)  etc.  Im  Falle  (6,  6)  etwa  verschwindet  der  Koeffizient  von  a^oc^] 
da  aber  (6,  6)  =  2  •  (3,  3),  und  eine  Grundform  (3,  3)  existiert,  so 
besteht  eine  Syzygie  1.  Art.  —  Beachtenswert  ist  der  Fall  (8,  14). 
Hier  liest  man  die  Zahl  5  von  linear  unabhängigen  Formen  ab, 
andererseits  führt  die  Siebung  zu  10  Produkten  von  Grundformen. 
Nun  lassen  sich  6  Syzygien  1.  Art  sofort  hinschreiben;  „mithin  sind 
jene  durch  eine  einzige  Syzygie  2.  Art  ^^)  verknüpft".  —  Cayley  ^®^) 
macht  die  repr.  erz.  Funktion  9(0:,  a)  durch  wirkliche  Einführung  der 
Grundformen  a,  6,  c, . . .  zur  „realen"  erz.  Funktion,  die  auch  die  Typen 
der  Bildungen  liefert.  —  Andererseits  lässt  sich  Q{Xy  a),  bei  Kenntniss 
der  Grundformen,  nach  J.  Hammond  *®^)  zu  einer  direkten  erz.  Funktion 
für  die  Syzygien  umgestalten,  doch  so,  dass  man  jetzt"  für  irgend  eine 
Gradordnung  eine  obere  Grenze  für  die  Anzahl  der  Syzygien  1.  Art 
abliest,  die  mit  Sylvester'»  unterer  Grenze  zu  vergleichen  ist. 

Das  „Fundamentalpostulat"  ^®^  8ylvester%  wonach  für  jede  Grad- 
ordnung Grundformen  und  Syzygien  sich  ausschliessen  sollten,  hat 
Hammond  ^^)  als  nicht  allgemeingültig  erkannt.  P.  A,  Mac  Mahon  ^®^) 
hat  eine  erz.  Funktion  für  die  Anzahl  der  irreducibeln  „Perpetuanten" 
(Nr.  12,23)  konstruiert,  und  E.  Stroh  ^^)  den  Beweis  dafür  geliefert. 

Theoretische  Formeln  für  obere  Grenzen  von  Grad  und  Ordnung 
binärer  Grundformen  haben  ^*^)  Jordan  und  Sylvester  aufgestellt.    Die 


184)  Die  Nichtberücksichtigung  dieser  Syzygie  2.  Art  hatte  Cayley  zu  einem 
Irrtum  veranlasst.    Vgl.  Nr.  6  Anm.  118. 

185)  X.  Mem. 

186)  Amer.  J.  of  Math.  8  (1885),  p.  19. 

187)  Vgl.  etwa  F.  Fra/nklin,  Amer.  J.  of  Math.  3  (1880),  p.  180. 

188)  Amer.  J.  of  Math.  6  (1883),  p.  218;  vgl.  „Inv.-Ber."  p.  174. 

189)  Amer.  J.  of  Math.  7  (1884),  p.  26. 

190)  Math.  Ann.  36  (1890),  p.  262,  §  10,  11.     S.  noch  Anm.  249. 

191)  Jordan,  J.  de  math.  (3)  2  (1876),  p.  177;  6  (1879),  p.  346;  Sylvester, 
Lond.  Math.  S.  Proc.  27  (1878),  p.  11;  Par.  C.  R.  86  (1878),  p.  1437,  1491,  1519. 
Beide  leiten  aus  ihren  Anzahlbestimmungen  einen  „Endlichkeitsbeweis**  ab ;  vgl. 
Nr.  6   Anm.  136. 

23* 
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Anzahlen  von  Jordan  —  der^  nach  Oordan  (Nr.  6)  die  kleinsten 
Losungen  diophantischer  Gleichungen  zahlentheoretisch  diskutiert  — 
für  die  Ordnung  g  der  Kovarianten  in  den  Fallen  i=l  bis  12 
(excL  11)  werden  thatsächlich  erreicht.  Sylvester'»  ohne  Beweis  auf- 
gesteUte  Formeln  sind  theoretisch  einfacher,  praktisch  weniger  brauch- 
bar. Die  Cayley-Sylvester'sche  Formel  A(fr;i,  j)  für  asyzygetische 
Formen  ist  auf  Urformen  JF,  ö,  J?, . . .  mit  kogredienten  Beiben  von 
n  Variabeln  ausgedehnt  worden.  Eine  Eomitante  g)  lasst  sicb^  wie 
Ä.  CapeUi^^  auf  Grund  seines  ,,Entwickelung8satzes^  (Nr.  17)  dar- 
thut,  darstellen  als  Aggregat  von  Produkten  SlO  von  identischen 
Kovarianten  Sl  mit  Formen  O  von  n  —  1  Variabeinreihen,  die  n  —  1 
charakteristischen  linearen  partiellen  Differentialgleichungen  Di  =  0 
genügen.  Die  Aufgabe  ftir  die  g)  reduziert  sich  auf  die  für  die  9, 
Für  die  Anzahl  der  einer  einzelnen  Gleichung  Di  =  0  genügenden 
asyzygetischen  Bildungen  O  mit  vorgegebenen  Gradordnungszahlen  er- 
giebt  sich  ein  zu  A(w]i,j)  analoger  Ausdruck;  da  aber  zwischen 
den  durch  sämtliche  D^  =  0  involvierten  Bedingungen  lineare  Ab- 
hängigkeiten bestehen,  begnügt  sich  Capelli  mit  unteren  Grenzen.  — 
J.  Deruyts^^^)  löst  die  Aufgabe  allgemein.  Die  O  von  voi^egebenen 
„Gewichtszahlen''  werden  durch  ihre  Leitglieder  O^  ersetzt,  und  diese 
symbolisch  geschrieben  (Nr.  23);  dadurch  gelangt  man  zu  einem  System 
linearer  diophantischer  Gleichungen  mit  einer  Anzahl  77  von  Unear 
unabhängigen  Losungen.  Ein  analoges  System  existiert  für  die  An- 
zahl 77'  der  zu  einer  Form  O  gehörenden  HO,  Dann  ist,  ent- 
sprechend den  verschiedenen  Gewichtszahlen,  die  Summe  der  Produkte 
7777'  zu  bilden,  um  die  gewünschte  Anzahl  zu  erhalten. 

10.   Kanonisierung.     Sylvester  ^^)  begründet  die  Lehre  von  den 
„kanonischen"  Formen,  insofern  sich  eine  /»»-f-i   auf  nur  eine  Art  in 

der  Gestalt  darstellen  lässt:   f=^]ai{k  —  a,ft)^"+^,  wobei  der  Fall 


192)  „Fondamenti";  Gi.  di  mat.  20  (1882),  p.  293.  Für  unabhängige  Si 
Rom.  Line.  M.  15  (1884).  Wegen  einer  verwandten  Frage  bei  Stfudy  vgl.  ,4nv.- 
Ber."  p.  177. 

193)  „Deruyts"  Chap.  7;  allgemein  Brux.  Belg.  B.  (3)  21  (1891),  p.  487. 

194)  Cambr.  Dubl.  math.  J.  6  (1861),  p.  186;  Phil.  Mag.  (2)  1  (1861),  p.  408. 
S.  zieht  auch  das  Verschwinden  der  Diskr.  der  Eanoniz.  in  Betracht.  Das  Wort 
„kanonisch**  von  Uermite,  bei  Sylvester  Cambr.  Dubl.  math.  J.  6  (1851),  p.  193; 
„Eanonizante"  von  Sylvester,  ib.  7  (1862),  p.  67,  196;  desgl.  „Eatalektikante**, 
ib.  7  (1862),  p.  62.  Eine  gewisse  (mehrdeutige)  kanonische  Darst.  der  f^  [Anm.  392] 
und  /;  bei  Sylvester,  ib.  (1862),  p.  123,  293;  9  (1864),  p.  93  (sect.  8).  —  Eine 
eigenartige  Anwendung  von  Sylvester'* b  Darstellung  der  /*2„  i  j  auf  mechaxiiaehe 
Quadratur  durch  K.  Heun  (Ä.  Hurwitz)  findet  sich  II  A  2  Nr.  52,  Anm.  331. 
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n  =  2  eingehend  untersucht  wird.  Die  a<  sind  die  Wurzehi  der 
y^EIanonizante^'  c,  der  Determinante  der  (2n)*®°  Differentialquotienten 
von  /!  Bei  f^n  wird  c  feine  Invariante ,  die  ^^Katalektikante'^^  deren 
Verschwinden  das  Kriterium  der  Darstellbarkeit  von  f  als  Summe  von 
n  Potenzen  liefert. 

Cayley^^^)  geht  hierauf  näher  ein,  und  weist  nach,  wenn  c  =|=  0, 
dasB  f%n  auf  oo\  oo*,  •••  Arten  in  eine  Summe  von  (n+l),(n+2), ••• 
Potenzen  linear  transformiert  werden  kann.  Erst  S,  Gunddßnger^^) 
berücksichtigt  aUe  Ausnahmefälle,  indem  er  nach  Umgestaltung  des 
Differentialausdrucks  für  (fn,  g)m)k  (Nr.  14)  die  Theorie  der  linearen 
Differentialgleichungen  (11 B  3  c)  heranzieht.  Für  /*„  =  f{x  \  a)  bilde 
man  die  Eovarianten  c,  c ,  c ' . . .  mit  den  Leitgliedem 


«0   «1 

%  «1  (h 

; 

«1  «a  «3 

«1  «» 

Og  «3  a^ 

«0,      ;  ;   ,      0,0,0,  ,  etc. 

»=* 

Das  Kriterium  für  die  Darstellbarkeit  von  fn  als  ^  6,-  (A  —  a,)"  ist 

einmal  c^*)  ^  0,  c^*—^)  e|=  0,  —  dann  existiert  eine  Form  y*,  so  dass 
(y*,  /*»)*  ^0,  —  zudem  darf  y*  nur  ungleiche  Wurzeln  «,-  besitzen. 
Koinzidieren  dagegen  Wurzeln  von  y*,  so  modifiziert  sich  die  Dar- 
stellung von  f  zu^^  {l — a,)  'qp,,—*^..  —  Die   Form   y*   hatte   schon 

J.  Basaneß^^)  als  die  „zu  f  konjugirte''  eingeführt,  und  n  Urformen  /*«, 
wie  Formen  F  untersucht.  Die  Potenzdarstellungen  von  F  werden  in  Be- 
ziehung gesetzt  zu  den  Polpolygonen,  Polpolyedern  etc.  (Nr.  24).  Hierzu 
ist  auch  Th.  Beye^^)  von  mechanischen  Gesichtspunkten  aus  gelangt, 
und  beweist^**)  (und  erweitert)  so  den  Satz  Sylvester'»^  über  das 

196)  J.  f.  Math.  64  (1867),  p.  48,  292  =»  Pap.  4,  p.  43,  68..—  Eine  fonnen- 
theoretische  Ausführung  im  Sinne  der  Apolarität  (Nr.  24)  giebt  O.  Bauer, 
Münch.  Ber.  22  (1892),  p.  3.  Die  Darst.  von  Sylvester  und  Cayley  dehnt  C.  le  Paige 
auf  multilineare  Formen  aus  („Inv.-Ber."  p.  179);  Tor.  A.  17  (1882),  p.  299; 
Rom.  Line.  Pont.  36  (1882),  p.  64,  140. 

196)  Gott.  Nachr.  1883,  p.  116;  ausgeführt  in  J.  f.  Math.  100  (1887),  p.  418. 
Die  nämlichen  Leitglieder  liegen  einem  Realitätssatze  von  W.  Fr.  Meyer  zu 
Grunde,  s.  Nr.  26,  Anm.  428. 

197)  J.  f.  Math.  76  (1873),  p.  172;  76  (1873),  p.  812;  Math.  Ann.  6,  p.  264. 

198)  J.  f.  Math.  72  (1870),  p.  293  [Nr  24]. 

199)  J.  f.  Math.  78  (1874),  p.  114, 123.  Die  F^{Xi,x^,a^,x^)  wird  als  Summe 
Ton  10  vierten  Potenzen  dargestellt. 

200)  Cambr.  Dubl.  math.  J.  6  (1861),  p.  198,  wo  der  Beweis  skizziert  wird 
pn  C  6].  —  Über  die  Hesse' acte  Kanonisierung  einer  Cg  s.  Nr.  11,  Anm.  210, 
über  die  Potenzsummendarst.  einer  C,  s.  Nr.  24,  Anm.  384. 
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Pentaeder**  der  ^^»(^1,  ^,^3,^4)  (1110  6),  wonach  F^  auf  nur  eine 
Art  als  Summe  von  fünf  Kuben  geschrieben  werden  kann.  Eine  Ver- 
bindung zwischen  den  Arbeiten  von  Basanes  und  Heye  hat  W.  Fr, 
Meyer^^)  hergestellt  vermöge  einer  Reihe  von  kanonischen  „Über- 
tragungsprinzipien" (Nr.  24). 

Von  D.  Hubert^  stammt  ein  Invariantenkriterium  für  die  Dar- 
stellung fmn==  ("PtnY-  HiUbert  hat  femer  ein  gemeinsames  Prinzip**') 
für  verschiedenartige  kanonische  Darstellungen,  indem  er  alle  9,  sucht^ 
so  dass  (9»,  ftn)i  =  ^f%n  wird,  wo  k  eine  irrationale  Invariante  (Nr.  11) 
von  f  ist;  es  lassen  sich  so  die  Ausartungen  von  f  verfolgen. 

Eigenartige  kanonische  resp.  typische  Darstellungen  der  f^  finden 
sich  bei  A.  BriU^),  W.  Fr.  Meyer^),  Brioschi'^^) ,  JfoscÄfe*»), 
E.  Growe^^),  H.  B,  Newson^'').  HUbert^'^  stellt  eine  definite 
F^(Xi,X2fX^)  als  Summe  von  drei  Quadraten  dar;  f&r  eine  definite 
-Fn  (^i>  ^2;  •  •  •  ^m)  können  indess  —  excl.  n  =  2,  resp.  m=^2  —  stets 
Fälle  eintreten,  wo  die  gemeinte  Darstellung  versagt.  Eine  definite 
Cn  lässt  sich  aber  stets  als  ein  Bruch  von  Quadratsummen  dar- 
stellen ^). 

11.  Umkehrfiragen.  Irrationale  Formen.  Hierher  gehört  das 
zahlentheoretische    Problem    von   Hemiite^^)^   das   ihn   u.  a.  zu  den 

201)  „Apolarität  u.  rationale  Kurven*',  Tübg.  lS8d,  wo  weitere  Litteratur. 

202)  Math.  Ann.  27  (1886),  p.  168;  vgl.  Brioschi,  Pal.  R.  10  (1896),  p.löS. 
Für  einfachere  Fälle  schon  bei  G.  Maisano,  Rom.  Line.  A.  (8)  7  (1883),  p.  231. 
Elementar  bei  C.  WeUzien,  Progr.  Berlin,  Fr  .Werder' sehe  Oberrealsch.  [1 B 1  a,  Nr.  11]. 

203)  Leipz.  Ber.  1885,  p.  427;  Math.  Ann.  28  (1887),  p.  381;  Beispiele  für 
C^  und  F^  in  J.  de  math.  (4)  4  (1888),  p.  249. 

204)  Math.  Aiin.  20  (1882),  p.  330.  Die  bez.  /;  =  x*+  2pa;*+3ga;*  +  4fx" 
+  3a;*  +  2pa;  +  g  imd  a;*  +  aaj*  +  6a:'  +  caj'+ 1  hängen  mit  den  3  Doppel- 
punkten und  4  Doppeltangenten  einer  rat.  C^  eng  zus.  Vgl.  W.  Fr.  Meyer, 
Apolarität,  p.  312  [Nr.  24].     Brill  diskutiert  die  Realität  der  Wurzeln  einer  f^, 

206)  /"g  =  a;'  +  ax*  +  (Ja;*  +  -r-  ä*  +  ya;  +  ^,  wo  a,  /?,  y,  ^  die  4  Inv. 

von  /"g  sind.  Die  Wurzeln  von  f^  werden  ganze  Funktionen  von  4  ^-Funktionen: 
Maschice y  Gott.  Nachr.  1887,  p.  421;  Math.  Ann.  30  (1887);  p.  496;  Rom.  Line. 
A.  (4)  4  (1888),  p.  181;  Brioschi,  Acta  math.  12  (1888),  p.  83.  Eine  andere 
typische  Form  der  f^  (ohne  x^  und  x")  bei  Brioschi  mittels  Syzygien:  Ann.  di 
mat.  (2)  11  (1883),  p.  291.  P^ine  ff^^H{Q  ist  der  bez.  „Multiplikatorgl." 
[IIB  4a]  äquivalent:    Lindemann,  Math.  Ann.  21  (1883),  p.  71. 

206»)  Kans.  Qu.  J.  6  (1897),  p.  201.  206^)  Kans.  Qu.  J.  7  (1898),  p.  125. 

207)  Math.  Ann.  82  (1888),  p.  342.  —  Speziell  eine  resp.  zwei  f^  als  Quadrat- 
summen bei  H.  Laurent,  J.  de  math.  sp^c.  (6)  21  (1897),  p.  61. 

208)  Acta  math.  17  (1893),  p.  169. 

209)  J.  f.  Math.  40  (1860),  p.  261,  279.  Das  Problem  hat  erst  C.  Jordan 
erledigt:    Par.  C.  R.  90  (1880),  p.  598,  1422. 
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,^vektanten"  (Nr.  18)  führte,  nachzuweisen^  dass  die  Anzahl  der 
,,Klassen",  in  die  die  Fn  mit  vorgegebenen  Werten  für  die  Invarianten 
zerfallen,  eine  endliche  ist. 

Aus  einer  (7,  =  0  schneidet  nach  Hesse^^^)  S(C^)  E^Jffg  =  0  die 
Wendepunkte  aus;  umgekehrt  gehören  zu  gegebener  H^  drei  C^^  die 
Aronhold^^^)  genauer  untersucht  hat.  Später  hat  man  alle  nicht 
äquivalenten  „Tjpen^*  von  Büscheln  /*»  +  *9n  gesucht,  deren  {f,q>)i 
eine  gegebene  /i(«— d  ist;  Brill^^^)  bewies,  dass  es  eine  endliche  Zahl 
von  Typen  gebe.  Für  n  =  4  sind  es  fünf,  die  von  einer  f^^  abhängen, 
die  C,  Stephanos^^^)  in  invarianter  Gestalt  aufstellte;  Brül^^^)  unter- 
sucht die  Beziehungen  der  fünf  Lösimgen  zur  Theorie  mehrerer  f^ 
und  der  f^,  W.  Fr.  Meyer^^^)  die  zu  den  rationalen  C^  und  Cg,  und 
zu  den  kubischen  ßaumkurven.  M.  fand  geometrisch  die  Anzahl  v 
der  Typen  bei  beliebigem  n,  =  2(2n  —  3)!/w!(n  —  2)!,  die  algebraisch 
durch  Stepha^ws^^^)  und  anzahlgeometrisch  durch  H.  Schubert^^^)  be- 
stätigt wurde.  HUbert^^^)  bildete  auf  Grund  eines  Überschiebungs- 
prinzips (Nr.  10)  die  Gleichung  für  die  v  Lösungen,  und  erledigte 
auch  das  analoge  Problem  der  Büschel  mit  gegebener  Diskriminante  ^^'').  — 
Für  zwei  unabhängige  Variable  hat  H.  Hurwitz^^^)  funktionentheoretisch 
die  Urformen  bestimmt,  wenn  die  Diskriminante  oder  vielmehr  deren 


210)  J.  f.  Math.  28(1844),  p.  68  =  Werke  p.  128.  Dem  Büschel  x(7,-|-X-öj 
gehören  4  Dreiseite  an,  die  „Wendedreiseite"  [HI  C  3,  4];  eine  C,  kann  daher 
auf  4  Arten  in  die  „Hesse'sche  Normalform**  x^^'\'X^^-\-x^^'\'&kx^Qi^x^  ge- 
bracht werden  [Anm.  392,  434].  Die  bez.  /*4  —  0  ist  für  die  Formentiieorie  der 
(7g  nach  Aronhold  fundamental  [Anm.  211,  434].    Vgl.  „Clebsch-Lindemann**  1*. 

211)  J.  f.  Math.  55  (1868),  p.  97. 

212)  Math.  Ann.  20  (1882),  p.  330.  Vgl.  W.  Fr.  Meyer,  Apolarität  p.  320. 
Eine  einfache  Deutung  der  5  Lösungen  liefern  nach  Brül  die  5  vollständigen 
Vierecke  der  De^r^/u^s'schen  Konfiguration  [HI  A  3]  von  2  Perspektiven  Drei- 
ecken, die  in  Bezug  auf  eine  feste  (7,  ==  JV,  zu  sich  selbst  polar  ist;  die  5  bez. 
C,- Büschel  schneiden  aus  iV,  die  Z'^- Büschel  des  Textes  aus.  —  Für  n  =  3  bei 
H.  Caparali,  Nap.  R.  22  (1883),  p.  96;  vgl.  L.  Berzolari,  Nap.  R.  (2)  5  (1891), 
p.  36,  71. 

213)  Preisschrift  Par.  Sav.  fitr.  1883.  Auszug:  Par.  C.  R.  93  (1881),  p.  994. 
Ist  das  /'^ -Büschel  das  der  Polaren  einer  /g,  giebt  es  nur  eine  Lösung:  Linde- 
mann,  Math.  Ann.  21  (1883),  p.  72. 

214)  Thäse,  Paris  1884. 

216)  Acta  math.  8  (1886),  p.  97. 

216)  Leipz.  Ber.  1887,  p.  112;    Math.  Ann.  33  (1888),  p.  217. 

217)  Math.  Ann.  31  (1888),  p.  482  [I  B  1  a,  Nr.  21,  Anm.  117]. 

218)  Math.  Ann.  39  (1891),  p.  1  (wo  weitere  Litter.);  vgl.  K  Picard,  Traitö 
d'analjse  2  (1892),  Chap.  6.  —  Frohenitis  bestimmt  die  (X)*-Schar  der  fi(x\y\ 
deren  beide  Diskriminanten  (d.s.  binäre  Formen  f^)  gegeben  sind:  J.  f.  Math.  106 
(1890),  p.  125. 
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^^wesentliche''  Teiler  gegeben  sind  [I  B  1  c,  Nr.  6;  I  C  4].  Bei  ihrer 
Behandlung  der  f^  =  0^  und  auch  gewisser  ff  ^=0  (Nr.  6)  hatten 
Klein^^^)  und  Gordan^^^)  die  Gleichungen  für  die  Urformen  auf- 
zustellen ^  wenn  man  den  bez.  Grundformen  feste  (sc.  erlaubte)  Zahlen- 
werte beilegt. 

Irrationalen  Formen  begegnet  man  bei  den  elliptischen  und  MO- 
sehen  Funktionen.  Nach  Klein^*^)  ist  das  elliptische  Integral  J^ 
V^  Gattung  oo  vieler  ^^kanonischer^'  Gestalten  fähig,  je  nach  der  bez. 
,^ormalkurve*';  der  Modul  von  «7^  ist  eine  absolute  irrationale  In- 
variante der  Kurve.  Für  |)  =  3**^)  liegt  eine  C^  zu  Grunde;  dem 
Rationalitätsbereich  werden  irrationale  Teile  der  Systeme  der  JBe- 
rührungskurven"  (III C  2,  3)  „adjungiert^*,  wodurch  sich  die  Form  der 
Integrale^  «d'-Funktionen  und  deren  Differentialgleichungen  reguliert; 
die  eindeutig-rationale  Transformation  der  bez.  algebraischen  Funk- 
tionen wird  äquivalent  mit  der  Eollineation  der  ,,q>^^  d.  i.  der  Ebene. 
Insbesondere'"')  benötigt  man  dabei  gewisser  Eombinanten. 

Wegen  verwandter  Untersuchungen  vgl.  Nr.  7, 14,  und  nB4a^b. 

13.  Symbolik  und  graphische  Daistelluiig.  Cayley^  erzeugt 
mittels  eines  symbolischen  Prinzips  („HyperdeterminantenkalktLl^  be- 
liebig viele  Invarianten  einer  Urform  F,    Die  Invarianz  erscheint  als 

219)  S.  Anm.  96,  107.  —  Überhaupt  ist  die  „Lösung**  einer  f^^^O  mit 
beliebiger  Gdlais' scher  Grappe  nach  Klein  in  dem  „Formenproblem**  enthalten: 
„Gegeben  eine  endliche  Gruppe  G  von  S{Xij  x^,  .  -  -  xj;  die  x  aus  den  In- 
varianten von  G  zu  berechnen**.  Klein  „reduziert**  so  die  /a  «=  0  auf  das  binäre 
,  Jkosaederproblem**,  die  allg.  f^=^0  und  f,  =  0  auf  quatemäre  Formenprobleme 
[Nr.  5,  Anm.  96,  111,  112].  Von  n  ]>  7  an  ist  eine  entsprechende  Reduktion 
(auf  Formenprobleme  von  <  n  —  2  Dimensionen)  nicht  möglich:  Ä,  Wiman,  Gott. 
Nachr.  1897,  p.  55, 191  [I B  3  f,  Nr.  16] ;  Math.  Ann.  62  (1899),  p.  243. 

220)  Math.  Ann.  17  (1880)  p.  133;  Leipz.  Abh.  1885,  p.  339;  Vgl.  G.  Pidt, 
Math.  Ann.  28  (1887),  p.  309;  29  (1887),  p.  269;  32  (1888),  p.  443.  Vgl.  noch 
die  verwandten  Untersuchungen  von  Bruno,  Amer.  J.  of  Math.  6  (1882),  p.  1- 
Burkhardt,  Diss.  München  1887,  sowie  die  Darstellung  bei  Hälphen,  Fonctions 
elliptiques  2,  Par.  1888  und  die  Formeltabelle  bei  /.  Stringham,  Chic.  Pap.  1896 
(93),  p.  350  [II  B  4  a]. 

221)  Pick,  Math.  Ann.  29  (1887),  p.  259;  Klein  s.  Anm.  222;  E.  WiUheiss, 
Math.  Ann.  38  (1890),  p.  1;  E.  Pascal,  Ann.  di  mat.  (2)  17  (1889)  p.  81,  197, 
267;  ib.  18  (1890),  p.  1,  131;  ib.  20  (1892),  p.  163;  ib.  24  (1896),  p.  193.  —  Für 
ÄbeVache  Integrale  s.  etwa  H.  S.  White,  Nova  Acta  Leop.  62'  (1887),  p.  43 
[HB  4b]. 

222)  Klein,  Gott.  Nachr.  1888,  p.  191;  Math.  Ann.  36  (1890),  p.  1;  aus- 
geführt von  E,  Wirtinger,  Math.  Ann.  40  (1892),  p.  361.  Vgl.  KMn,  Lineare 
Diff.gleichungen  d.  2.  Ordn.,  Aut.  Vorl.,  Gott.  1890/91,  1894;  und  „Inv.-Ber.** 
n  B  6,  p.  186. 

223)  Cambr.  math.  J.  4  (1845),  p.  193  =.  Pap.  1,  p.  80.    Vgl.  Anm.  17. 
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Erweiterung  des  Determinantenmultiplikations-Theorems  (Nr.  1);  ein- 
mal werden  Determinanten  ,^ölieren  Ranges"***)  (^^Kommutanten^ 
aus  (Ä!)»  Gliedern  gebildet,  andererseits  wird  ein  Aggregat  von  Deter- 
minanten unter  der  Form  einer  y^atrix"**")  zusammengefasst.  Die 
Abkürzung  in  der  Bezeichnung  ist  eine  erste  Art  von  Symbolik. 
Dabei  wird  eine  Urform  Fn{x^y  x^y , . ,  Xm)  ersetzt**^)  durch  eine  all- 
gemeinere (,^-partite'^,  die  in  n  Reihen  von  m  Variabein,  die  alle 
verschiedenen  S  unterworfen  werden  können,  je  linear  ist;  eine  In- 
variante von  F  ändert  sich  dabei  um  eine  Potenz  des  Produktes  der 
Moduln  (Nr.  2).  Nachtraglich  lassen  sich  einige  oder  alle  n  Variabein- 
reihen identifizieren.   Bald  darauf**^)  formuliert  Cayley  sein  Erzeugungs- 

Prinzip  red.    Er  fasst  die  Funktionaldeterminante    P    von  «  Funk- 

tionen  ^{x^^x^y  -  --Xn)  auf  als  das  Resultat  eines  Prozesses  Sl  (Nr.  14), 
ausgeübt  auf  das  Produkt  der  %  jede  in  einer  andern  Variabeinreihe 
geschrieben.  Durch  Iterirung  entstehen  invariantive  Prozesse,  die  aus 
Urformen  Eomitanten  erzeugen.  Die  zugehörige  Symbolik  ist  eine 
Abkürzung  in  der  Darstellung  realer  Prozesse.     Cayley  schreibt: 

Sil  ==  1  •  2  •  •  •  w  =    ö —  f  ö —  t  *  *  *  5 — 

C^il       ^Xf2  vX^^ 

A  i.  ^.4-  Q 5 ö ,   wo   die   ersten   (zweiten)  Indices    wie 

bei  einer  Determinante  permutiert  werden. 

Von  dieser  Symbolik  weicht  die  von  Äronhold^^)  begründete, 
von  Clebschy  Gordan^^)  u.  a.  ausgebildete  materiell  nicht  wesentlich 

224)  Vgl.  Anm.  17,  226. 

226)  Cambr.  Trans.  8  (1848),  p.  1  «=  Pap.  1,  p.  68.  8.  auch  Sylvester, 
Cambr.  Dubl.  m.  J.  7  (1852),  p.  76  (Sect.  HI).     Vgl.  Anm.  17. 

226)  Cambr.  Dubl.  m.  J.  1  (1846),  p.  104  =.  Pap.  1,  p.  96. 

227)  J.  f.  Math.  62  (1868),  p.  281.  Das  Prinzip  schon  bei  Sylvester,  Cambr. 
Dubl.  m.  J.  7  (1862),  p.  94.  Die  symb.  Bezeichnung  dient  Hermite  ib.  9  (1864), 
p.  173  alB  Beweisgrund  des  „Reciprozitätsgesetzes*^  (cf.  Anm.  288*  und  Nr.  16). 

228)  Vgl.  Anm.  27.  Über  den  formalen  Unterschied  zwischen  der  eng- 
lischen und  deutschen  Symbolik  s.  Cayley,  Pap.  1  (1889),  p.  686.  -—  Über  die 
Verwandtschaft  von  Clebsch'a  binärer  Symbolik  mit  der  der  Quatemionen  s. 
etwa  J.  B.  Shaw,  N.  Y.  Bull.  (2)  4  (1897),  p.  6.  ~  Im  binären  Gebiet  lässt  sich 
eine  analoge  „Wurzelsymbolik**  aufbauen,  die  mit  den  wirklichen  Linear- 
faktoren der  Formen  operiert,  und  somit  fär  die  explicite  Berechnung  der 
In-  und  Eovarianten  besonders  geeignet  erscheint.  Beide  Arten  von  „Sym- 
bolik*' sind  in  einander  überführbar.  Man  ygl.  bes.  Ä.  L.  Mackinnan,  Ann. 
of  Math.  9  (1896),  p.  96,  dazu  Tabellen  ib.  12  (1898),  p.  96,  auch  Mertens,  Erak. 
Abh.  22  (1892),  p.  141,  sowie  die  Endlichkeitsbeweise  Yon  Mertens  und  HiJbert 
in  Nr.  6.     Das  temäre,   .  .  .  Gebiet   wird   durch   Entwickelung  nach   Potenzen 


(1=1,2,...«) 
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ab  (Nr.  14)^  wohl  aber  in  der  Auffassung  und  der  allmählich  er- 
hingten  bequemeren  Handhabung.  Nach  Analogie  der  Kummer- 
sehen  idealen  Zahlen  (I G  3)^  von  denen  erst  ein  gewisses  Produkt 
wieder  real  ist,  setzt  man"*),  um  die  Invarianten  J  einer  Urform 
jFV(rCi,  a;^, .  . .  a;«  I  a)  =  Fy{x  \  a)  auf  die  von  Linearformen  zurück- 
zuführen, JFV  gleich  einem  Produkte  von  v  n-gliedrigen  idealen  oder 
„symbolischen"  Linearformen  a«  /Jy  •  •  .  v«,,  und  ersetzt  nach  Ausrech- 
nung die  Produkte  der  Koeffizienten  resp.  Variabein  durch  die  ent- 
sprechenden Tenne  in  F,  Der  Rückgang  zur  realen  Urform  F  bleibt 
eindeutig,  wenn  man  die  Linearformen  identifiziert,  also  mit  Arofi^ 
Jiold^'^)  F^  =  al  =  ßl  =  '  - '  schreibt;  zur  Darstellung  einer  Form 
p^^  Orades  in  den  a  sind  gerade  p  „Symbole"  a,  /J, . . .  erforderlich. 
Dabei  ist  F  eine  „allgemeine"  Form  ihrer  Ordnung,  insofern  lineare 
Relationen  zwischen  den  a  ausgeschlossen  sind.  —  Qeht  durch  eine 
S  der  X  F(x\a)  über  in  F\x\a)y  also  symbolisch  «^  in  a^%  so 
hängen  die  a  von  den  a,  bis  auf  die  Transposition  der  SubstitutionS' 
leoeffizienten  gerade  so  ab,  wie  die  x  von  den  x  (Nr.  2).  Jedes  aus 
den  w-reihigen  Determinanten  («,/?,...)  der  a,  /J, . . .  derart  gebildete 
Produkt,  dass  jede  Symbolreihe  v-msl  vorkommt,  ist  eine  ganz-rationale 
Invariante  J  von  F.  Clebsch^^)  bewies  die  Umkehrung,  dass  jedes 
J  als  ein  Aggregat  solcher  Produkte  darstellbar  ist,  mit  Ausdehnung 
auf  mehrere  Urformen  F,  Für  w  >  3  aber,  wo  noch  die  Zwischen- 
variabein (Nr.  2,  \%)  piky  Piki} ' '  •  zu  berücksichtigen  sind,  lasst  sich, 
trotz  mancher  Einzeldarstellungen*^^),   die   Gesamtheit   des   Formen- 


von  iTj  resp.  x^  resp.  x^  .  .  ,  auf  das  binäre  zurückgeführt;  temäre,  .  .  .  Eomi- 
tanten  erscheinen  so  als  binäre  Simultaninvarianten,  woraus  sich  auch  ihre 
Differentialgleichungen  (Nr.  18)  ableiten  lassen.  S.  Brioschi  (für  eine  C^)  Ann. 
di  mat.  (2)  7  (1876),  p.  202;  BrüJ,  Math.  Ann.  13  (1878),  p.  176;  Farsyth,  Amer. 
J.  12(1889),  p.  1,  115;  Cambr.  Trans.  14  (1889),  p.  409  (vgl.  Anm.  154);  E.  Perrin, 
Paris  Soc.  M.  Bull.  18  (1890),  p.  1  und  „EUiott". 

Allgemeiner  führt  E.  Wölffing  die  Invarianten  einer  ganzen  bezw.  ratio- 
nalen, bezw.  irrationalen  Funktion  von  Urformen  auf  Simultaninvarianten  der 
letzteren  zurück;  Math.  Ann.  43  (1893),  p.  26,  in  besonderen  Fällen  schon  in 
der  Tübinger  Diss.  1890  =  Math.  Ann.  36,  p.  97.  Der  Formenkreis  gliedert  sich 
hierdurch  nach  Typen,  Stämmen,  Familien;  die  Theorie  der  Seminvarianten 
(Nr.  28)  wird  so  erweitert,  u.  s.  f. 

229)  „Study"  1,  §  6;  2,  §§  2,  6,  6. 

230)  J.  f.  Math.  59  (1861),  p.  1.  „Clebsch"  §  12.  Weitere  Beweise  bei 
„Gordan"  2,  §  9;  „Study"  §5. 

231)  Clebscfi,  Gott.  Abh.  17  (1872),  p.  1;  insbes.  für  Linienkomplexe  Math. 
Ann.  2  (1869),  p.  1;  weiter  entwickelt  mit  Grassmann'schen  Symbolen  von 
E.  Waelsch,  ib.  37  (1890),  p.  141,  vgl.  Anm.  244.  Wegen  der  fragl.  Schwierig- 
keiten vgl  Gordan  „Programm",  Anhang;  Study,  Leipz.  Ber.  1890,  p.  172. 
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kreises  nicht  mehr  übersehen^  sondern  nur  der  Teil,  der,  wie  auch 
die  F  selbst,  nebst  mehreren  cogredienten  Reihen  von  {x)  noch  contra- 
grediente  Reihen  (u)  enthalten  kann.  —  Die  w-reihigen  Determinanten 
der  a,  /J, . . .  sind  durch  ein  System  von  Relationen  ü^  =  0,  11^=^0^.,. 
verknüpft,  die  zu  identischen  Umformungen  von  Invarianten  verwandt 
werden.  Umgekehrt,  wie  Gordan^^^)  für  n  =  2,  Study  für  n  =  3, 
E,  Pascal  allgemein  ^^)  bewiesen,  lässt  sich  die  linke  Seite  jeder,  durch 
Einsetzen  der  a,  &, . . .  erfüllten  Invariantenidentität  als  eine  mit 
den  JR  verschwindende  Form  darstellen.  Die  Zwischenvariabein  sind 
wiederum  auszuschliessen. 

Von  Hennite^^^)  rührt  das  „Reziprocitätsgesetz^^  her,  wonach 
jeder  Kovariante  einer  fn  (von  der  Ordnung  m  imd)  vom  Grade  g 
eine  Kovariante  einer  fg  (von  der  Ordnung  m  und)  vom  Grade  n  ent- 
spricht. —  Clebsch  stellte  ein  für  die  Geometrie  fruchtbares  „Über- 
tragungsprinzip" **'^)  auf,  das  an  einem  besondem  Falle  erklärt  und 
in  geometrischer  Fassung  lautet:   Sei  i  eine  Invariante  von  f^  =  a^ 

=  6x  =  •  •  •,  so  ersetze  man  in  i  jeden  „Klammerfaktor"  (ab)  durch 
(abu\  so  erhält  man  eine  Kontravariante  F(w)  von  C«  =  a"  =  6«  =  •  •  • . 
Dann  ist  r{u)  =  0  der  Ort  der  Geraden  (w),  die  aus  C«  =  0  die 
Punkt-w-tupel  mit  der  projektiven  Eigenschaft  i  =  0  ausschneiden." 
Ein  anderes  Ubertragungsprinzip  hat  Gardan  ^  zum  Aufbau  voller 
Systeme  (Nr.  6)  benützt.    „Sei  etwa  G  eine  Komitante  von  C^(x\a) 

=  a*  =  6x  =  •  •  • ,  vom  Grade  m  —  1  in  den  a,  so  ersetze  man  in  G 
X  Faktoren  bx,  Cx,  -  -  -  durch  (bau),  (caw), . .  .;  x  Faktoren  (6cm), 
(bdti), . .  .  durch  (bca),  (bda\  . . .  und  multipliziere  mit  a^""^^"^*^,  so 
erscheint   eine  Reihe   von  Formen  H  vom  Grade  m  in  den  a.    Ist 


232)  „Gordan"  2,  Nr.  117;  E.  Study,  Math.  Ann.  30  (1887),  p.  120;  „Study" 
§  6;  ^.  Pascal,  G.  di  mat.  26  (1888),  p.  33, 102;  Rom.  Line.  R.  (4)  4  (1888),  p.  119; 
ib.  Mem.  (4)  5  (1888),  p.  375.  Im  binären  Gebiet  giebt  es  nur  die  eine  Identität 
a^6  — ah^  —  {ab)(xy)E^O.  Es  gilt  die  nämliche  Einschränkung  wie  oben: 
„Study"  p.  204. 

233*)  Cambr.  Dubl.  m.  J.  9  (1864),  p.  172  (Anm.  227).  S.  die  Beweise  bei 
„Gordan"  2,  Nr.  93.  /.  Deruyts  hat  das  Gesetz  auf  (in  Linearformen)  zerfallende 
F^  ausgedehnt:  Brux.  Bull.  (3)  22  (1891),  p.  11;  s.  den  kurzen  arithmetischen 
Beweis  von  Gordan,  Gott.  Nachr.  1897,  p.  182.  [Eine  bemerkenswerte  Anwen- 
dung des  Satzes  von  Deruyts  auf  das  Kriterium  für  das  Zerfallen  von  C^  in 
Linearfaktoren  macht  Gordan  s.  I B  1  b^  Nr.  5,  I B  3  b,  Nr.  26,  desgl.  auf  die  in- 
variante Darst.  der  Resultante  von  3(7  s.  Nr.  25,  Anm.  406].  —  Wegen  einer 
weitergehenden  Ausdehnung  durch  Hwncitz  vgl.  Nr.  16,  Anm.  294. 

238  *>)  Vgl.  z.  B.  „Clebsch-Lindemann"  1 S  p.  274.  Erweiterungen  bei  Gundel- 
finger,  Math.  Ann.  6  (1872),  p.  16;  „Study"  2,  §  19  [Nr.  24]. 

234)  Math.  Ann.  1  (1869),  p.  90;  17  (1880),  p.  217. 
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dann  ein  System  von  Formen  G  ^^ear  Yollsiandig^^  sodass  jede 
Form  vom  Grade  m  —  1  linear  durch  die  G  ausdrückbar  ist^  so  ist 
es  auch  das  System  der  Formen  H.^^ 

E,  Stroh  ^^^)  hat  die  Symbolik  von  Äronhotd-Clebsch  yereinfacht. 
Sei  die  Urform  fn  =  (axXi  +  ccxX^Y  (A  =  1,  2, . . .),  so  darf  man  die 
Symbole  a  gleich  1  setzen.  Das  Leitglied  Cq  einer  Eovariante  c  vom 
Grade  i  und  vom  Gewicht  g  (Nr.  18)  genügt  der  charakteristischen 

Gleichung  ^  ^  =  0.    Deren  allgemeinste  ganz-rationale  Losung  Cq 

ist  nach  Hesse  ^  die  allgemeinste  Form  der  o^  —  a^,  o^  —  «i;  •  • 
Oi  —  ttj    von   einer  Ordnung  g  ^n,   die   auch   ersetzbar   sind   durch 

ebensoviel  „Grundsymbole"  -l^  =  A^  o^  H -{•^{(h  {^X  «=  O).    Nimmt 

man  n  hoch  genüge  so  werden  die  Cq  zu  „Seminvarianten"  (Nr.  9,  23); 
diese  sind  bei  festen  i^  g  durch  Grundsymbole  linear  ausdrückbar; 
insbesondere  lassen  sich  so  alle  irreducibeln  (i.  e.  die  „Perpetuanten'^ 
[vgl.  unten  Anm.  249  u.  Nr.  33]  der  Anzahl  und  Form  nach  ermitteln. 
Eine  erweiterte  SymboKk  tritt  bei  Formen  mit  mehreren  unab- 
hängigen Variabeinreihen  z.  B.  bei  Kombinanten  "^  auf  (Nr.  24),  wo 
Urformen  a*a|  zu  Grunde  gelegt  werden. 

Die  beiden  Hauptsymbole  der  Lie'schen  Theorie  [11  A  6],  Xf  und 
(XiXk\  hat  Study  ^^)  als  invariante  Prozesse  eingeführt. 

Die  atomistischen  Strukturformeln  der  Chemie  sind  den  symbo- 
lischen für  die  Formen  c  einer  fn{x)  nach  Sylvester  ^^^)  analog.  Die 
Wertigkeit  des  Elements  ist  n,  die  Anzahl  der  gebundenen  Wertig- 
keitseinheiten entspricht  dem  Gewicht  von  c;  die  gesättigten  Ver- 
bindungen den  Invarianten,  die  ungesättigten  den  Eovarianten  etc. 

Clifford^^)  hat  eine  mehr  geometrische  Graphik.  Jede  Wurzel  x, 
von  fn  wird  durch  einen  Punkt  einer  Ebene,  jedes  Xi  —  Xk  durch  eine 


236)  Math.  Ann.  36  (1890),  p.  262.     Für  die  C„  1.  c.  §  12. 

236)  J.  f.  Math.  42  (1861),  p.  117  «-  Werke  p.  289.  Der  Satz  vermittelt 
bei  Stroh  auch  den  Zusammenhang  mit  den  Syzygien  (Nr.  8,  Anm.  176). 

287)  Stroh,  Math.  Ann.  22  (1883),  p.  393;  Gordan,  ib.  6  (1872),  p.  95. 
Für  Komb.,  die  von  den  x  und  u  abhängen,  vgl.  „Study"  2,  §  13;  Stroh,  Progr. 
Münch.  Realsch.  1894.     Eine  analoge  Symbolik  für  f^{x  \  y)  bei  A.  CapeUi,  Gi.  di 


m     n 


mat.  17  (1879),  p.  69  [Anm.  30];  allg.  für  f(x  |  y)  bei  Gordan,  Math.  Ann.  33  (1889), 
p.  372.   Für  multilineare  Formen  bei  C.  le  Paige,  Brux.  Bull.  (3)  2  (1881),  p.  40. 

238)  „Study"  2,  §  16.    „Lie-Scheffers,  Kontin.  Transf.-Gruppen"  Kap.  23. 

239)  Amer.  J.  of  Math.  1  (1878),  p.  63  (Anwendungen  in  den  Appendices).   Die 
wirkliche  Zuordnung  bei  W.  K.  Clifford  ib.  p.  126;   vgl.  /.  TT.  Mallet  ib.  p.  277. 

240)  Lond.  Math.  S.  Proc.  10  (1879),  p.  124, 214;  vgl  W.  Spottiswoode  ib.  p.  204. 
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Verbindungslinie  dargestellt.  Die  Reducibilitat^^)  von  Formen  zeigt 
sich  als  Überli^erung  von  Bildern**^)  (^graphs*^.  J.Petersen^^)  beweist 
so  den  diophantischen  Hülfssatz  Gordav!s  (Nr.  6,  Anm.  128)  anschaulich. 
Die  Formentheorie  haben***)  Ä  Grassmann  und  Clifford^^)  der 
extensiven  Algebra  untergeordnet.    So  erhält  man  aus  /l,i  =2aikXiyk^ 

gi,i=2hikXiyk  (i,  Ä  =  1,  2):(/',  v\=(hif>n—(hAi—(^A%+(hi\i} 
wenn  man  im  Produkte  fq>  die  ,^inheitenprodukte"  den  Gesetzen 
unterwirft:  Xi^  =  yi'  =  0,  x^x^  =  —  x^x^  =  y^y^  =  —  y^y^  =  1. 

M<ic  Mahon  ***)  und  Cayley  ^'^)  haben  eine  binäre  Symbolik  auf 
die  symmetrischen  Funktionen  basiert.  Sei  fm(x\a)  die  Urform,  Cq 
irgend  ein  Leitglied  (Nr.  23),  so  bleibt  Cq  ein  solches  für  jede 
/*,(n>t»),  die  mit  fm  die  ersten  m+  1  Koeffizienten  gemein  hat; 
Cq  heisst    eine   Sem-(Sub-)invariante   (Nr.  23)   der   a^,  a^, . . .  a«, . . . 

b            c 
Man  schreibe  /;  =  1  +  y  ic+  j-^ x^-] =  (1  —ax) (1  —  ßx)(l —yx)  •  •  • 

Dann  ist  nach  Mdc  Mahon  jede  ganze  Funktion  der  a^  ß,y, , . ,,  die 
sie  symmetrisch  und  vom  Grade  >  1  enthält  („nicht-unitär^^  ist),  eine 
Seminvariante  der  a  =  1,  6,  c,  . . .  So  ist  z.  B.  ^a^  =  —  (c  —  6*), 
2  ^  a*  =  —  (d — 36^  +  26*).    Schreibt  man  „partitionssy mbolisch"  **^) 

2=^«*,  3=^a»,  6552=^a«/J'^/**  etc.,  so  gelten  die  Ver- 
knüpfungsregeln der  symmetrischen  Funktionen  [I  B  3  b,  Nr.  2,  13]: 
im  «=  (Z+ w)  +  Q*^)  (J  ^  w)  etc.  Jede  Syzygie  (Nr.  8)  erzeugt  weitere, 
indem  z.  B.  552  geändert  wird  in  resp.  5552,  6552,  7552  etc.    Cayley 

leitet  so  die  erzeugende  Funktion  (Nr.  9)  7 577 zr r-  ab, 

®  ^  ^  (1— a;*)(l  — ä')...(1— x^)       ' 

nach  deren  Entwickelung  der  Koeffizient  von  xi*^  die  Zahl  der  asyzy- 

getischen   Seminvarianten   vom   Grade  j   und  Gewichte  w  ist.     Mac 

Mahon^^)  konstruiert  induktiv  die  erz.  Funktion  x!^^"^  —  1  |2.3.4...j 

241)  Über  den  sog.  „Zerlegungssatz"  von  Clebsch  vgl.  „Clebsch**  p.  257. 

242)  Ä,  Buchheim,  Lond.  Math.  S.  Proc.  17  (18S6),  p.  80;  Ä.  B,  Kempe 
ib.  p.  107;  24  (1893),  p.  97  „rechnet**  mit  den  Bildern  der  Invarianten. 

243)  Acta  math.  15  (1891),  p.  193. 

244)  Math.  Ann.  7  (1874),  p.  12,  538.  Vgl.  B.  Sturm  in  Math.  Ann.  14 
(1879),  p.  9. 

245)  Lond.  M.  S.  Proc.  10  (1879),  p.  124, 214;  vgl.  W.  SpoUiswoode  ib.  p.  204. 

246)  Amer.  J.  of  Math.  7  (1884),  p.  26.  Bez.  der  daran  sich  anschliessenden 
„neuen"  Theorie  der  symmetrischen  Funktionen  desselben  Verf.  s.  I B  3  b,  Nr.  10. 

247)  Amer.  J.  of  Math.  7  (1884),  p.  1,  69;  Quart.  J.  20  (1884),  p.  212. 

248)  Die  Beziehung  zur  universellen  Algebra  Sylvester^ %  bei  Sylv.,  Amer. 
J.  of  Math.  5  (1883),  p.  79;  ib.  6  (1883),  p.  270;  B.  Peirce,  ib.  4  (1881),  p.  97. 

249)  1.  c.  Einen  andern,  mehr  verifizierenden  Beweis  für  StroKB  Formel 
(Anm.  235)  giebt  P.  Mac  Mahon,  Lond.  Math.  S.  Proc.  26  (1895),  p.  262  (Anm.  336). 
Vgl.  Cayley,  Anm.  250. 
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für  die  „Perpetuanten"  i.  e.  irreducibeln  Seminyarianten,  die  von  S^rch^^ 
bewiesen  wurde  (diese  Nr.  oben).  Cayley  *^)  hat  diese  Richtung  aus- 
gebildet und  ausgedehnte  Tabellen  hinzugefügt. 

13.    Aronhold'a  Prosess.   Polaren.     Der  ,^onhold'sche  ProzessE^ 
lautet:  -Dpg^^'sfö— ,    unter  pi,  qi  2    kogrediente    Grossenreihen 

verstanden;  sind  «die  Pi,  qi  Variable,  so  s^  man  meist  „Polaren- 
prozess'*^^^).  —  Sind  6,-,  Ui  gleichstellige  Koeffizienten  von  2  Formen 
Fnf  Gnj  so  vermittelt  JDta^^^)  nach  Aronhold  und  Cld>sch  die  symbolische 
Darstellung  einer  Invariante  g^^  Qrades  einer  Urform  als  Simultan- 
invariante von  g  Linearformen  (Nr.  12).  —  Solange  die  6  von  den  a 
unabhängig  sind,  lässt  sich  Dba  direkt  iterieren;  besteht  aber  zwisdien 
den  bj  a  eine  invariante  Verknüpfung,  so  zieht  man  mit  Gardan  ^ 
Bekursionsformeln  resp.  Reihenentwickelungen  (Nr.  17)  heran.  — 
Wenn  Df,aJ=^0  ist,  ist  J  eine  Kombinante  (Nr.  24)  von  Fn{x\a), 
Gn{x\h)]  Abhängigkeiten  «wischen  den  a  und  b  sind  hier  schwer 
zuzüglich  *^).  ^ 

Dba  wird  zum  „Evektantenprozess''*^),  wenn  F{x\(C)  die  reale 
fi*"  Potenz  von  Uxj  G(b)  eijie  Invariante  fi*®°  Grades  von  F  ist.  Sei 
fn  die  Urform,  Ei  die  erste  Evektante  der  Invariante  i,  so  ist 
(/",  Ei)n-^i  EE5  0,  (/)  Ei)n  =  ciy  wo  c  ein  Zahlenfaktor;  diese  beiden 
Eigenschaften  sind  nach  Gordan  ^^)  den  beiden  Differentialgleichungen 
für  i  äquivalent. 

Sind  die  piy  qi  irgend  2  Kolonnen  der  S-Koeffizienten  und  geht 
F{x\a)  durch  8  über  in  t'{x\a)y  J{d)  in  J\a)y  so  sind 
DpqJ'  =  0   nach   Aronhold  ^^^)   die   Differentialgleichungen    für   eine 


260)  Amer.  J.  of  Math.  16  (1893),  p.  1. 

261)  Vgl.  wegen  der  Bedeutung  des  Polarenprozesses  für  die  Geometrie 
z.  B.  H.  Thieme^  Math.  Ann.  28  (1887),  p.  133,  sowie  die  ausführlicheren  Lehr- 
bücher über  neuere  Geometrie  z.  B.  „Clebsch-Lindemann". 

251  *)  Über  eine  bemerkenswerte  Anwendung  des  Prozesses  2>^^  bei  Änm- 

hold  auf  die  Umformung  des  Integrals  /!R(x,  y)dx,  wo  E  eine  rationale  Funk- 
tion, und  x^  y  BXL  eine  Relation  C^  (x,  y^  1)  ==  0  gebunden  sind,  s.  n  A  2,  Kr.  29, 
Anm.  176,  179. 

262)  „Gordan«  2,  §  5. 

263)  1.  c.  §  6^  bes.  p.  74.  Ein  besonderer  Fall  bei  Gundelfinger,  Math. 
Ann.  4  (1871),  p.  164. 

264)  „Gordan«  2,  p.  128;  „Study"  p.  41. 

256)  „Gordan«  2,  p.  129;  für  C^:  „Study«  p.  170.     Vgl.  Nr.  18,  Anm.  316. 
266)  J.  f.  Math.  62  (1863),  bes.  p.  287,  293;  weiter  entwickelt  bei  P.  Gram, 
Math.  Ann.  7  (1874),  p.  230. 


14«   Überschiebungs-  und  t^Prozess.  367 

Invariante  J  (Nr.  18).  F.  di  Bruno  ^^'')  hat  die  direkte  Überführung 
in  die  übliche  Form  vollzogen. 

Gordan  *^)  entwickelt  ein  symbolisches  Produkt  mit  2  Variabein- 
reihen (a?!,  x^),  (jfi,  y^)  in  eine  Summe  von  Polaren,  die  nach  Potenzen 
von  (xy)  fortschreitet.  Man  schreibe  die  Urform  fm^n{^)  symbolisch 
=  a]^6*;  die  h^  Polare  P  von  f  bez.  der  (y)  wird  eine  Summe  von 
k  -\-  1  Gliedern  G^,  ög, . . .,  dann  besitzt  Gi  —  Gk,  wie  auch  Gi  —  P 
selbst y  den  Faktor  (xy)  (ab)]  bei  geeigneter  Erweiterung  stellt  G 
jedes  symbolische  Produkt  in  (x),  (y)  dar.  Der  Satz  ist  ausdehnbar 
auf  m  Variabeinreihen,   auf  temäre   Formen  etc. 

A.  CapeUi^^^)  hat  den  Polarenprozess  zum  Kern  der  Formen- 
theorie gemacht;  bei  n  Reihen  von  v  Variabein  (x\  (y), . . .  (v)  fragt 
er  nach  den  Verknüpfungen  zwischen  den  n^  =  N  „elementaren" 
Operationen  Dx«,  Dxyj  - .  •  Dyxy  Dyyy ...  So  ist  der  „Klammerausdruck" 
DikDim  —  DimDik  eine  lineare  Form  der  D  u.  s.  f.  Identitäten  der 
Art  führen  zu  den  charakteristischen  Differentialgleichungen  für  die 
Polaren  ^^).  —  Allgemeiner,  wenn  D^ ,  D^ , .  .  .  Du  die  D  in  irgend 
einer  festen  Folge  bezeichnen,  lasst  sich  jede  Form  F  der  D  —  die 
von  der  Folge  der  D  in  jedem  öliede  abhängt  —  in  die  Gestalt 
bringen  ^cDj' Dg*. .  .D^^.  Soll  F  mit  jeder  analogen  Operation 
i.  e.  mit  allen  D  vertauschbar  sein,  so  wird  F  in  den  n  Variabeln- 
reihen  symmetrisch  und  eine  beliebige  Form  von  n  einfachsten,  linear 
unabhängigen  Operationen.  Damit  werden  andere  invariantive  Prozesse, 
vor  allem  ,yß"  (Nr.  2, 14)  auf  die  D  reduziert.  Für  A  als  Determinante 
der  (x),  (y), ...(«?)  wird  ßA  die  Determinante  der  D^*,  Bxy, . . ., 
nur  dass**^)  in  der  Diagonalreihe  noch  die  Zahlen  0,  1,  2,  •  •  •  w  —  1 
additiv  hinzutreten^**). 

14.  Übersohiebungs- und  i^^ProseBs.  Normierang  einer  linearen 
Differentialgleichung.     Sylvester  ^^)  konstatiert  (Nr.  16),  dass,  wenn 

267)  „Bruno"  p.  162. 

268)  „Gordan"  2,  §  2,  bes.  p.  26;  vgl.  E.  Pascal,  Nap.  R.  (2)  1  (1887),  p.  200. 

269)  „Fondamenti**.  Vgl.  Nr.  9,  Anm.  192.  Die  späteren  Untersuchungen 
hat  Capelli  zusammengefasst  in  Math.  Ann.  37  (1891),  p.  1.    S.  „Inv.-Ber."  p.  200. 

260)  Math.  Ann.  87,  p.  4.  Ober  eine  Anwendung  auf  die  Uesse^sche  Form  H 
8.  Nr.  27. 

261)  Nap.  Atti  (2)  1  (1888);  Nap.  Rend.  (2)  2  (1888),  p.  45,  189;  ib.  (2)  7 
(1893),  p.  29, 166;  Gi.  di  mat.  32  (1894),  p.  376  «  Chic.  Congr.  P.  1896  (1893),  p.  36. 

262)  In  den  Arbeiten  von  1893/94  (1.  c.)  geht  Capelli  auch  näher  ein  auf  die 
Syzygien  (Nr.  8)  zwischen  vertauschbaren  Polaroperationen,  auf  „volle  Systeme" 
(Nr.  6)  von  solchen  u.  dgl. 

263)  Cambr.  Dubl.  m.  J.  7  (1862),  p.  179,  194  [vgl.  Boole  ib.  6  (1861),  p.  96]. 
Oordan,  s.  Anm.  234. 
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in  JP  =  Fmipo I  a)  jedes  Potenzenprodukt  a:** x^. . . rr*"  ersetzt  wird  durch 

: <Po(tt|«),   wo   a>f»,    eine    Eontrayariante  von  F 

und  <P  entsteht;  die  „w*"  Überschiebung*'  (nach  Cfordan)  (J,  *)«. 
Speziell  f ür  ;*  =  t»  resultiert  die  „bilineare  Invariante" ••*)  ^jp,afa,- , 
wo  die  pi  die  bez.  Polynomialkoeffizienten  sind.  Sollen  die  pi 
herausfallen ;  so  hat  man  entweder  eine  der  beiden  Urformen  F,  9 
ohne  Pi  anzusetzen,  oder  aber««*)  in  beiden  -  dann  „präpariert«  ge- 
nannten, —  die  j/p,-  als  numerische  Koeffizienten  einzuf&hren  (Nr.  16). 
Allgemeiner,  wenn  i^j*),  <P^(t)  die  T^"^  Polaren  von  F^=F^(z\a\ 
0  =  Oft{u\a)  bez.  (y)  resp.  (i?)  sind,  imd  man  sieht  Fj^yy  ^,(t)  ab 
Urformen  ä;**'  Ordnung  resp.  Klasse  in  (y)  resp.  {y)  an,  so  ist  nach 
Sylvester  ^^)  (F  {k),  ^^w)^  eine  Komitante  von  F,  O,  die  Crordan^ 
als  „Ä;^  Überschiebung  von  J"  und  4^'  bezeichnet  und  zur  Orundlage 
der  Formentheorie  gemacht  hat.  Schreibt  man  F  =  a^,  <P  =  ug,  so 
wird  (Fy  0)j^  =  a^-^u/^-^  (aa)*  i.  e.  „(F,  <P)^  entsteht  aus  dem  Pro- 
dukte F9  =^  a^uf^f  indem  man  X;-mal  ein  Faktorenpaar  d^u^  durch 
den  „Klanunerfaktor**  «**)  (aa)  ersetzt,  oder  wie  Gordan  sagt,  F0 
h-mel  „faltete  *' ***)  Man  kann  sich  auch  auf  kogrediente  Variabein- 
reihen {x\  (y),  (jef), . . .  beschränken«*^);   fttr  3  temare  Urformen  etwa 

i^m  =  a:,  G,  =  yi,  H,  =  cl  wird(F,ö,fl)*  =  (a6tj)*a:-*6r*cr*. 
Spezialisiert  man,  indem  man  p  =  q  und  bpCg  als  alternierende  Form  der 
y,  z  nimmt,  so  kehrt  man  zu  {F,  9)k  zurück.   Andererseits  liefert  Cayley^s 

o         o         o 

Prozess(Nr.l2,  Anm.226)  ü  =  ^^  ^  j~  >  *^^  ^^«^  Ä^mal  aus- 
geübt, bis  auf  einen  Zahlenfaktor,  gerade  (a6c)*a"'~"*6P~"*c*""*  i.  e.: 
„Der  Prozess  ü*,  auf  ein  symbolisches  (temäres)  Produkt  a^b'^tfl 
ausgeübt,  ist  äquivalent  der  Ä;-maligen  Faltung  des  Produktes  oder 
der  k^^  Überschiebung  der  Formen  «^ ,  fc** ,  cj  (und  entspr.  allgemein)«. 
Überschiebt  man  2  Produkte  binärer  symbolischer  Faktoren,  so  er- 
geben sich   bei   Gordan^'^^)  analoge  Sätze,   wie  beim  Polarenprozess 

264)  Das  Verschwinden  der  büinearen  Invariante  ist  eine  Hauptquelle  der 
Apolarität  [Nr.  24]. 

265)  Cleb8<^,  Gott.  Abh.  17  (1872),  p.  14;  Sylvester,  J.  f.  Math.  85  (1878), 
p.  89  [Nr.  16]. 

266)  S.  Anm.  263.     ImpHcite  schon  bei  Cayley  (Nr.  2,  Anm.  17). 

267)  Für  f^  im  J.  f.  Math.  69  (1868),  p.  328  (besondere  Fälle  in  ansymbolischer 
Behandlung  bei  Cayley,  TV.  Mem.);  für  F^:  Math.  Ann.  1  (1868),  p.  90. 

268)  „Gordan"  2,  p.  SS.    Das  Wort  „Faltung"   im  „Programm".    Für  C^ : 
Oordan,  Math.  Ann.  17  (1881),  p.  217. 

269)  Nach  W.  Fr.  Meyer,  „Inv.-Ber."  p.  206. 

270)  „Gordan"  2,  §  3;  Math.  Ann.  17  (1881),  p.  217. 
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(Nr.  13);  speziell  wird  jedes  symbolische  Produkt  eine  Summe  ein- 
facher,  nur    noch   2    Symbole    enthaltender   Überschiebungen.     Eine 

•Vi  .  .  .  dF^*^ 

häufige   Überschiebung    ist   die    „Funktionaldeterminante"  *''^)     -« — 

von  n  Formen  F^^{x^,x^jXf^j  die  zur  ^^esse'schen  Determinante""*) 

von  G  für  ^(••)  =  |^  wird. 

.  Bei  festem  q>  stellt  (f^  q>)k  =  0  eine  lineare  Differentialgleichung 
**•'  Ordnung  D*  =  0  *'»)  für  f=  f{x)  -=f{x^ ,  x^)  dar.  Umgekehrt  lässt 
sich  jedes  (homogenisierte)  Dk  mit  rationalen  Koeffizienten  als  Aggregat 
von  Überschiebungen  einer  Form  /"mit  Formen  q>  schreiben.  E,  Waelsch^'^^) 

weist  das  nach,  indem  er  in  Bk^^,  ^^''^ ^ — =0  symbolisch 

y  z=z  a^  setzt,  und  die  Form  Dk(x^,  x^]  — ^t^i)  ^^^1^  Potenzen  von 
Gx  entwickelt  (Nr.  17);  für  n  -{•  v  =  m  resultiert 

WO  die  q>  gewisse  Formen  sind  und  über  die  numerischen  v  geeignet 
verfügt  wird.  Diese  ,,Normierung"  von  Djt  =  0  ist  für  das  Auf- 
suchen der  ganz-rationalen*'*)  Lösungen  spezieller  Typen  von  Dk  =  0 
brauchbar.  Vgl.  Anm.  203.  So  haben  G.Pick^'^^)  und  F.Klein^'^^)  die 
,,Lame'sche  Differentialgleichung'*  untersucht;  Pick  die  „gewöhnliche" 

(9^7  f\  =  9>of]  ^^^  die  „allgemeine"    (ffm,  f\  =  Vm-^f,   die   bei 
einer  gewissen  Ausartung  von  (pm  zur  allgemeinen  D^  =  0  wird^'). 
Deutet  man  mit  E,  Waelsch  *''®)  in  der  normierten  Dk  =  0  f  als 

271)  Vgl.  I B  1  b,  Nr.  17, 19, 21. 

272)  Vgl.  I B  1  b,  Nr.  22. 

273)  Prag  Deutsche  Math.  Ges.  1892,  p.  78. 

274)  Hubert,  Diss.  Königsb.  1886;  Math.  Ann.  28  (1887),  p.  881;  30  (1887), 
p.  16 ;  Ä.  Perrin,  Par.  Soc.  Math.  Bull.  16  (1888),  p.  82 ;  Ä.  Hirsch,  Kss.  Königsb.  1892. 

276)  Wien.  Ber.  96  (1887),  p.  872;  Math.  Ann.  88  (1891),  p.  139. 

276)  Gott.  Nachr.  1890,  p.  86;  Math.  Ann.  38  (1891),  p.  144;  „Über  lineare 
Differentialgleichungen  2.  Ordnung".  Autogr.  Vorl.,  Göttingen  1890/91,  1894. 

277)  Wegen  einer  damit  zusammenhängenden  Verallgemeinerung  des  Über- 
schiebimgsbegriffes  durch  Pick  s.  Anm.  286.  Zur  Normierung  der  D^  vgl.  noch 
M.  Bocher,  Göttinger  Preisarbeit  1891,  ausführlicher  in  „Über  die  Reihen  der 
Potentialtheorie",  Leipzig  1893;  G.  Fano,  Rom.  Line.  R.  (6)  4  (1896),  p.  18,  61, 
282,  292,  322. 

278)  Anschliessend  hat  Waelsch,  bes.  fdr  den  Fall  der  f^ ,  Zusammenhänge 
studiert  zwischen  den  Lam^'schen  Formen,  den  Schwesterformen  (Nr.  7),  den 
Raumkurven  und  Flächen  8.  Ordnung,  mit  Ausblicken  auf  eine  allgemeine 
„Binäranalyse  höherer  Räume"  (Nr.  24,  Anm.  388  u.  Nr.  27,  Anm.  440);  Monatsh. 
f.  Math.  6  (1896),  p.  261,  376;  Wien.  Ber.  106  (1896),  p.  741;  Deutsche  Math.- 
Ver.  4  (1897),  p.  113. 

Encyklop.  d.  math.  Wissensch.    I.  24 
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eine  wirkliche  Form  f„  (ä  ^  w),  wodurch  D*  in  eine  Form  (i^  über- 
geht;  so  gewinnt  man  eine  fär  die  Qeometrie  nützliche  projektive 
Zuordnung   von   Formen  fn  und  d^. 

15.  Substitution  eiuBeitiger  Ableitungen.  Die  Normierung  von 
Djk  =  0  (Nr.  14)  ist  auch  durch  einen  —  überhaupt  für  die  Formen- 
theorie grundlegenden  —  Satz  erreichbar,  den  Bruno^^)  för  Urformen/) 
Hubert^  und  Perrin^^)   allgemein  fÖr  F  aufgestellt  haben.    Man 

nehme  in  der  Urform  /*=/*«  (x\a)  =  f^^^(x)  o;,«  1,  setze  /^^)  =  —  f{^)t 

ww 

fW  =  —L—f''(x)  etc.,  „so  ist,  für  Cb(a.)   als  LeitgUed  (Nr.  23) 

einer  Kovariante  c  von  /*,  c=  c^iJf^^Yy  i.  e.  jede  isobare  (Nr.  18) 
Form  der  f^  vom  Gewichte  p  und  vom  Grade  g^  die  der  Bedingung 

D  =  /^o)  ^  ^  2/^1)  -—^  H =  0   genügt,    ist   eine   Kovariante 

von  f  der  Ordnung  m^=ng  —  2  p,  Der  Satz  ist  plausibel,  da  c 
durch  Überschiebungen  aus  f  entsteht  (Nr.  14),  also  eine  Form  der 
/^•)  wird,  die  für  a:,  =  0  die  nämliche  Form  Cq  der  O;  wird.  Der 
Satz  macht  ausgeartete*®*)  Urformen  zugänglich.  HiUbert^^)  hat  damit 
die  endlichen  hjpergeometrischen  Reihen  /*(a,  /},  y^  x)  invariantiv 
fixiert;  —  a  (resp.  —  ß)  ist  die  Ordnung  von  f.  Die  D^  =  0  für  /  wird 
normiert  in  (^g,  f\-\-  (^i,  /*)!  =  0;  hier  sind  y,,  q>^  einfache  Hülfs- 
formen,  nach  deren  Elimination  f  durch  y  ^  0,  wo  y  eine  gewisse  Ko- 

Variante,  charakterisierbar  ist.  Für  A = nf^^^  —^.  +  (♦*  —  1)  /^*^  r-^  H — 
wird,  wenn  Cq  wieder  eine  isobare  Form  der  f^^y  A(\,  =  -^-    Zwischen 


279)  J.  f.  Math.  90  (1880),  p.  186;  Amer.  J.  of  Math.  3  (1880),  p.  164;  Math. 
Ann.  18  (1881),  p.  280.  Vgl.  Sylvester,  Amer.  J.  of  Math.  2  (1879),  p.  867;  E.  Stroh, 
Math.  Ann.  22  (1^(86),  p.  402.  Der  Satz  von  Bru/no  erscheint  bei  /.  WelUtein,  Nova 
Acta  Leop.  74  (1899),  p.  281  (§  2)  [Auszug  in  Math.  Ann.  62,  p.  70]  als  Spezial- 
fall eines  Satzes  über  die  (binären)  Schwesterformen  (Nr.  7,  Anm.  146).  Eine 
andere  Anwendung  der  f^  giebt  Ä.  B.  Kempe,  Lond.  Math.  S.  Proc.  24  (189S), 
p.  97:  eine  Seminvariante  (Nr.  28)  von  f  ist  eine  Simultaninvariante  der  /^., 
vgl.  noch  EUioU,  Mess.  (2)  23  (1898),  p.  91 ;  Lond.  Math.  S.  Proc.  26  (1896),  p.  186. 

280)  Diss.  Eönigsb.  1886;  Math.  Ann.  30  (1887),  p.  16.  In  anderer  Form 
erscheint  die  Verallgemeinerung  schon  bei  H.  Grassmann,  Math.  Ann.  7  (1874), 
p.  638  (Anm.  146).  —  Der  Fall  /*(«)  =  0  bei  Brioschi  behufs  Transf.  d.  Gl.:  Math. 
Ann.  29  (1887),  p.  327. 

281)  Par.  Soc.  Math.  Bull.  16  (1888),  p.  82. 

282)  Math.  Ann.  30  (1887),  p.  21  (Nr.  14,  Anm.  274).  —   In   allgemeinerer 

de 
Gestalt  tritt  der  Satz  Ac^  »s  ~-i  bei  den  Differentialinvarianten  auf,  s.  Nr.  20, 

a  *v 

Anm.  326. 
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Dy  A  und  deren  Iterationen  herrschen  einfache  Rekursionsgesetze. 
Eine  isobare  Form  q  der  f^  ist  eine  „Semikovariante"  *®*)  vom 
Range  r,  wenn  in  der  Reihe  Dp,  Dq^y . . .  zuerst  Dp''+^  ^  0  ist;  für 
r  SS  0  resultiert  die  Eovariante.  q  kann  yermöge  der  Dj  A  aus 
Eovarianten  erzeugt  werden;  es  führt  das  zu  einer  Verallgemeine- 
rung^ des  Überschiebungsprozesses  *^). 

16.  Substitution  homogener  Ableitungen.  G,  Boöle^  be- 
merkt,  dass   die  S  vom  Modul  A,   die  x^,  x^  überführt  in  x^,  x^\ 

auch  ^ — ,  —  g— ,  angewandt  auf  eine  willkürliche  Funktion  %,  überführt 

"^idh"'  ~i^''^'  ^^^  ^'^  ^^^ "^  ""'*  ^^"^  a^'  -ä^  ^^8re- 
dient  sind,  was  sich  unschwer  auf  die  höheren  Ableitungen  von  x 
ausdehnen    lasst.     Aus   einer   Identität    q>{Xiy  x^^ilf{x^y  x^)    folgt 

daher    symbolisch    9,  (j|- ,  - g|-)  =  ^  (1  ^ ,  - 1  ^,),  so  dass 

jedes  Produkt  (x — )  '(x — )     durch    — r — r-  zu  ersetzen  ist.    Das  ist 

bereits  der  Überschiebungsprozess  (Nr.  14).  Ist  8  eine  orthogonale^') 
Substitution  von  x^^x^yX^y  so  folgt  aus  q>{x^j  x^^  x^)  ^  ^(a^',  x^',  x^) 

symboUsch9(g|-,g|-,g|)=*(^,,^,^);    Kogredienz    und 

Eontragredienz  fallen  hier  zusammen. 

J,  J.  Sylvester  ^^)  dehnt  das  Prinzip  „der  gegenseitigen  Differen- 
tiation^ auf  n  Variable  x^,  x^,  . . .  Xn  aus,  die  bequemer  einer  ,;Uni- 
modularen'^  S  (A  =  1)  unterworfen  werden,  während  die  n  kontra- 
gredienten    Variabehi   u^,  u^,  ...w«    invers    (reciprok)    transformiert 


2SS)  Vgl.  die  verwandten  Begriffsbildungen  von  /.  Deruffis  in  Nr.  28. 
2S4)  Bei  B.  Perrin  finden  sich  Ausdehnungen  der  Hilbert^schen  S&tze  und 
Begriffe  auf  höhere  Gebiete  Par.  S.  M.  Bull.  16  (1888),  p.  82. 

285)  Vgl.  Anm.  277.  Eine  andersartige  Erweiterung  des  Überschiebungs- 
prozesses, auf  Gebilde  p  >  0,  findet  sich  bei  Pick,  Gott.  Nachr.  1894,  p.  Sil; 
Math.  Ann.  60  (1898),  p.  381.  Verwandte  Untersuchungen  stellt  J,  WelUtein  an, 
8.  Anm.  277. 

286)  Cambr.  math.  J.  3  (1842),  p.  106;  ausführlicher  in  Gambr.  Dubl.  m. 
J.  6  (1861),  p.  87. 

287)  Anwendungen  yon  diesen  und  analogen  Sätzen  auf  Fragen  der  mathe- 
matischen Physik  geben  W.  J.  M.  Eardnne  und  W.  Thomson,  Lond.  Trans.  146 \' 
(1866);  C.  Niven,  Edinb.  Trans.  27  (1876),  p.  423;  W.  J.  C.  Sharp,  Lond.  Math.  S. 
Proc.  13  (1882),  p.  216;  B.tlie,  Th^se  Bordeaux  1892;  H.  Burkhardt  (ygl.  auch 
Nr.  6,  20),  Gott.  Nachr.  1893,  p.  166;  Math.  Ann.  43  (1893),  p.  197;  DeuUche 
Math.-Ver.  6  (1897),  p.  42;  C.  Somigliana,  Rom.  Line.  R.  (6)  4»  (1896)   p.  26. 

288)  Cambr.  Dubl.  M.  J.  7  (1872),  p.  179. 
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werden;  sodass  Ux  ungeändert  bleibt  (Nr.  2).  Dann  sind  die  x 
und  Y~7  ^^ö  ^^  **••  ^^^  g""  togredient,  und  aus  q>{Xi)  ^  if(x/)  folgt 

symbolisch  q>  (ö— )  ^  ^  (p~ )  C^^-  '^*)-   Sylvester  betont^,  dass  diese 

Identität  auch  in  realem  Sinne  gültig  bleibt.  In  der  Anwendung 
auf  die  Formentheorie  lautet  das  Prinzip:  ^^Sind  F(Xi)f  0(u,)  2  Ur- 
formen,  so   sind,   symbolisch   und  ünsymbolisch,    F(^ — ),    *(ö--) 

simultane  Eomitanten  von  F,  9,  und  das  bleibt  richtig,  wenn  die 
Zeichen  F,  9  vor  den  Klammem  durch  die  von  2  beliebigen  Eomi- 
tanten von  F,  O  ersetzt  werden,  wo  F,  O  die  x,  u  auch  zugleich  ent- 
halten dürfen." 

Zu  einer  andern  Art  von  Differentiationsprinzip  gelangt  man  nach 
Sylvester^,  wenn  man  eine  Invariante  J  von  Fm{x\a)  -^ku^  nach 
Potenzen   von   k   entwickelt,    deren   Faktoren   dann    Kontravarianten 

von  F  sind.    Es   erzeugt  also   der  „Evektantenprozess"  E  =»  u^  ^ 

-f-  w^~*Wg  g h  •  •  •;  nebst  seinen  Iterationen,  aus  J  Kontravarianten 

(allgemeiner  Komitanten)  von  F,  die  successiven  ,yEvektanten".  Ist  J 
speziell  die  Diskriminante  von  F,  so  gelangt  man  zu  den  vorher 
von  Hermite  entdeckten  „adjungierten  Formen"  (Nr.  2,  8,  18).  — 
F{x\a)  sei  eine  „präparierte"  Urform  (Anm.  265).  Dann  in- 
ducieren,  wie  Sylvester  ^^^)  successive  für  n  =  2,  3,  .  .  .  nach- 
weist, 2  reciproke  8  der  x  2  reciproke  S  der  a.  Ist  also  C(x\a) 
eine  Kovariante,    r(u\d)   eine   Kontravariante   von   F,   so   ist   auch 

C  (u    -g— j  eine  Eontravariante.    Ähnlich  geht  aus  2  Eovarianten  eine 

neue  Eovariante  hervor.  Der  Prozess  ist  auf  die  Leitglieder  über- 
tragbar (Nr.  23).  R,  lApschüz^^^  beweist  den  Satz  von.  Sylvester 
direkt,  indem  er  ihn  in  Beziehung  setzt  zu  dem  analogen,  dass  auch 
2  transponierte  S  der  x  2  transponierte  8  der  a  nach    sich   ziehen. 


V    n 


Das  letztere  wird  von  Study ^^)  auf  Eonnexe  F(x]U]\a),  9(x]U]\b) 


289)  1.  c.  p.  194. 

290)  1.  c.  p.  66,  181. 

291)  J.  f.  Math.  86  (1878),  p.  89. 

292)  Amer.  J.  1  (1878),  p.  336;  vgl.  Sylvester  ib.,  p.  841.  Der  Satz  üb«r 
die  transpon.  Subst.  symb.  bewiesen  bei  C.  le  Paige,  Math.  Ann.  16  (1879),  p.  206. 
F.  Franklin  vergleicht  die  Wurzehi  der  charakteristischen  Gleichung  der  in- 
ducierten  S  mit  denen  der  char.  Gl.  der  ursprünglichen  S:  Amer.  J.  of  Math.  16 
(1894),  p.  205. 

293)  „Study"  p.  36.     S.  Anm.  •♦)  auf  p.  220  des  „Inv.-Ber.". 
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ausgedehnt y   wo   man  die  Dualität   als   den   inneren  Grund  erkennt; 
denn  ^  a.  hi    ist    genau    so    als    identische    Eomitante    aufzufassen^ 

wie  ^XiUi.    Es  sind  also  auch  die  j-  zu  den  6  kogredient,  was  zum 

Evektantenprozess  fUr  Konnexe  fährt. 

A.  Eunoitsf^^)  erweitert  und  yervoUständigt  die  Boole-Sylvester- 
Gayley'schen  Differentiationsprozesse  unter  dem  Gesichtspunkt  des 
Rechnens  mit  Substitutionen;  eine  bemerkenswerte  Anwendung  davon 
ist  die  Ausdehnung  des  Hermite'schen  Reciprozitätsgesetzes  (Anm.  233*) 
auf  höhere  Gebiete;  es  gelingt,  aus  den  Invarianten  eines  beliebigen 
Formensystems  Invarianten  eines  zweiten,  aus  ebensoviel  beliebigen 
Formen  bestehenden  Systems  abzuleiten,  so,  dass  einem  vollständigen 
System  linear  unabhängiger  Invarianten  dort  stets  ein  ebensolches 
hier  entspricht  und  umgekehrt. 


m 


17.  Beihenentwiokelungen.  Ist  f{x]  y)  eine  doppelt  binäre 
Form,  und  lässt  man  in  die  Prozesse  D^y  ==  A,  Dyx  =  DySl  (Nr.  13, 14) 

noch  Zahlenfaktoren  eingehen:   w  A  =  y^  ^ 1-  y^  ^ — ,  nD  =  x^  ö — 

+  iTj  g— ,  mnSl  =  ^ — o ^^ — ,  so  hat  man  sofort  nach  Clebsch^^) 

und  Gordan  f=  ^Df-] qjY  {xy)Slf,  und  durch  Iteration  die  (end- 
liche) „Reihenentwickelung^^  *^)  von  f  nach  Potenzen  von  (xy) 
I.  f=A''I)^f+  a^(xy)A^-^D^-^Slf+  aj(a;y)«A*— *2>— *äY+--, 
wo  die  D^f,  D'^—^Slf,  D'^'-^Sl^f, . . .  nur  noch  von  den  (x)  abhängen, 
und  die  a  numerisch  sind;  umgekehrt  giebt  es  keine  zweite  Ent- 
Wickelung  von  f  nach  Potenzen  von  (xy)  mit  Koeffizienten,  die 
Polaren  von  Formen  der  (x)  sind.  Schreibt  man  /*=  r^sJJ  (Nr.  12), 
und  bildet  die  „Elementarkovarianten"  Ei=(rsyr^-'*  s*~'  (i  =  0, 1, . . .), 
so  sind  die  Glieder  der  rechten  Seite  von  I.  die  n*®,  (n  —  1)**, . . . 
Überschiebung  von  Eq,  E^,  .  . .  mit  {xy)\  Mithin  ist  f{x]  y)  hin- 
sichtlich des  Systems  der  invarianten  Formen  ersetzbar  durch  die  E.  — 
Clebsch  ^^^)  leitet  direkt  aus  I.  eine  analoge  Formel  ab  f£lr  eine  doppelt- 

294)  Math.  Ann.  45  (1894),  p.  381. 
296)  „aebsch"  §  7. 

296)  „Gordan"  2,  §  7,  bes.  p.  23.  Vgl.  die  Darstellung  bei  H.  S.  Baker, 
Mess.  (2)  19  (1889),  p.  91.  Die  Fonnel  I.  lässt  sich  in  gewissem  Sinne  nach 
Gordan  als  Erweiterung  der  Taylor'schen  Reihe  ansehen. 

297)  Gott.  Abh.  17,  p.  22;  Gordan,  Math.  Ann.  6  (1872),  p.  96.  Der  Be- 
griff der  „reducierten"  Urformen  lässt  Modifikationen  zu  (Beispiele  bei  Forsyth, 
Quart.  J.  23  [1888],  p.  102).  Anwendung  auf  volle  Systeme  för  F.,  unter  Be- 
nützung des  Ä-Prozesses,  bei  F.  Hertens,  Wien.  Ber.  98  (1889),  p.  691. 
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i/-äre  Form  r^;  man  spezialisiere  f  zu  rcj^-yj  und  setze  Äj—rt, 
jj  =  r  ,  iCj  =  s^ ,  y»  ^^  ^» ;  Jnittin  (a;y)  =  »"^ 5„  —  ^„ s^.  Hieraus  folgert 
Clebsch,  dass  eine  Reihe  von  Urformen  F{Xi, . , .  Xr,  Vw  -  -Vr  ©te-) 
hinsichÜich  ihrer  Eomitanten  ersetzbar  ist  durch  eine  einfachere 
Reihe  von  Urformen  ö,  die  von  jeder  Art  von  „Zwischenvariabein"**) 

^1,  Pik  =  XiVk  —  ockyiy  Piki  =^+  ^iVk^fi  etc.  höchstens  je  eine  Reihe 
enthält.    Die  G  können  noch  „reduziert"  werden^  d.  i.  den  Bedingungen 

^ =  0    unterworfen   werden,    wo    sich   die   ptti    , 

-^  ^Piki.,.^P*^vi'...  "*' 

Pi'k't...  dualistisch  gegenüberstehen.  —  Bei  Gordan ^  dient  die 
Reihenentwickelung  als  Hauptmittel  der  symbolischen  Rechnung 
(Nr.  13, 14).  CapeUi^  verdankt  man  die  Ausdehnung  auf  Formen 
F  mit  kogredienten  Reihen  von  v  Variabeln.  Die  Reihen  gehören 
nicht  sowohl  der  Formentheorie,  als  der  spezifischen  Theorie  der 
Polarenprozesse  D«,   an  (Nr.  13).  —  Der  Unterfall   der   „Konnexe" 


m 


JP(a;;  tt)  =  aj^ u^    erlaubt    nach    Gardan^^)    und    E.  Study ^    eine 
direktere  Behandlung.     Ist  A*F=  (aa)*«^""*««'*-''  die  x**  Überschie- 


a 

m    fi 


bung  von  F  mit  sich  (Nr.  14),  so  ist  Gq(x]  u)  eh  F '\- aiUgHF 
-{-  a^ul^^ F "{-  '  •  -  bei  numerischen  a  eine  in  den  EoefBzienten  von 
F  lineare  Komitante  von  F.    Die  a   sind  eindeutig  so  bestimmbar, 

dass  Aöo^^J-g — g^— ^0,    i.  e.   Gq    ein    „Normalkonnex"    wird; 

successive  auf  I,  AJP,  A'JP, . . .  angewandt,  liefert  das  Verfahren  die 
„Elementarkonnexe"  Gq,  6r^,  G^, . .  .  Dann  lassen  sich  die  nume- 
rischen ß  eindeutig  so  bestimmen,  dass 

wird.  Die  Koeffizienten  der  Gi  sind  —  bis  auf  die  Bedingungen  A  G,-  ee  0 
—  von  einander  unabhängig.    Nennt  man  mit  Bosanes  *^')  die  Konnexe 

298)  1.  c.  §  12.  J.  Deruyts  untersucht  entsprechend  Formen  mit  mehreren 
verschiedenen  Reihen  der  P,»  P,jfci  P,jfc/ •  •  •;  die  Invarianten  solcher  Formen 
werden  reduciert  auf  einfachere^  die  von  jeder  Art  von  Variabebi  höchstens 
eine  Reihe  enthalten;  Brux.  Bull.  (3)  25  (1893),  p.  460  (Nr.  18,  28). 

299)  Für  C^  bei  „Study"  2,  §  3.     Vgl.  Nr.  5  Anm.  105. 

300)  Für  C^i  G.  di  mat.  18  (1880),  p.  17.  Allgemein  „Fondamenti" ;  Pal. 
Rend.  1  (1886),  p.  1;  Math.  Ann.  37  (1891),  p.  1;  Rom.  Line.  R.  1  (1891),  p.  161; 
8  (1892),  p.  3. 

301)  Math.  Ann.  6  (1872),  p.  94,  bes.  §  4,  5. 

302)  „Study"  2,  §§  3,8,12.  St  bezeichnet  die  Formehi  I.,  11.  als  „Erste", 
bezw.  „Zweite  Gordan'sche  Reihenentwickelung". 

303)  J.  f.  Math.  76  (1873),  p.  172;  76  (1873),  p.  312;  Math.  Ann.  6  (1873), 
p.  264  [Nr.  24,  Anm.  378]. 
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^=^xK9  *  =  ^  ^^  „konjugiert",  wenn  (F,  *)  ^e  a^  6^  =  0,  und 
entwickelt  auch  (P  =  F^j  +  ft^u« F^  +  •  •  •,  so  ist  stets  u'^G.  kon- 
jugiert zu  tt*  Fj^  (i  >  k).      Analoge  Entwickelungen  gelten  für  Formen 

F^=^a^i\  —  Study  ^  hat  den  Reihenentwickelungen  eine  begriflF- 
liche  Deutung  gegeben,  auf  Grund  der  Eigenschaften,  die  die  Mannig- 
faltigkeit der  jS-Koeffizienten  besitzt*®*). 

18«  Differentialgleiohungen  der  Komitanten.  Als  Ausfluss  eines 
yerallgemeinerten  Satzes  über  Unterdeterminanten  (Nr.  2,  Anm.  17; 
12,  Anm.  224)  erscheint  bei  Cayley^  die  Existenz  linearer  partieller 
Differentialgleichungen  für  die  Hyperdeterminanten.  —  Sylvester,  Cayley, 
Aronhcld  haben  fast  gleichzeitig^'')  die  charakteristischen  linearen 
partiellen  Differentialgleichungen  für  die  einfacheren  Eomitanten  — 
die  noch  die  x  und  u  enthalten  können  —  von  Urformen  aufgestellt.  — 
Sylvester  ^^)  bedient  sich  hierbei,  als  Vorgänger  Lie%  des  allgemeinen 
Prinzips  der  „infinitesimalen  Variation"  der  Variabein.  Ist  etwa  i(a) 
eine  Invariante  von  /Ii(a;|a),  so  bediene  man  sich  der  S,  S^i  x( 
=  ^1  +  *^2  (^  unendlich  klein),  x^  =  a:^,  resp.  der  andern,  Sg :  x^  =  x^^ 
j:,'  =  €ajj -|"^2*  Setzt  man  in  i{a)  die  transformierten  o!  ein,  und 
entwickelt  nach  Potenzen  von  «,  so  liefert  das  Verschwinden  des 
Faktors  von  £  die  beiden  Gleichungen  für  binare  Invarianten  i\ 


I. 


Dass  diese  %  als  Invariante  von  f  charakterisieren,  erhellt  aus  der  Zu- 


304)  1.  c.  §  12. 

805)  Vgl.    dazu   ,,Lie-Scheffer8*\  Eont.  Transformationsgruppen,  Kap.  23. 

306)  Cambr.  math.  J.  4  (1846),  p.  193  »  Pap.  1,  p.  80. 

307)  Vgl.  die  Bemerkungen  von  Sylvester,  Cambr.  Dubl.  m.  J.  7  (1862),  p.  205 
und  Yon  Cayley,  Coli.  Pap.  2  (1889),  p.  600.  Die  systematischen  Darstellungen 
finden  sich  bei  Sylvester,  Cambr.  Dubl.  m.  J.  7  (1862)  sect.  6,  p.  204;  bei  Cayley 
im  L  und  IL  memoir  und  J.  f.  Math.  47  (1864),  p.  109  =  Pap.  2,  p.  164;  vgl. 
Brioschi,  Ann.  di  mat.  1  (1858),  p.  160;  Ann.  fis.  mat.  9  (1859),  p.  82;  bei 
Äranhold,  J.  f.  Math.  62  (1863),  p.  281.  Letzterer  stellt  die  Differentialgleichungen 
in  allgemeinster  Grestalt  auf  und  beweist,  dass  sie  die  inyarianten  Bildungen 
charakterisieren.  Sylvester  giebt  in  Cambr.  Dubl.  m.  J.  8  (1853),  p.  266  die 
Differentialgleichungen  für  die  Eombinanten  (Nr.  24);  ygl.  E.  Betti,  Ann.  di 
mat.  1  (1858),  p.  344.  Bez.  der  Diff.gleichungen  für  die  Seminvarianten  s.  Nr.  28, 
för  die  Beciprokanten  Nr.  20. 

808)  Cambr.  Dubl.  m.  J.  7  (1852),  p.  96,  204  (sect.  6).  Vgl.  „Lie-Scheffers", 
Kap.  23. 


n(n— 1) 
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sammensetzbarkeit  einer  beliebigen  (unimodularen)  S  aus  S^  und  S^, 
Ist  i  eine  Eovariante  von  f,  so  erleidet  I  eine  leicht  angebbare 
Modifikation.  Cayley^^)  der  die  DiflFerentialgleichungen  zur  Grund- 
lage  seiner  ^^memoirs^'  macht^   gebt   anders  vor.     Ffir  eine  Urform 

A(a^|«)  =/*  lässt  sich  x^  ö-^  auch  durch  Differentiation  nach  den  a 
erhalten^    nämlich    durch    den   Prozess    {iCj^-^l  eh  D/!     Mithin  ist 

{a?2g — }  —  iCgg —  ein  ,^nnihilator"  von  /)  d.  h.  er  macht  f  zu  Null, 

und  desgL   \x^j^]^—x^^^b.  —  x^j^'     Bei   x^,x^,...x^  hat 

löge  Operatoren  |  Xi  ^ —  l  —  Xi  ^ —    Aber  auch  jede 

Eovariante  genügt  diesen  Differentialgleichungen,  und  umgekehrt  — 
Die  Ausdehnung  auf  eine  Reihe  von  Urformen  und  mehrere  Variabeh- 
reihen  (x)  resp.  (u)  ist  unschwer  vorzunehmen. 

Mittelst  des  Poisson^schen  „Klammerausdrucks" '^®)  zeigt  Cayley, 
dass    eine    Invariante    i    von    f  {x\a)    „isobar'^    ist,    d.    h.    wenn 

const.  <»  <\ . .  <«  ein  Term  von  i  ist,  und  g  der  Grad  in  den  a,  so 

ist   das    „Gewicht"   w=^iai  =  —ng   konstant;    nach   Ausübung 

von  S  mit  dem  Modul  A  ändert  sich  i  um  den  Faktor  A*"  [Nr.  2].  In 
einer  Eovariante  c  von  der  Ordnung  ft  und  vom  Grade  g  bilden  die 
Gewichte  der  Koeffizienten  eine  arithmetische  Reihe  mit  der  Differenz  1, 

und  «<;  =  Y  (^^  +  f*)  wird  das  „Gewicht"  von  c. 

S.  Roberts  ^^^)  hat  in  die  Differentialgleichimgen  für  i  resp.  c  die 
Wurzeln  von  f  als  unabhängige  Variable  eingeführt.  Aronhold^^^) 
leitet  n^  Differentialgleichungen  für  eine  absolute,  wie  relative  In- 
variante  J  einer   Urform   F(x  \  a)   aus    seinem   „Aquivalenzproblem'' 

(Nr.  2, 4)  vermöge  Elimination  her;  von  den  n*  Gleichungen  sind  — - — - 

mit  den  früheren  äquivalent,  während  die  übrigen  nur  aussagen,  dass- 
J  in  den  a  homogen  und  isobar  ist.     Beide  Gleichungssysteme  sind 


309)  Vgl.  die  Bemerkungen  von  Cayley,  Coli.  Pap.  2  (1889),  p.  600  (Anhang). 

310)  I.  Mem.    Vgl  „Lie-Scheffers",  Kap.  23. 

311)  Ann.  fis.  mat.  5  (1854),  p.  409;  Br.  stellt  ib.  p.  422  ein  System  von 
part.  Differentialgleichungen  für  die  symmetrischen  Funktionen  von  n  Grössen  auf^ 
das  später  von  E.  Netto  eingehend  diskutiert  ist:  Zeitschr.  Math.  Phys.  38  (1893), 
p.  367 ;  40  (189Ö),  p.  375  [I B  3  b,  Nr.  8].  Wegen  der  Leistungen  Brwschi'B  s.  Noether, 
Math.  Ann.  50  (1898),  p.  477. 

312)  J.  f.  Math.  62  (1863),  p.  281. 
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je  linear  unabhängige  und  bilden  nach  Clebsch^^^)  ein  ^^yoUstandiges 
System^^e  d.  h.  durch  Differentiation  und  Elimination  lassen  sich  keine 
neuen  Gleichungen  gewinnen.  Im  Sinne  von  lAe^^^)  sagt  das  aus^ 
dass  die  „infinitesimalen^  S  der  a,  die  J  gestattet,  eine  Gruppe  bilden. 
Ä.  R.  Forsyth  '^^)  stellt  die  Differentialgleichungen  auf  für  eine 
Komitante  C  einer  Urform  F(x^, . .  .Xn\a\  wo  C  von  allen  piti,., 
(Nr.  17,  Anm.  298)  je  eine  Reihe  enthalten  darf.  Indem  er,  wie 
Sylvester j  „infinitesimale^'  S  zu  Grunde  legt,  gelangt  er  z.  B.  für  n  =«  4 
zu  6  Gleichungen  des  Typus: 

Vri  .  dC  dC    .  dC  dC  dC        ^ 

die  einfache  Modifikationen   erleidet,   wenn  F  die  pai...  selbst  noch 
enthalt. 

Study  ^^^)  hat,  an  Gordan  anknüpfend  (Nr.  13,  Anm.  258)  er- 
kannt, dass  gewissen  Zusammenfassungen  der  Differentialgleichungen 
für  J  eine  formentheoretische  Bedeutung  zukonmit,  dadurch,  dass  er 
jeder  infinitesimalen  S  der  x  eine  endliche  S  (mit  A  ==  0)  eindeutig 
umkehrbar  zuordnet.  Eine  gewisse  Evektante  (Nr.  16,  Anm.  290) 
von  J  unterscheidet  sich  dann  von  Fux  nur  um  einen  Zahlfaktor. 
Hierbei  haben  die  ganz-rationalen  J  nichts  mehr  vor  den  rationalen 
resp.  algebraischen  resp.  analytischen  voraus.  Die  Anzahl  der  Diffe- 
rentialgleichungen lässt  sich  „reduzieren"**^,  insofern  aus  zweien 
vermöge  des  „Klammerprozesses"  (Nr.  12,  Anm.  238  und  IL  A  6)  die 
übrigen  hervorgehen.  Kronecker  ^^^)  reduziert  anders;  er  setzt  die 
allgemeine  S  von  Xy^y . , ,  Xn  aus  einfacheren,  bei  denen  jeweils  nur 
2  X  Teil  nehmen,  zusammen.  Kronecker  gelangt  so  zu  2n  —  2  „De- 
kompositionssystemen"  S^'^  mit  niunerischen  Koeffizienten;  die  2n  —  2 
bez.  Differentialgleichungen  (für  absolute  J  tritt  noch  eine  weitere 
hinzu)  sagen   aus,   dass  J  bei  S^^  invariant  bleibt  und,   indem   sie 


313)  J.  f.  Math.  66  (1866),  p.  257.    Vgl.  11  A  6  a,  6. 

314)  Lie- Sehe  ff  er 8,  Eontin.  Transformationsgrappen,  Kap.  23  (Anm.  316). 
816)  Lond.  Math.  S.  Proc.  19  (1888),  p.  24.    In  besonderen  Fällen  schon  bei 

CapelU,  „Fondamenti".  —  Die  Reduktion  des  allgemeineren  Falles,  wo  C  von 
jeder  Art  von  p  mehrere  Reihen  enthalten  darf,  auf  den  Fall  des  Textes  führt 
J.  Deruyts  aus,  Brux.  Bull.  (3)  26  (1893),  p.  450  [Anm.  298]. 

316)  „Study"  2,  §  18  (Anm.  256,  314). 

317)  Nach  „Study'*  §  16  ist  für  n  »  3  die  Minimalzahl  tmabhängiger 
Differentialgleichungen  gleich  2.  Kronecker  behandelt  den  Gegenstand  sub- 
Btitutionentheoretisch  Berl.  6er.  1889,  p.  604  =»  Werke  3,  p.  316. 

318)  Berl.  Ber.  1889,  p.  349,  479,  603  =  Werke  8,  p.  293,  316.  Wegen  der 
verwandten  Untersuchungen  von  J.  Deruyts  s.  Nr.  28. 
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das  Kriterium  f&r  eine  Invariante  darstellen,  geben  sie  AnfscUuss 
fiber  die  inneren  Beziehungen  zwischen  AratihoUts  Gleidtungen.  Die 
Differentialgleichungen  sind  praktisch '^')  f&r  die  Bereehniing  der  J 
nfitzlich,  theoretisch'*')   f&r  unsymbolische  Beweise  widitig. 

19.  Höhere  Transformationen"^).  Gordan ^  hat  die  Formen- 
theorie der  binaren  rationalen  Transformation  T  auf  die  projektive 
Theorie  zurückgebracht  Auf  die  Urform  /»(x,  1)  wird  die  T^:  gi 
«»  (pm(^y  i)f  ^s  =  V^m(^;  1)  ausgcübt,  iudcm  man  die  Resultante  /^^^ 
(bez.  x)  von  f  und  jet^^  —  g^(p  bildet.  Man  hat  die  In>  und  Eovarianten 
der  „transformierten^  Urform  /^^>  durch  simultane  Formen  der  f,%i^ 
auszudrücken,  oder  auch  von  f  und  der  Eombinante  (Nr.  24)  d'(x]  y) 
=  ^>{x)if{y)  —  q>{y)if{x)'^  umgekehrt  ist  eine  solche  Simultanform 
erst  dann  eine  Eomitante  von  f^^\  wenn  sie  noch  gewissen  partiellen 
Differentialgleichungen  genügt,  die  ClAsch  '^  aufgestellt  und  als  voll- 
standiges  System  (Nr.  18,  Anm.  313)  charakterisiert  hat. 


319)  Wegen  der  Anwendungen  s.  die  Memoirs  von  CayUy^  Netto,  Zeitschr. 
Math.  Phjs.  38  (1893),  p.  357;  40  (1895),  p.  375,  sowie  die  Lehrbücher,  bes. 
„Elliott^.  —  Analoge  Eigenschaften  kommen  den  Differentialgleichungen  der 
symmetrischen  Funktionen  zu,  s.  I B  8  b,  Nr.  8, 9, 24, 25. 

320)  Durch  die  Untersuchungen  von  Hubert  (Nr.  9)  ist  dagegen  der  arith- 
metische Gesichtspunkt  in  den  Vordergrund  gerückt  worden. 

321)  Wegen  der  invarianten  C^taltung  der  Tschimhausen-TransformatioD 
durch  HermiU  s.  Nr.  7,  Anm.  147.    Brioschi  hat  fär  die  Koeffizienten  der  trans- 
formierten Gleichung  pari.  Differentialgleichungen  aufgestellt,  Lomb.  Ist.  A.  1 
(1858),  p.  231;  die  Potenzsummen  der  Wurzeln  der  transf.  Gl.  stellt  er  durcb- 
simult.    Invarianten  von   f^   und    gewissen   /),_j    dar:    Par.   C.   R.   124  (1897)« 
p.  661.  —  Klein  bezieht  die  Tschimhausen-Transf.  auf  ein   „typisches"  Koordi-^ 
natensystem,   s.  z.  B.  „Ikosaeder*^  Abschn.  2,  Kap.  2.   —   Im   besondem   sets^^ 
man   z  =  g{x,  1)  /  f'{x,l)j    so   geht  A^,  1)  =  /",,   über   in    eine   Form  F^{8,1) 
deren  Koeffizienten  Invarianten  sind,  falls  g  eine  Kovariante  der  Ordnung  n  — 
von  fisi:   Hermite,   Par.  C.  R.  1865;    J.  Rahts,   Math.  Ann.  28  (1886),   p.  34      -= 
Bei  „Bnino*^  p.  191  ist  f^  selbst  eine  Kovariante  von  f  (Einschränkungen  be: 
J.  Junker,  Diss.  Freiburg  1887).    Brioschi  reduziert  Hermite's  Ergebnisse  auf 
Fall,   dass  eine  Wurzel  von  f  substituiert  wird  (Nr.  16,  Anm.  280),  Math.  Ann^ 
29  (1887),  p.  327;    Ann.  di  mat.  (2)  16  (1888),  p.  181,329;   Lond.  Math.  S.  Proc^  — 
20,(1889),  p.  127,  und  normiert  so  die  hyperelliptischen  Integrale:  Rom.  Line 
(6)  4»  (1895),  p.  363. 

322)  J.  f.  Math.  71  (1870),  p.  164.    ^{x;  y)  ist  die  erzeugende  Funktion 
der  Kombinanten  von  tp  und  ^.     Cayley   f&hrt   die   quadratische  Transf.  ein 
f^  durch,  Math.  Ann.  3  (1871),  p.  359  =  Pap.  8,  p.  398. 

323)  Gott.  Abh.  15  (1870),  p.  65.  Die  kubische  Transf.  einer  /;  (u.  a.) 
lässt  sich  unmittelbar  auf  eine  lineare  zurückführen;  vgl.  noch  O.  Toreüi,  Nap. 
Acc.  P.  A.  11  (1888),  p.  215;  Pal.  R.  2  (1888),  p.  165. 


^ 
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(M>sch^^)  hat  die  Tm  von  f  zu  den  8  eines  mehrfach  aus- 
edehnten  Raumes  in  Beziehung  gesetzt.  Seien  z.  B.  Xi  die  Wurzeln 
iner  f^{X,  1),  die  einer  T^'l  =  yQ  +  Xy^  +  ^^y%/^o  +  ^^  +  ^*^ 
=  9j/^j  unterworfen  wird.  Fasst  man  die  (y),  (x)  als  2  Punkte 
iner  Ebene  auf^  so  sind  die  Wurzeln  £,•  der  transformierten  Gleichung 
f^^  (5 ,  1)  =  0  die  Schnittpunkte  der  Geraden  g  =  (y)  (o;)  :  ^erjt  =  y* 
-  ixk(k  =  0, 1,  2)  mit  den  5  Geraden  Zq  +  ^^i  +  ^^^a  =  0,  Tan- 
enten  der  C^ :  jer^*  —  4xfo;8f2  =  0.  Das  letztere  zeigt,  warum  man  för 
as  Studium  der  /'s  =  0  noch  mit  T^  ausreicht.  Die  (linearen)  5, 
ie  f^^^^  noch  zulasst,  entsprechen  der  Verschiebung  der  Punkte 
/),  (x)  auf  der  Geraden  z,  i.  e.  die  Formen  von  /^*)  sind  Kom- 
inanten  (Nr.  24)  von  (p,  ^.  Die  der  T^  spezifisch  angehörigen 
ilemente  erscheinen  so  gesondert  von  dem  Einfluss  einer  nach- 
raglichen  S.  Als  Anwendung  erscheint  bei  Cld)sch  eine  Übersicht 
her  die  formalen  Zusammenhänge  zwischen  einer  f^  und  ihren 
besolventen  y  besonders  der  „Jerrard'schen"  Form  (IB3f)  und  der 
lodulargleichung  (II  B  4  c).  L.  Maurer  '**)  untersucht  allgemein  ein- 
eutige  rationale  T  von  Urformen  Fm(xi,  x^y  . . .  a:»  |  a)  einer  be- 
timmten  Ordnung  m,  mit  Berücksichtigung  der  Ausartungen  der  jP. 
)ie  Fm  werden  in  Klassen  Sli  eingeteilt;  i^^  umfasst  alle  Fm]  Sl^  die 
urch  ein  bestimmtes  irreducibles  System  algebraischer  Gleichungen 
wischen  den  a  ausgeschiedenen  i^m ;  «^  die  durch  ein  weiteres  solches 
iystem  bedingten,  u.  s.  f.  Die  Klasse  Sli  charakterisiert  sich  dadurch, 
ass  die  a  (homogene)  algebraische  Funktionen  von  t  arbiträren  Grossen 
i,  k^y ' ' .  Xt  werden,  sodass  F  die  Gestalt  F(x  |  A)  annimmt.  Die  x 
nd  A  werden  einer  Gruppe  (II A  6)  von  (homogenen)  Transforma- 
ionen  T:  Xi  =  Xi{x  \  p),  A*  =  Lk(X'  \  p)  unterworfen,  wo  die  x'  rational, 
ie  X'  und  die  „Parameter''  p  algebraisch  eingehen.  Die  T  sollen  ein- 
eutig  umkehrbar  sein:  x' =^  X\x\p'),  X'^=L\X\p')y  wo  die  p' 
Igebraisch  von  den  p  abhängen. 

Es  existieren  Gruppen  G  von  T,  sodass  für  alle  Werte  der  p 
^(x  I  X)  übergeht  in  F^^^(x  \  A');  die  Gesamtheit  der  G  führt  zu  einer 
estimmten  Klasse  Sli  und  zu  deren  Invarianten  J.  Der  Beweis  basiert, 
bgesehen  von  Sätzen   der  Lie'schen  Theorie,   auf  einem  Satze  von 


824)  Gott.  Nachr.  1871,  p.  336;  Math.  Ann.  4  (1871),  p.  284,  cf.  „Clebsch- 
lindemann**  2*,  Abt.  3,  Nr.  11.  Wegen  der  inversen  Transf.  einer  /'^(J)  in  eine 
i«(X)  8.  noch  SpoUiswoode,  Rom.  Line.  R.  (3)  7  (1883),  p.  218;  Lond.  Math.  S. 
•roc.  16  (1886),  p.  148;  G,  PUtareUi,  Rom.  Line.  R.  (4)  1  (1886),  p.  327,  374. 

826)  J.  f.  Math.  107  (1890),  p.  89  (vgl.  Anm.  36,  117).  —  Bez.  der  alge- 
•raisch-geometrischen  Theorie  der  eindeutigen  Transformationen  von  2  und  mehr 
''ariabeln  s.  I  B  1  c  Nr.  28,  m  C  9. 


von 
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Giristoffd  (Nr.  4,  Anm.  88).  F  und  die  X',  L'  genügen  je  einer 
Anzahl  von  d  analogen  charakteristisclien  linearen  partiellen  Diffe- 
rentialgleichungen; es  lauten  etwa  die  für  F: 

wo  die  S  nur  von  den  x,   die  ji  nur  von  den  X  abhangen.     Die  J 

t 

Sli  sind  bestimmt  durch  die  d  Gleichungen  ^  Ak  01-=^®;  ^^ 

d'  von  ihnen  „wesentlich",  so  hat  Ä,-  t  —  d'  „unabhängige"  eT".  Jede 
von  F{x  I  A)  verschiedene  Lösung  von  (jP)  ist  als  „Eovariante"  von 
F  anzusehen.  Demnach  bleibt  der  wesentliche  Charakter  der  n*  Diffe- 
rentialgleichungen AronhoW^  (Nr.  18)  für  SIq  auch  für  die  Sli  erhalten. 

20.  Die  erweiterte  projektive  Gruppe.  Beoiprokanten  und 
DifferentiaXinvarianten®^^).  Bedeuten  Viy  y^,  y^y  -  * »  die  Ableitungen 
einer  Funktion  y(x\  so  geht  Sylvester  ^^'^)  aus  von  rationalen  Funktionen 
JB(yi,  j/j,  j/j, . .  ),  die  sich  nach  Vertauschung  von  y  mit  x  der  Fonn 
nach  nur  .um  einen,  in  den  yi  rationalen  Faktor  ändern.  Das  ist  der 
ursprüngliche  Begriff  der  (binären)  „Reciprokante^'  It.    Ist  U  ganz- 


326)  Die  Untersuchimgen  dieser  Nr.  lassen  sich  auch  auffassen  als  Spezial- 
fölle   der  Lie'schen   Theorie    der   erweiterten   Gruppen    oder   der  Differential- 
invariauten  kontinuierlicher  endlicher  (speziell  projektiver)  Gruppen  (vgl.  11  A  6; 
„Lie-Scheffers"  1893,    Kap.  23,    ausführlicher  bei  A.  Stöckert,  Progr.  Chemnitz, 
Realgymn.  1895);  ein  Teilgebiet  dieser  Theorie  bilden  wiederum  die  Invarianten 
linearer  Differentialgleichungen   (11  A  4),    auf  die    am  Schluss  dieser  Nr.  hin- 
gewiesen wird.    Auf  der  andern  Seite   beanspruchen   die  hier   zu  bespreche^*" 
den    Arbeiten    von   formentheoretischem   Gesichtspunkt   aus   ein    selbständig^ 
Interesse;    sie  erfordern  spezifische,   wesentlich  algebraische  Methoden  imd   ^'^' 
scheinen   ihrerseits    als  Verallgemeinerungen  fundamentaler  Sätze   der  Th«^^^* 
der  Invarianten  und  Seminvarianten  (Nr.  23).    Hier  ist  G.  Halphen  als  Hau;^^ 
Vorläufer    von   Sylvester    zu   bezeichnen:   J.  de  math.  (3)  2  (1876),   p.  267,  3*5^ 
Th^se,  Paris  1878;  J.  tc.  Pol.  cah.  47  (1880);  Par.  Sav.  [ßtr.]  (2)  28»  (1880—8-^ 
Acta  math.  3  (1884),  p. 325.    H.  macht  bes.  von  dem  Satze  Gebrauch,  dass  ei — ^ 
Differentialinvariante  durch  Differ.  nach  der  unabh.  Var.  x  wieder  in  eine  solc:^^ 
übergeht  [Anm.  282,  329];  cf.  Sylvester,  Amer.  J.  9  (1887),  p.  297;  EHwU,  Me^ 
(2)  19  (1889),   p.  7.     Die    Anwendungen    Halphen' a    auf   lineare    Differentii 
gleichungen  und  Baumkurven  hat  L.  Berzolari  verallgemeinert:  Ann.  di  mat.  C^ 
26  (1897),  p.  1.  —  Im  übrigen  vgl.  zur  ganzen  Nr.  das  Handbuch  von  L.  Sdi^^ 
Singer  über   lineare   Differentialgleichungen,  Leipzig  1895/97. 

327)  1885:    Hess.  15,  p.  74,  88;    Par.  C.  R.  101,   p.  1042,  1110,  1225,  14( 
Bearb.  von  J.  Hammond:  Amer.  J.  of  Math.  8  (1886),  p.  196;  9,  p.  1;  ib.  9(188^^ 
p.  113,  297;  10(1887),  p.  1. 
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rational,  =  ^(yi,^^, %,...)>  so  ist  der  Paktor  =  +  yi(f*  ganz);  je 
nach  dem  Vorzeichen  ist  der  „Charakter"  von  G  gerade  oder  un- 
gerade, für  fi==0  heisst  G  „absolut".  Ist  G  homogen,  =F(yj,  y^^y^^ ...), 
so  ist  F  auch  isobar;  legt  man  yk  das  Gewicht  k  —  2  bei,  und  ist  i 
der  Grad,  w  das  Gewicht  von  Fy  so  wird  ^  =  3i  -|-  w;.  F  ändert 
sich  auch  bei  den  S  der  „Translationsgruppe"  a:'  =  o;  +  a,  y'  =  y  +  6 

nur  um  einen,  in   y^   linearen  Faktor,  und  heisst  „Translationsreci- 

d  F 
prokante".  —  Ist  jP  absolut,  so  ist  ^  wieder  eine  Beciprokante;  ist 

F  nicht  absolut,  so  ist  es  doch  y^  F,  Das  führt  zu  einem  linearen 
Differentialoperator  5,  der  aus  F  unendlich  viele  solcher  Formen  er- 

zeugt.  Ist  JE  y  wie  ^ —  eine  Reciprokante,  so  wird  F  zu  einer  „ortho- 
gonalen", ^^^*)  i.  e.  F  bleibt  der  orthogonalen  Gruppe  (Nr.  3)  gegen- 
über invariant. 

g —  ^  0  ist  das  Kriterium  für  eine  „affine"  oder  „reine"  Reci- 
prokante —  im  Gegensatz  zu  den  „gemischten"  —  die  bei  der  affinen 
Gruppe  rr'  =  aa:  -|-  6y  -|-  c,  y'  =  e?a;  +  cy  -|-  /*  invariant  bleibt. 
Zwischen  den  reinen  Beciprokanten  und  den  (binären)  Seminvarianten 
(Nr.  23)  bestehen  Analogien.  Beide  genügen  je  einer  charakteristi- 
schen linearen  partiellen  Differentialgleichung'*®);  für  beide  existieren 
ähnliche  „Generatoren",  die  Formen  derselben  Art  erzeugen;  der 
Cayley^schen  Formel  (w  :  i,  j)  —  {w  —  1  •  i;  j)  (Nr.  9)  entspricht  hier 
{w  :  iyj)  —  {w  —  1  :  i  +  1,  j),  wo  j  +  2  der  höchste  Index  eines  y* 
ist;  ffir  beide  hat  man  ähnliche  „associierte  Systeme"  (Nr.  7)  oder 
„Protomorphe",  nur  dass  deren  Grad  bei  den  reinen  Beciprokanten 
beliebig  hoch  steigt,  während  er  bei  den  Seminvarianten  nur  2  oder 
3  zu  sein  braucht.  —  Während  aber  die  rationalen  Faktoren  einer 
zerfallenden  Seminvariante  wieder  Seminvarianten  sind,  trifft  das  bei 
den  reinen  Beciprokanten  nicht,  zu.  Bei  gegebenem  i,  aber  un- 
beschranktem jy  giebt  es  nur  eine  endliche  Anzahl  reiner  Becipro- 
kanten, bei  Seminvarianten  nicht,  u.  s.  w.  —  Ist  -F  zugleich  reine 
Beciprokante  und  Seminvariante,  so  wird  F  zur  „projektiven  Beci- 
prokante"  oder  „Prinzipiante"  —  nach  G.  Ecdphen^^)   „Differential- 


327»)  Vgl.  H.  Burkhardt,  Math.  Ann.  48  (1893),  p.  210  (§  9). 

328)  Berechnungen  bei  Cayley,  Quart.  J.  26  (1872),  p.  169;  ib.  26  (1898), 
p.  195;  Amer.  J.  of  Math.  16,  p.  75;  E.  B.  EüioU,  Lond.  Math.  S.  Proc.  23  (1892), 
p.  298;  24  (1894),  p.  21. 

329)  Vgl.  Anm.  326.  Halphen  untersucht  auch  (J.  fic.  Pol.  47  (1880),  p.  257, 
371)  ternäre  Differentialinyarianten  bez.  zweier  abhängiger  Variablen. 
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invariante'^  bez.  x  — ,  ist  also  invariant  bei  der  allgemeinen  projek- 
tiven Gruppe  in  x^y.  Es  lasst  sich  eine  Kette  a^^a^^a^y , . ,  von 
reinen  Reciprokanten  bilden^  derart,  dass  nach  Bildung  der  Proto- 
morphe  für  die  Seminvarianten  der  Reihe  Oo/^y^^-**  (Nr.  23) 
jede  ganz-rationale  Funktion  der  Protomorphe,  durch  eine  passende 
Potenz  von  y^  dividiert,  eine  Differentialinvariante  wird,  und  um- 
gekehrt —  Sylvester  begründet  so  eine  systematische  Integration  von 
gleich  NuU  gesetzten  Differentialinvarianten,  wie  sie  die  Geometrie"») 
oft  darbietet. 

P.  Ä.  Mac  Mahon  ''^)  hat  alle  bei  den  binaren  Invarianten  und 
Reciprokanten  vorkommenden  linear-partiellen  Differentiationsprozesse 
in  einem  Symbol  zusammengefasst,  in  das  4  arbiträre  ganze  Zahlen 
eingehen;  alle  diese  Prozesse  bilden  ein  „vollständiges  System''. 

R,  Perrin  •**)  hat  seine  Residuentheorie  (Nr.  8,  23)  auf  die  Reci- 
prokanten übertragen. 

E.  B.  EUioü^  hat  die  Reciprokanten  ausgedehnt  auf  mehrere 
Funktionen   y,  jet,  . . .  von  rr,   mit   Beschrankung   auf  cyklische   Ver- 
tauschung der  X,  y,  Zy.y  und  hat  allgemein  die  temär-projektiven'^^ 
Reciprokanten  untersucht,  Forsyih^^)  die  letzteren  dagegen  für  dei 
Fall,  dass  zwei  abhangige  Variable  linear  transformiert  werden. 
jBfaAon**^)  stellt  für  die  ersten  6  Grade  die  „perpetuierenden"  reinerrm 
Reciprokanten  auf  —  die   sich  nicht  als  Linearformen  anderer  voi — ^ 
geringerem  Grad  und  Gewicht  darstellen  lassen.  —  C.  Lefudesdorf^^        ) 
giebt   ein  Kriterium   dafür   an,   dass   eine   vorgelegte  Funktion    voi 


330)  Z.  B.   die   Aufstellung    der   Differentialgleichung  einer   C^iJO^y   di< 
HeUphen  nur  auf  indirektem  Wege  gelingt. 

331)  Lond.  Math.  S.  Proc.  18  (1887),  p.  61;  vgl.  Cayley,  Quart.  J.  26  (1893;^ 
p.  195;  ib.  19  (1888),  p.  112  wird  von  Mac  Mahon  eine  Verbindung    mit 
symmetrischen  Funktionen   hergestellt  [I B  3  b,  Nr.  10].     Temäre   Analoga   d 
Prozesses  bes.  bei  EttioU,  Lond.  Trans.  181  (1890),  p.  19.    Eine  allgemeine 
formationstheorie  solcher  Differentialoperatoren  entwickelt  EllioU,  Lond.  Math. 
Proc.  29  (1898),  p.  439. 

332)  Par.  C.  R.  102  (1886),  p.  361. 

333)  Lond.  Math.  S.  Proc.  17  (1886),  p.  172;    18(1887),   p.  142;    19  (1888 
p.  6,377;  20(1889),  p.  131.    Für  die  reinen  tem.  Recipr.  werden  6  charakt.  Di 
rentialgleichungen  aufgestellt  (1887),  imd  deren  Bedeutung  klargelegt. 

334)  Lond.  Math.  S.  Proc.  20  (1889),  p.  131. 

335)  Lond.  Trans.  180  (1889),  p.  71;   Hammond,  Lond.  Math.  S.  Proc.  1 
(1886),  p.  128  verwertet  gewisse  integrable  Recipr.  für  die  Geometrie. 

336)  Lond.  Math.  S.  Proc.  17  (1886),  p.  139  [Anm.  249]. 

337)  Lond.  Math.  S.  Proc.  17  (1886),   p.  197,  329;    18  (1887),   p.  236;  er 
/.  Griffühs,  Ed.  Times  51  (1889),  p.  137. 
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,  y,,...  eine  Beciprokante  ist.  —  A. Barry ^  zieht  „simultane"  Reci- 
okanten  in  Betracht^  mit  Berücksichtigung  solcher^  die  die  Variabeln 
bst  noch  enthalten. 

L.  J.  Rogers  ^^)  bildet  „homographische"  Reciprokanten  i.  e.  DifFe- 

OL  OR      \      "h 

itialinvarianten  der  quadratischen  Transformation  T,:  a?'  =  — x^? 

c  sc  "^  w 

=  ^^^,  Ä.  B.  Farsifth  ^)  stellt  ein  „volles  System"  für  sie  auf.  — 

;  yuj  =  1*2,  WO  Wj,  u^  2  Partikularlosungen  einer  Dn(oCy  y)  =  0, 
d  diflferenziert  man  (2n  —  l)-mal  nach  x,  und  eUminiert  die  uf, 
resultieren  n  lineare  homogene  Relationen  in  den  u^*).  Die  Be- 
itante des  Systems,  eine  „Quotientenableitung'^'*^),  ist  eine  homo- 
aphische  Reciprokante,   denn  sie  ändert  sich  bei  der  bez.  T^  nur 

1    den    Paktor    \^-)    vß^       •      So    entsteht    aus    ^-j  =  0    der 

chwarz'sche  Ausdruck^'  Sy^*  —  2y^ y^.  —  Allgemeiner  übt  ForsyOi^*) 
{  eine  Dn(Xj  y  |  a)  =  0  die  Transformationen  aus,  die  deren  Ordnung 
d  linearen  Charakter  nicht  ändern  d.  s.  eine  S  der  abhangigen  y, 
d  eine  arbiträre  T  der  unabhängigen  Variabein  x.  Forsyth  trugt  nach 
n  algebraischen  Funktionen  der  y^  y^  y%j  - » -  und  der  a,  die  nach  der 

-ansformation  von  2),  =  0  nur  einen  Faktor,  eine  Potenz  von  j— , 

nehmen.  Aus  einer  endlichen  Anzahl  solcher  Funktionen  gehen 
e  übrigen  durch  rein  algebraische  Prozesse  hervor**'). 

21«  Projektive  Invarianten  der  Krünunungstheorie^.  Voss^^) 
ht  davon  aus,  dass  sich  der  Inhalt  T  eines  Tetraeders  bei  Kolli- 
ation  nur   lun   einen  einfachen  Faktor   ändert.     Auf  einer  Fläche 


338)  Quart.  J.  22  (1888),  p.  260;  23  (1889),  p.  289. 

339)  Lond.Math.  S.  Proc.  17  (1886),  p.  220,  344;  18  (1887),  p.  130;  20  (1889), 
161. 

340)  MesB.  (2)  17  (1888),  p.  164. 

341)  Lond.  Trans.  1888,  p.  377.  Der  Name  „Schwarz'scher  Ausdruck**  stammt 
ri  Cayley,  Cambr.  Trans.  13  (1883),  p.  6  =  Pap.  11,  p.  149. 

842)  Lond.  Trans.  1889,  p.  71  (dort  frühere  Litt.).  Vgl.  die  systematische 
krst.  in  Schlesinger'^  „Linearen  Differentialgleichungen**. 

343)  Vgl.  a  Platts,  Quart.  J.  25  (1891),  p.  800.  Wegen  besonderer  Falle 
i  früheren  Autoren  s.  Forsyth  1.  c. 

344)  Man  vgl.  noch  G.  Darhoux  „Surfaces**,  Paris  1887/B9  1.  2,  sowie  die 
iwendungen,  die  Eüiott  von  den  Beciprokanten  im  Sinne  des  Textes  macht, 
nd.  Math.  S.  Proc.  17  (1886),  p.  172.  Die  Grössen  a,  (J  des  Textes  sind  die  beiden 
yarianten  der  „Laplace' sehen**  Differentialgleichung,  s.  Darhoux  1.  c.  2,  §  23. 

345)  Math.  Ann.  39  (1891),  p.  179.  Voss  betrachtet  auch  analog  beliebige 
uisformationen. 
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(III  D  3)  a;  =  x{Uy  v),  y  =  y(w,  t?),  z  =  xf(w,  «)  schneiden  sich  je  2 
benachbarte  Linien  w^j,  w^  +  ä;  v^,  v^  -|-  i  in  4  Ecken  P  =  (ti^,  t?^), 
Pi,  Pg,  Pj  =  (mq  +  A,  Vo  +  Ä)  eines  Tetraeders  T,  während  P,  P^,  P, 
ein  Parallelogramm  77  bestimmen.  P3  soll  sich  P  längs  einer  analy- 
tischen Kurve  (IIID  1)  w=Wo+A'^ -| ,  v=^VQ'\-'k't  '\ nahem. 

Dann  tritt  lim  1  /  W  bei  ausgezeichneten  Koordinatensystemen 

(Uy  v)  zu  den  Krümmungsverhaltnissen  der  Flache  in  Beziehung;  sind 
z.  B.  die  M  =  const.  Haupttangentenkurven,   so  wird   der  Grenzwert 

=  y —  KyWoK  das  Krümmungsmass  in  P  ist  (III D  3, 6).  —  Es  sei  das 

Linienelement  PP^  =  ds  =  ^edv?  +  2fdudv  -{-  gdv*,  femer  seien 
E,  F,  G  die  ^^undamentalgrössen  2.  Ordnung",  und  H=€g  —  /^ 
(ni  D  6).    Nimmt  man  (u,  v)  als  ein  „konjugiertes"  System  an  (für 

das  F=  0),  so  wird  hm  ttTtt  = ;=    t>,  ,  o^r^i/ v — i7i>   wo  die 

a,  jJ  nur  von  e,  /)  ^  abhängen.  —  Übt  man  eine  Kollineation  aus 
mit  dem  Nenner  t^x^y^z)  und  dem  Modul  A,  so  sind  a,  ß  absolute 

Invarianten,  während  JB,  Fj  G  übergehen  in  iJ'  =  —  JB,  J^  =  -7-  P^ 

G'  =  -r-  G,    wo   A    ein   nur    von    den    ersten    Differentialquotienten^ 

der  Fläche  algebraisch  abhängender  Ausdruck  ist;  endlich  H  u 
EC  =  -rj-^  Hy  K'  in  ^-^  K.     Hieraus  fliessen  zahlreiche  geometriscb 


Anwendungen,   u.  a.  der   Satz   von  72.  Mehmke^^):    „Berühren   siclr — i 
2  Flächen  in  P,  so  ist  der  Quotient  -^  der  Krümmungsmasse  in 
eine  absolute  (projektive)  Invariante. 

22«  Differentialformen  und  Differentialparameter  der  Fläche 
theorie  [III  D  3].  Die  Flächentheorie  wird  beherrscht  von  der  Tran 
formation**')  der  beiden  Differentialformen  (Nr.  21) 


346)  Zeitschr.  f.  Math.  Phys.  86  (1891),  p.  56;    vgl.  E.  Wölffing,  Zeitschir 
Math.  Phys.  40  (1896),  p.  31 ;  C.  Segre,  Rom.  Line.  R.  (6)  6*  (1897),  p.  168.    Analo, 
Sätze   für   allgemeine   Punkttransformationen  resp.  Berührungstransformation 
(n  A  6)  stellt  Mehmke  auf  ib.  36  (1891),  p.  206;  31  (1892),  p.  186;  38  (1894),  p.  T 
Mehmke  bedient  sich  zur  Ableitung  seiner  Sätze  der  Grassmann'schen  Methoden.  — 
Verallgemeinerungen  solcher  Sätze  finden  sich  bei  M.MdbtU^  Par.  C.  R.  116  (1892 
p.  926;   J.  fic.  Pol.  (2)  4  (1897),  p.  137. 

347)  Wegen  weiterer  Ausführungen  sei  verwiesen  auf  J.  Knoblattch,  „PlächecÄ^ 
theorie",  Leipzig  1888;    G,  Darboux,  „Surfaces",  Paris,  3  (1894),  4  (1896); 
Bianchi,  „Superficie",  Pisa  1894  (deutsch  v.  M.  LuccU,  Leipzig  1896 — 99),  sowi^ 
insbesondere  auf  G.  Ricci,  „Superficie",  Padova  1898.  —  Knoblauch  untersucl»:^'^ 
analog    kubische    Differentialformen,  J.   f.   Math.  103  (1888),  p.  25;    er  tren 
systematisch  in  der  Theorie  der  Differentialparameter  das  Invariante  von  dei. 
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ds^  =  A  =  edu^  -\-  2fdudv  +  gdv^, 
^  =  B=  Edu^  +  2Fdu  dv  +  Gdv^, 

(wo  g  der  Erümmungsradius).  Statt  der  u,  v  werden  eindeutige  und 
eindeutig  umkehrbare^  im  übrigen  arbiträre***)  Funktionen  te',  v  der 
w,  V  eingeführt.    Daher  transformieren  sich  die  dUy  dv  linear: 

du  =  ö—  dw  +  -ö—  dv.    dv  =  -5—  e?M  +  -^—  dv; 
du  *    dv       '  du  ^    dv       ^ 

der  Modul  sei  A.     Geht  hierdurch  eine  quadratische  Form 

A  =  a^^du^  -|-  2a^dudv  -{-  cc^^dv^ 
über  in  A',  so  geschieht  das  Analoge  für  die  bilineare  Form 

\  =  cc^i  du  du  -f-  »12  (du  dv-^-dv  du)  -}-  a^dv  dv, 
wo  die  dUy  dv]  äu,  dv  auch  durch  zu  den  dUy  dv  cogrediente  Grössen 
ersetzt  werden  dürfen  (Nr.  16).    Für  a  =  cc^^a^  —  aj^  ist  a  =  A*a', 

oder  Ya  =  A  ]/«';   ist  also  ;|r(M,  v)  irgend  eine  Funktion  der  w,  t?, 

so    erkennt    man    mit    Boole   (1.   c.)    sofort,    dass   —=r  — , =r  ~ 

^        ^  '  Ya  dv'        ya  du 

mit  du,  dv  cogredient  sind,  also  in    die  Identität  A^  =  A^'  für  die 

dt*,  dv  substituiert   werden   können,  wodurch   sie   die   Gestalt    Udu 

-|-  Vdv  =  U'du  +  V'dv   annimmt,  i.  e.  Udu  -f-  Frfv  ist  eine  lineare 

Eoyariante  von  A.     Differentiation  führt  zu  der  Invariante 

.2/  X         1    /dU       dV\ 

und  ebenso,  wenn  o  eine  zweite  Funktion  der  m,  v,  und  du,  dv  durch 
-z=r  — , —  —  ersetzt  werden,   zu    der  Invariante   Aa(;t,  o),   die 

ya  dv  ya  du 

speziell  f ür  ;c  =  o  in  ^a^{x)  übergehe.  Für  A  =  -4.  werden  A^(;c), 
A*(;|r),  A(;c,  o)  E.  BeUramfs^^)  „Differentialparameter  1.  und  2.  Ord- 
nung von  x'^  u^d  „Zwischenparameter  von  X)  o^"- 


Eoordinatenbesonderheiten ,  ib.  111  (1893),  p.  329;  er  untersucht  im  Sinne  des 
Textes  „Biegungskovarianten*^:  das  sind  Ausdrücke,  die  sich  aus  den  Ableitungen 
willkürlicher  Funktionen  von  u,v  und  aus  den  e,  f,  g  und  deren  Ableitungen 
zusammensetzen,  und  die  bei  Einführung  neuer  Variablen  in  die  formell  gleich- 
gebildeten übergehen,  ib.  111(1893),  p.  277;  113(1894),  p.  68;  115  (1895),  p.  186; 
vgl.  P.  Stachel,  ib.  113  (1894),  p.  58. 

348)  Die  Gruppe  ist  nach  Lie  die  „unendliche**  (U  A  6),  s.  Leipz.  Ber.  1891, 
p.  316,  353. 

349)  Bologna  Mem.  (2)  8  (1868),  p.  549;  man  vgl.  die  allgemeinere  Auf- 
fassung bei  Lie-Scheffers ,  Eont.  Transformationsgruppen,  Kap.  22.  —  Die  Trans- 
formation derartiger  Differentialausdrücke  bei  Einführung  neuer  Veränderlicher 

Enojklop.  d.  math.  Wissensoh.    I.  26 
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■ 

Ist  n  der  „Multiplikator"  von  A  i.  e.  nÄ  =  dp  dq,  so  beredinet 
sich  K  (Nr.  21)  zu  ^  A  lg  n.  Die  beiden  absoluten  Simultaninyarianten 
von  Af  B  hängen  direkt  mit  den  „Hauptkrümmungen"  q^^  q^  zusam- 
men, insofern 

j^  1     .     1         eG  —  2fF+  Eg  1     ^p-^^^  —  ^' 

~  9i         9%~  ^9  —  r  '     QiQi~       ~    cg  —  P 

Die  Funktionaldeterminante  von  J.,  J?,  dividiert  durch  4  yeg  —  7^,  ist 
die  ^^Ejümmungslinienform"  f;   die  Algebra  liefert  die  Sjzygie 

V^ KA^  +EAB  —  B', 

Das  Quadrat  des  Linienelements  d6  auf  der  „Gauss'schen  Kugel"  ist 
eine  Eovariante  von  A,  B:   d<y*=  —  KA  +  HB. 

23«  Seminvarianten.  Bei  Gayley^  erscheint  eine  binäre  Eo- 
variante c  durch  ihren  ersten  (resp.  letzten)  Koeffizienten  Cq  —  leading 
term,  source,  Leitglied,  Quelle  —  bestinmit,  insofern  aus  Cq  durch 
Iteration  eines  Differentiationsprozesses  die  weiteren  Koeffizienten  von 
c  hervorgehen.  Cq  hat  nur  noch  einer  charakteristischen  Differential- 
gleichung zu  genügen  (Nr.  2,  9,  16,  18).  M.  Roberts^^)  hat  hierauf 
eine  ganze  Theorie  gegründet  und  im  Besondem  auf  die  f^  angewendet; 
da  das  Leitglied  eines  Produktes  von  Kovarianten  das  Produkt  der 
Leitglieder  ist,  so  kann  jede  Syzygie  zwischen  Kovarianten  (Nr.  8) 
durch  eine  solche  zwischen  deren  Leitgliedem  unzweideutig  ersetzt 
werden.  —  Analoges  gilt  vom  Leitgliede  Gq  einer  Komitante  C  von 
Urformen  F. 

Eine  allgemeinere  Auffassung  liegt  bei  S,  2/ie'^*)  vor.  Danach  er- 
scheint eine  „Seminvariante"  Cq  von  Urformen  F  als  relative  Invariante 
einer  Untergruppe  der  allgemeinen  projektiven  Gruppe  (Nr.  2).  Es 
liege  eine  Reihe  von  binären  Urformen  fm{^\cC)y  9ni^\i)f  - » -  vor,  so 
beschränkt  man  sich  von  vornherein  auf  Formen  c^,  die  in  den  Reihen 


behandeln  nach  formentheoretischen  Prinzipien  Christoffel,  J.  f.  Math.  70  (1869), 
p.  46  und  bes.  Gundelfinger,  ib.  86  (1878),  p.  296,  s.  11  A  2,  Nr.  47. 

360)  I.  Memoir.  =  Pap.  2,  p.  244. 

361)  Quart.  J.  4  (1861),  p.  168,  324;  die  f^  in  Ann.  di  mat.  (1)  3  (1860), 
p.  340. 

362)  lAe-Scheffers,  Kont.  Transformationsgruppen,  Leipzig  1898,  Kap.  23; 
vgl.  auch  Klei}},  Erlanger  Programm  1872.  Zu  jeder  proj.  Untergruppe  gehört 
eine  specifische  Invariantentheorie  (s.  Anm.  12,  Schluss;  Anm.  363).  Tabellen 
solcher  Untergruppen  in  endlicher  Form  nach  Tabellen  von  Lie,  der  die  infin. 
Variationen  der  Gruppen  aufstellt  (s.  „Lie-Engel"  3;  „Lie-Scheflfers'')  bei  W,  Fr. 
Meyer,  Chic.  Congr.  P.  1896  (1893),  p.  187;  vgl.  die  geometrischen  Ableitungen  dort 
und  bei  U.  B.  Newsofi,  Kans.  U.  Q.  7  (1898),  p.  126.  Ein  Buch  von  News<m  über 
diesen  Gegenstand  ist  in  nahe  Aussicht  gesteUt  worden. 
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der  üf  t, . . ,  je  homogen  und  isobar  sind  (Nr.  18);  sich  nämlich  bei 
Ausübung  einer  S  der  Gruppe  (A)  Xy^  =  ax^y  x^=  Sx^  ,^nvariant 
verhalten''  i.  e.  nur  um  eine  (ganzzahlige) '^*)  Potenz  des  Moduls  aS 
ändern.  Cq  wird  zur  Seminvariante',  wenn  es  auch  gegenüber  der 
druppe  (B)  x^  =  x^  +  ßx^,  x^  =  x^  invariant  bleibt,  und  genügt 
dann  der  charakteristischen  Gleichung®^) 

Die  Ausdehnung  auf  höhere  Gebiete  stösst  auf  keine  prinzipiellen 
Schwierigkeiten  (Nr.  18).  Cq  ist,  wie  Sylvester^^^)  bemerkt,  zugleich 
Leitglied  einer  Kovariante  von  Urformen  fr,,' ,  Qn'^  •  •  •  (w'^ w,  w'^n,  •  •  •), 
die  mit  /',„,  gny-  -  -  die  ersten  (m  -f- 1),  (n  +  1),  •  •  •  Koeffizienten  ge- 
mein haben;  Cq  erscheint  so  als  Seminvariante  der  beliebig  fortsetz- 
baren „Elementreihen"  (a),  (6),  •  •  •.  Wie  2)  =  0  zeigt,  wird,  wenn 
man  a^  =  6^  =  •  •  •  =  0  setzt,  der  „Rest"  der  Seminvariante  eine  solche 

der  neuen  Reihe  <^\y  -k  7  ~t  > ' '  'i  ^i?  "2"'  "a'?  *  * '  ®^'  ^^^  erleichtert  die 

Aufstellung  der  Grundformen  und  ihrer  Syzygien  (Nr.  8,  9). 

So  bilden  nach  B.  Petrin^  die  Leitglieder  der  Grundformen 
iiner  /*n(^|«),  vermehrt  um  eine  gewisse  „Restform"  der  a,  ein  volles 
System  (Nr.  6)  der  Restformen  einer  /*«+i.  —  Syhester^'^)  begründet 
lie  Auffassung  von  Cq  als  binärer  Funktion  von  a«:  in  diesem  Sinne 
st  jede  Kovariante  von  Leitgliedem  wieder  ein  Leitglied.  Cq  besitzt 
»elbst  ein  Leitglied  —  germ.  Keim  — ,  den  Koeffizienten  der  höchsten 
Potenz  von  a^;  Sylvester  und  Perrin  wenden  das  auf  die  Struktur 
ron  vollen  Systemen  und  Syzygien  an  (Nr.  6,  8).  M,  d'Ocagne^^) 
lenkt  sich  symbolisch  a^  als  Funktion  einer  Variabeln  £,  und  a^,  Oj, . . . 


353)  Bei  komplizierteren  Gruppen,  z.  B.  bei  der  Gruppe  der  Inversionen, 
[ann  der  Faktor  auch  von  anderer  Beschaffenheit  sein:  vgl.  KUin  1.  c;  E.  Study, 
fath.  Ann.  49  (1897),  p.  497 ,  wo  das  „ApoUonische^*  Problem  formentheoretisch 
intersucht  wird  [Nr.  2,  Anm.  12]. 

864)  Cayley  1.  c.  vgl.  Nr.  9,  Anm.  178;  Nr.  18. 

866)  Amer.  J.  of  Math.  5  (1882),  p.  79;  (1883),  p.  97.  Insbesondere  werden 
lie  Perpetuanten  [Nr.  12,  Anm.  236,  249]  untersucht.  Tabellen  bei  Cayley, 
luart.  J.  19  (1883),  p.  131  =  Pap.  12,  p.  22. 

356)  Par.  Soc.  math.  B.  11  (1873),  p.  88.  P.  sagt  „pöninvariant"  för  „sem- 
nvariant^S 

367)  1.  c.  Weitere  Ausbildung  bei  J,  Petersen,  Tidsskr.  (4)  4  (1880),  p.  177; 
I  (1881),  p.  33;    (6)  6  (1888),  p.  162. 

368)  Par.  CR.  102  (1886),  p.916;  Brux.  S.  sc.  10  B,  p.  76;  11  (1887),  p.  314. 
/erwandt  sind  die  Untersuchungen  von  Bruno  [Nr.  15,  Anm.  279]  und  Mac  Mahon 
l^fr.  12,  Anm.  246]. 

26* 
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als  die  succ.  Ableitungen  von  a^.   Dann  bilden  die  — -r  (i=l,  2,--n — 1) 

ein  associiertes  (Nr.  7)  System  von  Semin Varianten;  der  Zusammen- 
hang mit  Hermite's  System  wird  bei  M,  d' Ocagne^^)  und  E,  Cesäro^ 

klargelegt.    ^,  auf  eine  Funktion  der  a  ausgeübt,  ist  nur  eine  sym- 

bolische  Abkürzung  für  den  Prozess    ^^a,-j-i  ^5    in    diesem    Sinne 

haben  ^^^)  d^Ocagne,  Perrin,  J,  Deruyts,  S.  Roberts  eine  Reihe  solcher 
,yDifferentialgeneratoren"  konstruiert.     Deruyts^^)  hat  die   Verwandt- 

Schaft  des  Prozesses  ^^a^+i  ^ 1-  ^^  6*4.1  ^  -{-...   mit  Caylejf's 

D-  und  A-Prozess  verfolgt. 

Deruyts^^)  hat  aber  weiter  allgemein  die  Theorie  der  Sem- 
invarianten von  Urformen  F  mit  (cogredienten)  Reihen  von  n  Varia- 
bein begründet. 

Er  setzt  die  S  von  x^,  x^y  -  -  -  Xn  aus  2  Reihen  einfacherer  zu- 
sanmien  von  den  Typen 

(Sh):  Xh  =  eXky  Xk  =  X*     und      (Sh,i):  o;,  =  X«  -{-  i^X*,  Xk  =  X*, 

und  legt  Formen  O  der  Koeffizienten  und  Variabeinreihen  zu  Grunde, 
die  sich  gegenüber  Sa,  Sh^i  nur  um  eine  Potenz  des  Moduls  €  resp.  1 
ändern.  Die  Forderung  bez.  der  Sh  sagt  aus,  dass  O  ,^nsichtlich 
der  einzelnen*^)  Indices  1,  2,--n  isobar^'  —  und  damit  auch  homogen  — 


369)  Par.  Sog.  math.  B.  16  (1888),  p.  183;   Brux.  S.  sc.  12  B  (1888),  p.  186. 

360)  Nouv.  Ann.  (8)  7  (1888),  p.  464. 

361)  M.  cTOcoffne,  Par.  C.  R.  104  (1887),  p.  961,  1364;  Cayley,  Quart.  J.  20 
(1885),  p.  212  =  Pap.  12,  p.  326;  Mac  Mahon,  ib.  p.  362;  Amer.  J.  of  Math.  8  (1886), 
p.  1;  -R.  Perrin,  Par.  C.  R.  104  (1887),  p.  1097,  1258;  Deruyts,  Bmx.  Bull.  13 
(1887),  p.  226;  S.  Boberts,  Lond.  Math.  S.  Proc.  21  (1889),  p.  219. 

362)  1887 — 1891,  zusanunengefasst  in  der  Theorie  g^n.  des  formes  alg., 
Brux.  1891.  Ergänzungen,  in  denen  2).  die  Reduktion  der  invarianten  Funktionen 
weiterführt,  finden  sich  Brux.  Bull.  (3)  26  (1893),  p.  258;  28  (1894),  p.  157;  Brox. 
M^m.  51  (1893),  20  S.;  Brux.  M^m.  Sav.  tt.  52  (1894),  p.  1.  Kraneeher  [Nr.  18, 
Anm.  318]  ersetzt  auch  die  allgemeine  S  durch  eine  Reihe  spezieller,  deren  jeder 
eine  Differentialgleichung  für  die  Invarianten  entspricht ;  Deruyts  verwendet  nur 
einen  Teil  der  speziellen  S  für  die  Differentialgleichungen,  während  der  Rest 
durch  arithmetische  Gleichheiten  zwischen  den  Gewichten  ersetzt  wird.  — 
C.  le  Paige  untersucht  die  Seminvarianten  für  Formen  fi{x\y\z\..,)  bei  un- 
abhängigen S,  Brux.  Bull.  (3)  2  (1881),  p.  40  [Nr.  2,  Anm.  30]. 

363)  So  schreibt  sich  eine  C^: 

^0*  «400    +  ^1*  «040    +  ^t*  «004   +  ^^0'  ^l«810   +   '   '      f 

dagegen  nach  der  üblichen  Weise: 

«0*  «0000  +  ^1'  «1111  +  ^»*  Oim  +  ^«o»  X,  aoooi  H . 
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rird.  Sei  etwa  die  Urform  C«  =  ^aikixlxiX^j  so  heisst  0,  ein 
Lggregat  von  Produkten  JJa^i^^,  „bez.  der  Indices  1,  2,  3  isobar",  wenn 
^iccijtiy  Sic  am.  ^latki  je  einen  konstanten  Wert  —  das  „Gewicht" 

k  l 

1,  »3,  »3  —  besitzt;  O  ändert  sich  bei  Anwendung  von  Sh  um  £**. 
)ie  Sh,i  lassen  sich  auf  n  —  1  solche:  Ä/,,'4.1  (i  =  1, 2, •  •  •  w  —  ly  be- 
3hranken;  das  B[riterium  für  die  Invarianz  von  O  gegenüber  Si^i^i 
\ty  dass  0  einer  linearen  partiellen  Differentialgleichung*®*)  [i,i-|-l]=0 
enügt.  „Seminvariante  Funktion"  ist  O  bei  Erfülltsein  von  [i,  ^*  + 1] = 0 
i=  1, 2,  ••  •  w  —  1),  speziell  „Seminvariante",  wenn  sie  von  den  Variabein 
•ei  ist;  für  :ri  =  jr^  =  •  •  •  =  sr«  wird  O  zur  Komitante  (Nr.  2).  Die 
Uebsch'Äronhold'sche  Symbolik  (Nr.  12)  wird  auf  seminvariante  Funk- 
onen  9  übertragen,  wobei  eine  in  den  einzelnen  Symbolen  sym- 
letrische  —  „kanonische"  —  Gestalt  bevorzugt  wird.  O  schreibt  sich 
3  als  Summe  von  Produkten  SS'axj  wo  die  d,  di  Determinanten  sind, 
ie  aus  den  n  ersten  Kolonnen  des  Schemas  der  (symbolischen)  Koef- 
zienten,  resp.  aus  den  n  letzten  Kolonnen  des  Variabeinschemas  ent- 
ommen  werden.  Der  -4ronÄo Wsche  Prozess  (Nr.  13)  wird  zugleich 
af  die  Koeffizientensymbole  und  die  Variabeinreihen  ausgeübt.  Das 
Leitglied"  einer  Komitante,  die  n  Variabeinreihen  zu  den  Ordnungen 
1,  ^Tg,  •  •  •  3r,  enthält,  ist  eine  Seminvariante  von  den  Gewichten 
i>  *2>  •  • '  ^«>  ^^^  umgekehrt  — .  Die  seminvariante  Funktion  O  ist 
^*^%}  ^^  ^»  ^®  Determinante  der  Variabein  ist;  diese  „primären 
lovarianten"^^)  %,  der  Kern  der  Theorie,  sind  allseitig  isobare  Formen 
Dn  n —  1  Variabeinreihen,  die  den  n  —  2  Gleichungen  [t,i-|-l]  =  0 
=  1, 2,  •  •  •  n  —  2)  genügen.  So  ergiebt  sich  Capelli'%  Hauptsatz  über 
,eihenentwicklungen  (Nr.  17);  weiter,  dass  die  %  ein  volles  System 
Bsitzen  (Nr.  6);  femer  Verallgemeinerungen  von  Sylvester's  „gegen- 


ieser  Begriff  des  Isobarismus  ist  die  ersichtliche  Verallgemeinenuig  des  ge- 
dhnlichen,  wenn  die  Gewichte  einander  gleich  sind  [Nr.  18]. 

364)  Die  n  —  1  Gleichungen  [t,  i  -{- 1]  »  0  ffir  eine  isobare  Form  ziehen 
e  übrigen  [h,l]  =^  0  (^  •<  Q  nach  sich.  Besondere  Fälle  dieser  Gleichungen 
hon  bei  J.  B.  Mathews,  Quart.  J.  25  (1891),  p.  127,  der  sich  auf  einen  Hülfssatz 
)n  Sylvester  stützt,  Par.  C.  R.  98  (1884),  p.  779,  868.     Vgl.  IB8b,  Nr.  8. 

Eine  rationale  seminvariante  Funktion  ist,  wie  bei  den  gewöhnlichen  In- 
krianten  [Nr.  2],  als  Quotient  zweier  ganzer  seminvarianter  Funktionen  darstellbar: 
W)ert,  Math.  Ann.  36  (1890),  p.  473;  vgl.  G.  GäHucci,  Gi.  di  mat.  36  (1897), 
.  206. 

365)  Diese  finden  sich  in  spezieller  Form  schon  bei  Capelli,  vgl.  Nr.  17, 
nm.  300.  Wegen  der  Anwendung  der  %  ^-uf  abzählende  Fragen  s.  Nr.  9, 
nm.  192,  193. 
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seitiger  Differentiation"  (Nr.  16)  u.  a.    Die  %  bleiben  auch  anwendbar 
bei  „partikulären" '**)  i.  e.  invariantiv  ausgearteten  Urformen. 

24.  Kombinanten*«')  und  Apolarität.  Sind  F^^\  FJ^\  -  •  •  Fi*^ 
Urformen  in  n  Variabein  x^,  x^j  -  -  -  x^y  so  wird  eine  Komitante  nach 
J.  Sylvester^^)  zur  ^^ombinante",  wenn  sie  sich  auch  gegenüber  einer 
8  der  F  invariant  verhält;  sie  hängt  nur  von  den  Determinanten 
gleichstelliger  Koeffizienten  der  F  ab  und  genügt  daher  noch  spe- 
zifischen Differentialgleichungen'*^).  So  ist  die  Resultante *•**)  (Nr.  26) 
von  Formen  gleicher  Ordnung,  allgemeiner  die  Funktionaldeterminante 
von  n    F(xi,  x^, . , .  Xn),  eine  Kombinante. 

Der  Begriff  der  Kombinante  wird  von  Sylvester  ^'^^)  auf  Urformen 
G  ungleicher  Ordnung  ausgedehnt  —  sie  heisst  nach  H.  S.  Whüe^^) 
dann  besser  „Semikombinante"  — :  man  multipliziere  die  G  mit  Hülfs- 
formen  niedrigster  Ordnung,  bis  man  zu  Urformen  F  gleicher  Ord- 
nung gelangt,  und  greife  dann  die  Kombinanten  der  F  heraus,  die 
von  den  Koeffizienten  der  Hülfsformen  unabhängig  sind. 

Bei  Gordan^"^^)  und  E,  Stroh^'^^)  erscheinen  die  Kombinanten  der  i^if^ 
als  die  Komitanten  der  einen  Urform  F  =  ^UiF^    bei  unabhängigen 

366)  Brux.  Bull.  (3)  23  (1892),  p.  152.  Vgl.  Maurer,  Nr.  l9,  Anm.  326.  „Stud/' 
2  §  10  ersetzt  solche  „invarianten  Gleichungssysteme*^  beim  Äquivalenzproblem 
durch  eine  Bpeihe  verschwindender  Invarianten  und  identisch  verschwindender 
Kovarianten. 

367)  Vgl.  für  diese  Nr.,  auch  wegen  weiterer  Nomenklatur  und  früherer 
Litteratur,  W.  Fr.  Meyer,  Apolarität  und  rationale  Kurven,  Tübingen  1883 
(Litteraturverzeichnis  am  Schluss),  sowie  „Inv.-Ber.**  U  D  6.  Zur  Begründung 
der  Theorie  s.  noch  Clifford,  Lond.  Math.  S.  Proc.  2  (1868),  p.  116  =  Pap.  p.  115; 
Darbaux,  Bull.  sei.  math.  1  (1870),  p.  348. 

368)  Cambr.  Dubl.  math.  J.  8  (1853),  p.  63,  256. 

369)  Sylvester,  1.  c,  p.  257;  vgl.  E.  Betti,  Ann.  di  mat.  (1)  1  (1858),  p.  344 
[Nr.  18]. 

369*)  Die  Eombinanteneigenschaft  der  Resultante,  auch  höheren  Trans- 
formationen gegenüber,  findet  sich  bei  Sylvester,  Cambr.  Dubl.  math.  J.  6  (1861), 
p.  187;  für  spezielle  Fälle  schon  bei  Jacobi,  J.  f.  Math.  22  (1841),  p.  319  = 
Werke  3,  p.  393.  Vgl.  die  systematische  Darstellung  bei  „Gordan"  1,  §  11,  der 
die  Resultante  als  besondem  Fall  der  Funktionaldeterminante  [Anm.  6,  271]  be- 
handelt. —  Die  Funktionaldet.  der  Funktionaldet.  von  n  F(ajj,  Xj,  .  .  .  a:J,  die 
im  besondem  Polaren  einer  Form  f  sind,  sind  den  jP  proportional:  Clebsch,  J.  (. 
Math.  69  (1868),  p.  355;  70  (1869),  p.  175;  Eosanes,  ib.  75  (1872),  p.  166;  M.  Pasch, 
ib.  80  (1875),  p.  177. 

370)  Cambr.  Dubl.  math.  J.  9  (1854),  p.  86. 

371)  Amer.  J.  of  Math.  17  (1895),  p.  235,  wo  die  Semikombinanten  zur  Typik 
[Nr.  7,  Anm.  160]  und  Apolarität  in  engere  Beziehung  gesetzt  werden. 

372)  Math.  Ann.  5  (1872),  p.  95,  bes.  p.  116;  vgl.  Voss,  Münch.  Ber.  1888,  p.  16. 

373)  Math.  Ann.  22  (1883),  p.  893. 
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S  der  ii  und  x.  die  die  u  nicht  enthalten.  Fällt  die  letztere  Be- 
schrankung  weg,  so  entstehen  nach  A.  JBriH*'*)  „Kombinanten  der 
Fm  in  weiterem  Sinne".  Den  Eombinanten  kommt  nach  Hubert 
(Nr.  6)  die  Endlichkeit  zu.     Eine   ausgezeichnete  Eombinante  R  ist 

I  Fm  (^^'^O  I  (  1 '  o'      ,  ) ,   wo  die   a:<'')  cogrediente  Variabeinreihen 

sind;  Gordan^'^^)  beweist,  dass  jede  Kombinante  der  F^(x)  eine  Komi- 
tante von  R  ist,  indem  er  die  Clebsdi-AronholcTsche  Symbolik  (Nr.  12) 
mit  den  Reihenentwicklungen  (Nr.  17)  kombiniert.  Stroh^'^^  ersetzt  im 
Sinne  der  Dualität  R  durch  die  Determinante  Q^  die  entsteht  durch  Er- 
^nzung  der  Koeffizientenreihen  mittels  entsprechender  Potenzprodukte 
einer  Anzahl  zu  den  (x)  kontragredienter  Variabeinreihen  (v),  (w?),-*-. 
Q  ist  eine  Kombinante  der  JP,  und  R  eine  Komitante  von  Q.  Die  Anzahl 
der  (v),  (m;),  -  -  -  ist  N  —  A",  wenn  N  die  Anzahl  der  Koeffizienten  von 
Ffn   ist.     Stroh   stellt    den    Je   „Ordnungsformen"    Fm  (^  |  öt)    N  —  k 

,yKlassenformen"  Om  (^  1 «)  —  diese  aber  ohne  Polynomialkoeffizienten 
geschrieben  —  gegenüber;  die  Komitanten  der  F  gehen  in  die  der  9 
über,  indem  man  an  Stelle  der  Determinanten  der  a  die  adjungierten 
von  denen  der  cc  setzt  und  umgekehrt.  Hier  greift  durch  Speziali- 
sierung der  O  die  Apolaritätstheorie*'')  ein.  Fm(x)  und  9m(^)  heissen 
„apolar^'*'®)  (Nr.  10),  wenn  (jP,  0)m  =  0.   Einem  Systeme  von  k  linear 

unabhängigen   Fm  (^)    „entspricht"   gerade    ein   solches   von   N  —  k 

Om(u),  sodass  stets  (Fm\  Om)m  =  0  ist:  beide  Systeme  heissen  dann 
„zu  einander  apolar^';  die  „Allgemeinheit"  des  einen  Systems  bedingt 
nach  A,  BriU^''^)  die  des  andern.     B.^  beweist,  dass  je  zwei  der 


874)  Math.  Ann.  20  (1882),  p.  385. 

875)  1.  0.  p.  116,  für  /;  in  §  11. 

376)  1.  c.  Für  Z*^  p.  403;  eine  zweite  erzeugende  Funktion  stellt  S.  auf: 
München  Progr.  Ludw.  Kreisrealsch.  1894. 

377)  S.  Anm.  367.  Für  geometrische  Zwecke,  besonders  für  die  projektive 
Untersuchung  rationaler  ßaumkurven,  hat  L.  Berzolari  die  Apolarität  weiter 
ausgebaut:  Ann.  di  mat.  (2)  19  (1891),  p.  269;  20  (1892),  p.  101;  21  (1898),  p.  1; 
26  (1897),  p.  1;  Pal.  Rend.  5  (1891),  p.  9;  7  (1893),  p.  5;  Rom.  Line.  Mem.  (4) 
7  (1893),  p.  305.  —  Behufs  Erzeugung  und  Konstruktion  algebraischer  Flächen 
hat  G.  V.  Escherich  den  Begriff  der  Apolarität  geeignet  erweitert,  Wien.  Ber. 
76  (1877),  p.  523;    82  (1882),  p.  526,  893;    90  (1884),  p.  1036  [HI  C  6,  6]. 

378)  Nr.  10,  Anm.  197,  198.  Rosa/nes  sagt  „konjugiert**,  „Clebsch-Linde- 
mann**  „vereinigt  liegend**;  Beye  scheidet  noch:  „JP  stützt  *,  *  ruht  auf  F**. 

879)  Math.  Ann.  20  (1882  dat.  April),  p.  335,  wo  zugleich  die  Erweiterung 
auf  n  Variable  gegeben  wird. 

380)  Math.  Ann.  4  (1871),  p.  530  [I  B  1  a,  Nr.  16].  Implicite  steht  der 
Satz   schon  bei  H.  Grassmawn,  Ausdehnungslehre,  Leipzig  1862,  Nr.  112.    An- 
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adjnngierten  Determinanten  der  a,  a  proportional  sind,  woraus  das 
„Kombinantenprinzip"*®^)  fliesst,  dass  die  Kombinanten  von  zwei  apo- 
laren Formensystemen  der  Anzahl  und  Form  nach  übereinstimmen. 

Die  F  seien  jetzt  binär,  =  fm  (^i,  x^  =  f^{Xyl),  BriU^^^  sondert 
aus  H  das  Differenzenprodukt  der  ai^''^  ab,  und  setzt  dann  alle  x^^^  =  x. 
So  entsteht  eine  Kombinante  Wjb(m— *+i)(i^;  1)  die  R  insofern  ersetzt^ 
als  jede  Kombinante  der  f  eine  irrationale  Form  (Nr.  11)  von  W  ist 
Die  Allgemeinheit  der  f  zieht  die  von  W  nach  sich;  will  man  um- 
gekehrt eine  gegebene  /i(,n— *-f  i)  in  die  Gestalt  von  W  bringen,  so 
bedarf  es  der  Adjunktion  einer  irrationalen  Funktion  der  Koeffizienten. 

Die  Quelle  der  Apolaritätstheorie  entspringt  der  Ausdehnung  von 
Sylvester^Q  Kanonisierung  der  f  (Nr.  10)  auf  Formensysteme.  Bei 
J.  Rosanes^^*')  liegt  der  symbolisch  bewiesene  Satz  zu  Grunde,  dass 
ifm,  ^>n)m  =  0  das  Kriterium  bildet  für  die  Darstellung  von  /"(y)  als 
Potenzsumme  der  Linearfaktoren  von  tp{f).  Speziell  sind  m  f^  dar- 
stellbar als  Aggregate  m^'  Potenzen  derselben  m  Linearformen.  Das 
Prinzip   lässt   sich  ausdehnen'®*^):    Ffn{yiy  y^,  "  -  yn)  =  0   sagt  aus, 

dass  Fm{x^y  x^y ' ' '  Xn)  apolar  ist  zu  wj*. 


Wendungen  des  Satzes  bei  Clebsch,  Gott.  Abb.  17  (1872),  p.  1;  Gardan,  Math.  Ann.  7 
(1874),  p.  433;  TT.  Fr.  Meyer,  „ Apolaritat" ;  W.  StaM  (Anm.  397).  —  Wegen  Ver- 
wendong  des  Satzes  in  der  Zahlentheorie  s.  Bachmann,  Quadratische  Formen  1, 
Leipzig  1898,  Abschn.  6,  Kap.  3. 

381)  Cyp.  SUphanos,  Par.  Sav.  [fitr.]  1880—88  [dat.  Dez.  1881].  Auszug  Par. 
C.  R.  93  (Dez.  1881,  p.  994).  Allgemein  fÄr  n  Variable  bei  Brill,  Math.  Amt 
20  (1882),  bes.  p.  336  [Anm.  879];  W.  Fr.  Meyer,  Apolaritat  §  11.  Vgl.  die  Disser- 
tationen: Ph.  Friedrich,  Giessen  1886;  W.  Gross,  Tüb.  1887  (=  Math.  Ann.  31, 
p.  136);    E.  Meyer,  Königsb.  1888. 

382)  Math.  Ann.  20  (1882),  p.  330.  Weiter  untersucht  von  B.  Igel,  Wien. 
Denkschr.  46  (1883),  p.  350;  49  (1885),  p.  277;  63  (1887),  p.  165;  Wien.  Ber 
89   (1884),  p.  218;    92  (1885),  p.  1153. 

383»)  J.  f.  Math.  75  (1872),  p.  172.   Geometrische  Anwendungen  auf  „Norm^ 
kurven"  (Kurven  n^^^  Ordnung  im  Linearraum  von  n  Dimensionen)  bei  W.  Fr- 
Meyer,  Apolarität;  auf  abwickelbare  Flächen  bei  W.  Stahl,  J.  f.  Math.  101  (1886) -r 
p.  73;  ib.  (1887),  p.  300;  104  (1888),  p.  38;  ib.  (1889),  p.  302.    Rein  geometrisch  ist^ 
die   binäre   Apolarität   untersucht   von  H.  Wiener,  Habilitationsschrift,  Darm — ' 
Stadt  1886;    vgl.  W,  Thieme,  Zeitschr.  Math.  Ph.  24  (1879),  p.  221,  276;    Math^ 
Ann.  23  (1884),  p.  697. 

383  *>)  J.  f.  Math.  75  (1873)  p.  312.  Vgl.  H.  Grassmann,  Gott.  Nachr.  1872„ 
p.  567;  J.  f.  Math.  84  (1878),  p.  273.  Lineare  Relationen  zwischen  gleich  hohen 
Potenzen  von  Linearformen  untersucht  schon  P.  Serret  geometrisch,  Geom.  de 
direction,  Paris  1869.  —  So  z.  B.  bestimmen  3  Punkte  P^,  P,,  P,  in  der  Ebene 
eindeutig  einen  vierten  P^  so,  dass  das  (7, -Büschel  (Pj,  P„  P,,  P^)  apolar  ist 
zu  einem  Klassenkegelschnitt  N,.  Bezieht  man  die  P  auf  N,  als  Normkegel- 
schnitt,  so  entsprechen  ihnen  4  /*,;   zwischen  den  f^   und  /",'  herrscht  je  eine 
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Hiermit   wird    der   Polarenprozess   kombiniert.     Man   bilde    die 

successiven  Polaren  von  F=ax  i.  e.  a«~  %,  a!?~"  üyaz^'-j  o,xO'yO>t'"0>ui\ 
verschwindet  die  letzte,  so  bilden  die  m  ,^imkte''  {x),  {y\  •  •  •  {w)  ein 
^ol-m-eck"  (Nr.  10)  von  F^  dessen  Gleichung  real  lautet  Mx%w,--ti„=0. 
Das  Kriterium  för  ein  Pol-w-eck  von  F  ist  die  Apolarität  von  F  und 
UxUy'-'  Uuf'i  ein  „(volles)  Pol-(m  +  l)-eck''  ist  ein  solches,  von  dem  je 
m  Ecken  ein  Pol-?»-Eck  bilden  u.  s.  f. 

Algebraisch  sind  das  Sätze  wie:  eine  Cm  ist  mittels  der  „Seiten" 
eines  Pol-(w-}-l)-ecks  als  Summe  von  Potenzen  (von  Linear- 

formen) darstellbar.  —  Zur  Apolaritätstheorie  irreduzibler  Formen  in 
höheren  Gebieten  hat  0.  Hesse^  den  Grund  gelegt,  insofern  (Cg,  K^)^  =  0 
das  Kriterium  dafür  ist,  dass  vermöge  einer  (und  dann  auch  unend- 
lich vieler)  S  die  eine  Form  nur  die  Quadrate,  die  andere  nur  die 
Produkte  der  Variabein    aufweist.      Rosanes^^)    und    Reye^   haben 


lineare  Relation  [Anm.  204,  212].  Artet  N,  aus  in  das  Ereispunktepaar,  so  ergiebt 
sich,  dass  alle  gleichseitigen  Hyperbeln  durch  Pj,  P,,  P,  noch  durch  einen 
Tierten  Punkt  P^  gehen  [Cayley,  Phil.  Mag.  13  (1867),  p.  428  =  Pap.  3  p.  254]. 
Dieser  Satz,  verbunden  mit  der  durch  das  C, -Büschel  festgelegten  ein-eindeutigen 
quadratischen  Verwandtschaft  [HI  C  9],  beherrscht  einen  wesentlichen  Teil  der 
elementaren  Dreiecksgeometrie  [UI  A  2].  —  Analog  bestimmt  im  Baume  ein 
Tetraeder  (Pj, . . .  P4)  ein-eindeutig  ein  zweites  (P5, . . .  Pg)  so,  dass  die  Pj,...Pg 
die  Grundpunkte  eines  Netzes  von  t\  bilden,  das  zu  einer  festen  kubischen 
Raumkurve  apolar  ist.  Algebraisch  heisst  das,  dass  vier  gegebene  /j  ein-ein- 
deutig vier  weitere  /,  derart  bestimmen,  dass  zwischen  allen  f^  und  f^*  je  4 
lineare  Relationen  herrschen. 

384)  J.  f.  Math.  45  (1853),  p.  82.  Eine  Ausdehnung  auf  C,  giebt  0.  Schle- 
BingeTy  Math.  Ann.  30  (1887),  p.  453.  Das  Kriterium  von  (C,,  K^\  »  0  lautet, 
dass  die  C,  cx)  Polfünfecke  der  K^  enthält  (vgl.  B.  de  Paolis,  Rom.  Line.  Mem.  (4) 
8  (1886),  p.  265).  Damit  ist  eine  Übertragung  der  Apolarität  auf  (elliptische)  C, 
verbunden,  s.  0.  Schhsinger,  Math.  Ann.  30  (1887),  p.  468;  31  (1888),  p.  183;  83 
(1889),  p.  315.  Im  Anschluss  hieran  stellt  F.  London,  Math.  Ann.  36  (1890),  p.  535 
eine  resp.  mehrere  0,  als  Summen  von  Kuben  linearer  Formen  dar;  s.  die  Er- 
^^nzung  bei  G.  Scorza,  Math.  Ann.  51  (1898),  p.  154.  Wegen  entsprechender 
Untersuchungen  über  C^  s.  G.  Scorza,  Ann.  di  mat.  (3)  2  (1899),  p.  155. 

885)  Math.  Ann.  6  (1873),  p.  264.  Anwendungen  auf  linear  abhängige 
Punktsysteme:  J.  f.  Math.  88  (1880),  p.  241;  90  (1881),  p.  303;  96(1888),  p.  247; 
100  (1887),  p.  311  [Nr.  8,  Anm.  79]. 

386)  J.  f.  Math.  72(1870),  p.  293;  77  (1874),  p.269;  78(1874),  p.  114,  845; 
79  (1875),  p.  169;  82  (1877),  p.  1,  54,  173  (vgl.  Anm.  198).  Weiterhin  hat  Beye 
^om  Gesichtspunkte  der  Apolarität  aus  eine  systematische  Theorie  der  linearen 
Ifannigfaltigkeiten  projektiver  Büschel,  Bündel  u.  s.  f.  aufgestellt:  Berl.  Ber.  1889, 
p.  838;  J.  f.  Math.  104  (1889),  p.  211;  106  (1890)  p.  80,  815;  107  (1890),  p.  162; 
108  (1891),  p.  89  [Anm.  440].  E.  Titnerding  liefert  eine  Weiterbildung  und  zu- 
gleich Vereineinfachung  von  Beyers  Theorie:  Gott.  Nachr.  1898,  Heft  8. 
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daraus,  mittels  des  Eombinantenprinzips,  eine  Apolaritatsiheorie  für 
Systeme  von  C^  resp.  im  Räume  von  F^  und  Kurven  3.  Ord.  ent- 
wickelt. TT.  Fr,  Meyer^'^  hat  die  Äpolaritats-  und  Eombinanten- 
theorie  höherer  Oebiete  der  der  binären  Eombinanten  untergeordnet, 
insbesondere  vermöge  einer  Reihe  von  Übertragungsprinzipien '^);  auf 
Grund  von  kanonischen*®^)  Koordinatensystemen  werden  die  Polaren- 
prozesse umgesetzt  in  Umwandlungen  elementar-symmetrischer  Funk- 
tionen. So  ninmit  die  Bedingung,  dass  zwei  Punkte  bez.  einer  Q 
konjugiert  sind  (III C  1),  eine  in  deren  Koordinaten  linear-symmetrische 
Gestalt  an,  die  je  nach  Spaltung  der  Argumente  verschiedene  geo- 
metrische Deutungen  liefert.  0.  Schlesinger^^)  und  W.  Fr.  Meyer  ^) 
sehen  dabei  mit  Vorteil  die  nämliche  Form,  etwa  eine  C^,  einmal  als 
Ordnungs-,  einmal  als  Klassen  gebilde  an.  Ist  die  Ordnung  einer  f^  zer- 
legbar =  m^m^j  so  greift  ein  anderes  Hülfsprinzip  ein:  die  Wurzeln  von 
f„^  werden  gedeutet  als  „Punkte*'  einer  „Normkurve" '*^)  [Anm.  383*]: 

im  ^i?^-fach  ausgedehnten  Linearraum. 

Dies  gestattet  z.  B.  Sylvester'^  Kanonisierung  einer  f^  und  einer 
F^{x^j  x^y  x^j  x^  (Nr.  10)  als  invariantiv  äquivalent*^)  anzusehen. 
Bei  zwei  Scharen  apolarer  fm  wird  die  Kanonisierung  der  einen  äqui- 
valent mit  dem  Auftreten  gemeinsamer^^)  Faktoren  bei  der  andern. 
Für  die  erweiterten  Kombinanten  (s.  oben)  von  h  Urformen  /*„,  ersetzt 


387)  „Apolarität". 

388)  „Apolarität"  bes.  Kap.  3.  Vgl.  noch  Math.  Ann.  21  (1883),  p.  434, 
441,  528.  Eine  weitere  Ausbildung,  auch  für  nicht  apolare  Gebilde,  giebt  Study, 
Leipz.  Ber.  1890,  p.  172;  s.  auch  E.  Wadsch,  Deutsche  Math.-V.  4  (1897)  [1896], 
p.  113;  Wien  Anz.  1896  [Anm.  278,  391]. 

389)  Vgl.  damit  die  symbolische  Behandlung  für  allgemeine  Urformen  bei> 
0.  Schlesinger  (Ebene),  Diss.  Breslau,  1882  =  Math.  Ann.  22,  p.  620;  F.  Linde^ 
mann  (Raum),  Math.  Ann.  23  (1884),  p.  111  (s.  Nr.  7,  Anm.  160). 

390)  1.  c. 

391)  Hierbei  wird  ein  systematischer  Gebrauch  vom  „Prinzip  des  Projicierens'  "*" 
gemacht,  vgl.  dazu  G.  Veronese,  Math.  Ann.  19  (1882),  p.  161,  und  W.  Fr.  Meyer^^ 
„Apolarität**  [Anm.  423*].    Die  Normkurven  sind  seitdem  vielfach  behufs  binärei 

Behandlung  höherer  Räume  benutzt  worden,  insbes.  von  E.  Waelsch,  Monatah 

f.  Math.  6  (1896),  p.  261,  376;  Wien.  Ber.  105  (1896),  p.  741  (Nr.  14,  Anm.  278^ 
oben  Anm.  388). 

392)  „Apolarität"  §  32.    Analog  ist  die  vierdeutige  Hesse'sche  Kanonisie— ^ 
rung    [Nr.  11,   Anm.  210;    27,  Anm.  434]    der   C,:   x^^+ x^'^-\- x^^-{- kx^x^x^ 
äquivalent  mit  Sylvester' %  Kanonisierung   der  f^i   l^^ -{- in^^ '\- 1\^ -^^ kl^^m^^n^'^ 
[Nr.  10,  Anm.  194]. 

393)  1.  c.  §  34. 


25«   Resultanten  B  ui)d  Diskriminanten  D.  395 

• 

BriU^^)  Gorda/n!s  erzeugende  Kombinante  B  durch  eine  andere,  die 
aus  R  entsteht,  wenn  man  succeasive  für  1 ,  2,  •  •  •  ifc  Reihen  der  f 
kogrediente  Variabeinreihen  substituiert.  Geometrisch  ist  das  die  pro- 
jektive«^) Theorie  der  „rationalen  Curven"  JB^  (niC3,  4,  6,  7,  8) 
x^ix^ix^'."-:  Xd^=fm^ :  f^  :•••••  fm^  -  Die  „projektive  Erzeugung^'  dieser 
Kurven  durch  solche  niedrigerer  Ordnung  hat  W.  Fr,  Meyer^^)  auf 
eine  besondere  Reducibilität  temärer  Formen  zurückgeföhrt;  W.StOihP^'^ 
giebt  für  eine  Reihe  von  Fällen  explizite  Determinantenformeln. 

25.  Besultanten  12  und  Diskriminanten'^)  D.  In  einer  Reihe 
besonderer  Fälle  hat  man  R^^^)  und  D*^)  durch  einfachere  Invarianten 
(Grundformen)  dargestellt  [I  B  1  a,  Nr.  19,  21]. 


394)  Bei  W.  Gross,  Diss.  Tüb.  1887  (Auszug  Math.  Ann.  32,  p.  136). 
396)  Math.  Ann.  30  (1887),  p.  30.    Ein  erst  von  Hubert  (Gott.  Nachr.  1887, 
p.  30;  Math.  Ann.  36  (1890),  p.  516  [Nr.  6})  allgemein  bewiesenes  Postulat  setzt 

die  Erzeugung  der  S^  als  möglich  Toraus,  d.  h.  es  sei  möglich,  für  ein  System 

von  d  -\-  l  Formen  f^  (X)   d  Systeme  von  d  +  1  Formen  tp^  Qi)  (♦  =  1,  2,  .  .  .  d) 

so  zu  bestimmen,  dass  jede  Summe    ^f(X)  g> (ß)  durch   X  —  (t  teilbar  wird  und 

^»  =  n  ist.    Ein  besonderer  Fall  dieses  „Teilungsprinzipes"  [Anwendung  auf 

Reducibilitätskriterien :  I  B  1  b,  Nr.  5,  Anm.  9]  bei  Brill,  Math.  Ann.  36  (1890), 
p.  230,  Abdruck  (mit  Zusätzen)  aus  den  Münch.  Ber.  1886. 

396)  Für  22j  Math.  Ann.  29  (1887),  p.  447;  für  Ä*  ib.  31  (1888),  p.  96. 
Hierbei  sind  alle  Ausnahmefälle  berücksichtigt. 

397)  Math.  Ann.  38  (1891),  p.  661;  40  (1892),  p.  1  (Anm.  880).  Vgl.  noch 
B.  Schumacher,  ib.  38  (1891),  p.  298;   8t.  Jolles,  Habilitationsschrift,  Aachen  1886. 

398)  Man  vgl.  für  diese  Nr.  IBla,  Nr.  11,  16  bis  28  und  IBlb,  Nr.  11, 
12, 16  bis  21 ,  wo  die  B  und  D  vom  Standpunkt  der  Algebra  überhaupt  be- 
handelt werden,  während  hier  nur  das  Formentheoretische  in  Betracht  kommt; 
einige  Wiederholungen  waren  unvermeidlich.  Wegen  der  Differentialgleichungen 
der  B  und  D  s.  I  B  1  a  Nr.  18,  21  wegen  der  Eombinanteneigenschafben  der  B 
Nr.  24,  Anm.  369 ».  —  Über  die  Struktur  der  B  und  D  von  f^  s.  W.  Fr.  Meyer, 
Gott.  Nachr.  1896,  p.  119,  165  (bez.  der  B  vgl.  Netto,  ib.  p.  209)  [IBla,  Nr.  18, 
Anm.  103];  allgemeinere  Ansätze  für  Invarianten  von  f^  bei  Elliott,  Mess.  (2)  26 
(1896),  p.  106.  —  Über  die  verschiedenen  Formen  der  B  von  F  bei  J.  Hada- 
mard  und  0.  Biermann  s.  I  B  1  b  Nr.  14,  Anm.  61,  62.  —  Über  die  B  von  2f 
als  bilineare  Form  mit  D  =  1  bei  Gordan  s.  I  B  1  a  Nr.  18,  Anm.  104. 

399)  B{f^,  Q:  Brioschi ,  Chelini  coli.  m.  1881,  p.  221;  B{f^,  «pj 
E.  d'Ovidio,  Tor.  A.  16(1880),  p.  386;  Brioschi,  Tor.  A.  81  (1896),  p.  441 
B(f^,  9)^5):  d'Oüidio,  Nap.  Mem.  11  (1883);   Rom.  Line.  M.  (4)  4  (1888),  p.  607 

B(C^^\  C^^\  CP)  (als  Kombinante):   Sylvester,  Cambr.  Dubl.  math.  J.  8  (1853), 

p.  266,  sect.  7;  Cayley,  J.  f.  Math.  67  (1860),  p.  139  =  Pap.  4,  p.  349;  S.  Gtmdel- 
finger,  J.  f.  Math.  70  (1876),  p.  73;  F.  Hertens,  Wien.  Ber.  93  (1886),  p.  62; 
Inv.- Kriterien  für  mehrere  gem.  Wurzeln  von  2f^:  Pascal,  Nap.  R.  (2)  2  (1888), 
p.  402;  Ann.  di  mat.  (2)  16  (1888),  p.  86;  B.  Perrin,  Par.  C.  R.  107  (1888),  p.  22. 
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Darüber  hinaus  suchte  die  Formentheorie  allgemein  yorab  nach 
durchsichtigen  symbolischen  Ausdrücken  für  die  R  und  2).  Cldfsch*^) 
leistet  das  für  die  R(fn,  fi)  so  weit,  dass  die  reale  Zurückführung 
auf  eine  Reihe  intermediärer  In-  und  Kovarianten  ausführbar  wird; 
es  finden  sich  bei  ihm  auch  Ansätze  für  eine  HiFny  -Fs,  Fx\  Fi^^") 
bei  m  Variabein. 

Gordan^^^)  bildet  die  Methode  aus  für  die  Il{U,  fn\  Mit  Hülfe 
der  ,^ezout-Cayley'schen"  Resultantenform*^*)  (IBla,  Nr.  16)  und 
der  Reihenentwicklungen  (Nr.  17)  wird  R  für  m  =  n  durch  blosse 
Überschiebungen  (Nr.  14)  gewonnen;  es  werden  Kovarianten  auf- 
gestellt, deren  identisches  Verschwinden  das  Kriterium  für  eine  viel- 
fache Wurzel  von  f,,^  liefert  etc. 

Im  Falle  m  ^  w  erscheint  iJ  als  Quotient  von  zwei  symbolischen 

Ausdrücken;  für  It{fmj  /i)  gelingt  E.  Pascal^  noch  eine  direkte 
Lösung.  Neuerdings  hat  Gordan^^)  R  ganz  allgemein  durch  Über- 
schiebungsprozesse ganz  rational  dargestellt. 


Über  die  simultanen  In-  und  KoTarianten  von  zwei  f  mit  gemeinsamem  Linear- 
faktor hat  Brioschi  einen  einfachen  Satz  aufgestellt:  Par.  C.  R.  121  (1S95), 
p.  582;  Erl.  Ber.  1896,  p.  116;  vgl.  J.  Lüroih,  Erl.  Ber.  1896,  p.  119;  Noäher 
16,  p.  110. 

400)  f^:   G.  Book  bei  Cayley,  Cambr.  math.  J.  4  (1846),  p.  209  =  Pap.  1, 
p.  94;   [/im     bei    L.   Schläfli,    Wien.   Denkschr.    1852,    Abt.  2,    p.   1];   /j: 

ScUmon,  Cambr.  Dubl.  math.  J.  9  (1854),  p.  32;  f^i  Brioschi,  Ann.  di  mal 
(2)  1  (1867),  p.  159,  ausgeführt  bei  G.  Maisano,  Math.  Ann.  30  (1887),  p.  442 
[Krit.  f.  mehrfache  Wurzeln  ib.  31  (1888),  p.  493;  d'Ovidio,  Tor.  A.  24  (1888), 
p.  164,  allgemeiner  bei  Petrin,  Par.  C.  R.  106  (1888),  p.  1789;  ib.  107  (1888), 
p.  22,  219  (I  B  Ib  Nr.  11,  Anm.  27)];  /; :  Gordan,  Math.  Ann.  31  (1888),  p.  566, 
vereinfacht  von  Brioschi,  Ann.  di  mat.  (2)  26  (1897),  p.  255;  f^i  Maisano,  Pal. 
R.  3  (1889),  p.  33;  4  (1890),  p.  1;  C,:  Ä  Aronkold,  J.  f.  Math.  55  (1858),  p.97; 
vgl.  Sylvester,  Cambr.  Dubl.  math.  J.  7  (1852),  p.  75  (sect.  8;  Analogie  zwischen 
Z*^  und  Cj  [Nr.  27,  Anm.  434]);  p.  179  (sect.  4;  mittels  höherer  Determinanten)* 
C^:  Klein,  Math.  Ann.  36  (1890),  p.  1,  §  19. 

401)  J.  f.  Math.  58  (1861),  p.  273;   vgl.  Gordan,  ib.  71  (1870),  p.  164.    Be^ 
„Salmon-Fiedler**  Nr.  309,  310  eine  Hyperdeterminanten-Lösung.     Kriterium  d^"^ 
Teilbarkeit  einer  f^   durch   eine  f^   „Clebsch"  p.  91;    durch   eine    f^  B.  IqC*' -^ 
Wien.  Ber.  1880  (mittels  eines  Eliminationsimnzips  von  J.  Koenig,  Math.  Ann.  1  ""^ 
[1879],  p.  168). 

402)  Math.  Ann.  3  (1871),  p.  355. 

403)  Cayley,  J.  f.  Math.  53  (1857),  p.  366  =  Pap.  4,  p.  38;  Mess.  2  (1864;;:^' 
p.  88  =  Pap.  5,  p'.  555. 

404)  Gi.  di  mat.  25  (1887),  p.  257;    Nap.  R.  (2)  2  (1888),  p.  67. 

405)  Für  30:  Math.  Ann.  50  (1897),  p.  113;  Zürich  Kongr.  Verh.  1898,  p.  143  ^ 
explicite  für  3  0,:  J.  de  math.  (5)  3  (1897),  p.  195.  Die  wesentlichsten  Hülfs-^ 
mittel  sind  das  von  Dertiyts  erweiterte  Reciprozitätsgesetz  [Nr.  12,  Anm.  233  »]  un^ 
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Für  die  D{fn)  hat  Gordan^^^)  ein  symbolisches  Verfahren  an- 
gegeben, D  durch  Grundformen  auszudrücken:  bis  n=7*^')  incl. 
liess  sich  die  Rechnung  noch  durchführen.  D  wird  =  0  gedacht, 
für  den  bez.  Doppelfaktor  a^e  von  f  kommt  man  durch  successive 
Überschiebungen  und  Divisionen  zu  Gleichungen  zweiten  Grades  in 
den  a,  deren  Resultante  dann  D  ist.  Die  D^CnY^'^*)  stellt  Gordan 
in  invarianter  Determinantenform  dar. 

jP.  Brioschi^  hat  spezifische  partielle  Differentialgleichungen  für 
die  binären  R  resp.  D  aufgestellt;  M.  Noether^^^)  wies  nach,  dass 
deren  schon  je  eine  einzige  hinreicht.  Als  eine  lineare  Kombination  von 
Brioschüs  D-Gleichungen  erscheint  bei  E.  Wüfheiss^^^)  die  Differential- 
gleichung der  hjperelliptischen  Ö-Funktionen  [11 B  4  b].  Auf  Beziehungen 
zwischen  binären  It  und  D  ging  Gordun^^^)  ein,  wonach  die  R  gewisser 
Kovarianten  von  fn  den  Faktor  D(fn)  enthalten.  Führt  man  mit 
S.  Kohn^^^)  die  Wurzeln  von  Hermite's  typischer  Gestalt  von  f  (Nr.  7) 
ein,  so  ergiebt  sich,  dass  das  Gewicht  einer  Kovariante  c  von  f  unter 
einer  gewissen  Grenze  liegt,  und  daher  R(Cyf)y  wie  D(c)  je  eine 
gewisse  Potenz  von  D{f)  als  Faktor  enthalten.  Entsprechendes  gilt  für 
Systeme  von  Urformen.  Später  weist  Kohn^^^)  nach,  dass  überhaupt 
den  Invarianten  von  gewissen  Kovarianten  von  f  eine  angebbare 
Potenz  von  D(f)  als  Faktor  zukommt. 

Für  einzelne  partikuläre  Systeme  von  /*,  wie  sie  die  Geometrie 
liefert,  ist  der  Konnex  zwischen  den  R  und  D  genauer  untersucht. 

Es   sind  das  solche  /",  von  denen  die  Singularitäten  einer  alge- 


invariante  Kriterien  des  Zerfallens  einer  C^  in  Gerade;  derartige  Kriterien  hat 
mit  Hülfe  der  symmetrischen  Funktionen  von  Variab einpaaren  aufgestellt  Brill, 
Gott.  Nachr.  1893,  p.  757;  Deutsche  Math.-Ver.  6  (1897),  p.  62;  Math.  Ann.  50 
(1898),  p.  157;  vgl.  die  systematische  Ausführung  bei  F.  Junker,  Math.  Ann.  43 
(1893),  p.  222;  45  (1894),  p.  1.  Gordan  hat  die  bez.  Prozesse  formal  vereinfacht: 
Math.  Ann.  45  (1894),  p.  410  [IB  Ib,  Nr.  6;  I  B  3  b,  Nr.  26J. 

406)  „Gordan"  2,  Nr.  99.  —  D  ist  der  letzte  Koeff.  der  Gl.,  deren  Wurzeln 
die  Differenzen  der  Wurzeln  von  f  sind.  Der  vorletzte  Koeff.  ist  das  Leitglied 
einer  Kov.  von  /*,  der  von  Ferrin  untersuchten  „Subdiskriminante"  von  fi  J.  de 
math.  (4)  20  (1894),  p.  129. 

407)  Math.  Ann.  31  (1888),  p.  568  [Anm.  400]. 
407*)  Münch.  Ber.  17  (1887). 

408)  J.  f.  Math.  53,  p.  372;   für  B(f^,  f^)  {m>n)  erst  bei  Gordan,  Gott. 

Nachr.  1870,  p.  427.     S.  „Inv.-Ber."  p.  94,  Anm.  *••). 

409)  „Bruno"  §  25. 

410)  Math.  Ann.  33  (1888),  p.  279. 

411)  Math.  Ann.  3  (1871),  p.  169. 

412)  Wien.  Ber.  100  (1891),  p.  865,  1013,  vgl.  WaeUch,  ib.  100  (1891),  p.  574. 
418)  Wien.  Ber.  102  (1893),  p.  801. 
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braischen,  insbesondere  rationalen  Kurve  w**' Ordnung  jR«,  iS  der  Ebene, 
resp.  des  Raumes  (III C  2,  7)  abhängen.  Die  R  und  D  zerfallen  je 
in  eine  Anzahl  von  Potenzen  irreduzibler  invarianter  Faktoren,  und 
haben  letztere  in  verschiedener  Vielfaehheit  gemein.  Für  eine  kano- 
nische  Art  von  Rn  hat  A.  BriU^^^),  für  allgemeine  JR»  und  jR,  hat 
W.  Fr.  Meyer^^^)  die  Zerlegungen  ausgeführt,  deren  Bedeutung  für  die 
Geometrie  der  Kurvensingularitäten  überhaupt  ersichtlich  ist  —  Ins- 
besondere zerfällt  die  D  der  Funktionaldeterminante*^^  mehrerer  f^ 
in  zwei  Faktoren;  Cayley^^'^)  zeigte  schon  früher,  dass  die  D  der  2) 
eines  Büschels  x/i»  +  kgm  ein  Produkt  AB^G^  ist.  Allgemeiner  bildet 
Brill^^^)  die  R  von  n  Formen  F{x^y  ^%i'  -  *  ^«;  1)  hez.  x^^  ^2>  *  * '  ^»-i> 
dann  zeigt  sich  D{R)  durch  die  Resultante  von  den  F  und  deren 
Funktionaldeterminante  teilbar. 

HiJbert^^^)  hat  alle  Ausartungen  einer  fn  {x  \  a)  aus  der  Potenz- 
reihenentwicklung von  D(f)  erschlossen.  Verschwindet  D,  als  Form 
der  Ui,  nebst  allen  (n  —  Je — 1)  ersten  Polaren  identisch,  so  zerfällt 
die  (n  —  k)^  in  w  —  k  Linearfaktoren.  Koinzidieren  von  diesen  je 
fii  —  1  (i=  1,  2,  •  •  A;),  so  auch  die  Linearfaktoren  von  f  zu  je  /i,-, 
und  umgekehrt.  XJberdies  lassen  sich  alle  Singularitäten**®)  des  Ge- 
bildes D  =  0  diskutieren. 

F,  Mertens^^^)  hat  den  BegriflF  der  R  vom  Eliminationsprozess 
abgelöst;  wenn  die  Urgleichungen  F(x  \a)  =  0  keine  Lösung  gemein 
haben,  so  existiert  R  als  lineare  Kombination  der  F  (mit  Hülfsformen 
der  Xy  a  als  Koeffizienten)  von  vorgegebenem  Grade  in  den  a,  die  von 


414)  Math.  Ann.  16  (1880),  p.  345  [vgl.  noch  ib.  12  (1877),  p.  90]. 

416)  n=  2:  Gott.  Nachr.  1888,  p.  74;  Math.  Ann.  38  (1891),  p.  369;  n  =  3: 
Gott.  Nachr.  1890,  p.  366,  493;  1891,  p.  14;  eingehender  in  Monatsh.  f.  Math.  4 
(1893),  p.  229,  331;    Auszug  in  Math.  Ann.  43  (1893),  p.  286. 

416)  Math.  Ann.  20  (1882),  p.  336. 

417)  Phil.  mag.  11  (1856),  p.  425  =  Pap.  3,  p.  214,  vgl.  B.  Rüssel,  Quart. 
J.  21  (1886),  p.  373;   Hubert,  Math.  Ann.  31  (1888),  p.  482.     Weitere  Fälle,  mit 
Anwendungen  auf  algebraische  Kurven  bei  J.  Maddison,  Quart.  J.  24  (1893), 
p.  307 ;    auf    singulare    Lösungen    von    Differentialgleichungen    ib.  28   (1896)« 
p.  311. 

418)  Gott.  Nachr.  1892,  p.  89. 

419)  Math.  Ann.  30  (1887),  p.  437  [Verallg.  einer  Identität  zwischen  Potenzet» 
von  f^'.  W.  Fr.  Meyer,  „Apolarität*'  p.  350;  Math.  Ann.  21  (1882),  p.  441]. 
Für  Evektanten  schon  bei  Sylvester,  Phil.  mag.  (4)  3  (1852),  p.  376,  460;  Cayley^ 
Lond.  Trans.  147  (1857),  p.  727  ==  Pap.  2,  p.  466  [IBla,  Nr.  22]. 

420)  IBlc,  Nr.  15. 

421)  Wien.  Ber.  93  (1886),  p.  627.    Für  f^  bei  Kronecker,  ßerl.  Ber.  1881^ 
p.  636  =  Werke  2,  p.  113.    Der  Gedanke  geht  auf  Bezout  zurück  [IB  Ib,  Nr. 6]. 
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den  X  frei  ist.  iJ.  Perrin^'^^)  uud  Brül^^)  haben  die  ,^eduzierte" 
Resultante  S!  der  F  untersucht,  deren  Verschwinden  besagt,  dass  die 
F  ^=0  ausser  gewissen  von  vornherein  gemeinsamen  Lösungen  noch 
eine  weitere  besitzen:  JX  erscheint  bei  Brill  als  gemeinsamer  Faktor 
gewisser  Entwicklungsglieder,  fiir  die  ein  Berechnungsalgorithmus 
gegeben  wird**'*). 

26.  Beaaitätsfragen***).  Die  Stürmischen  Punktionen  (IB3a, 
Nr.  6),  die  durch  ihre  Zeichenwechsel  und  -Folgen  die  Anzahl  der 
reellen  Wurzeln  einer  fn  zwischen  gegebenen  Grenzen  ablesen  lassen, 
werden  von  H.  Schramm^^^)  ersetzt  einmal  durch  eine  Reihe  von 
Kovarianten,  sodann  durch  eine  Reihe  von  Invarianten.  Insbesondere 
sind,  wenn  alle  Wurzeln  von  f{x\a)  reell  sind,  die  von  H^=^{fyf\ 
komplex  und  umgekehrt;  Sylvester  ^^^)  dehnt  den  Satz  auf  die  Ko- 
varianten 2.  Grades  in  den  a  aus.  —  Edm,  Laguerre  ^^)  hat  die  Pro- 
zesse behufs  Separation  und  Approximation  [I  B  3  a,  Nr.  4,  Anm.  9] 
der  reellen  Wurzeln  von  f  unter  Benutzung  von  Kovarianten  {H  u.  a.) 
verallgemeinert.  —  W.  Fr,  Meyer  ^^^)   hat   ein   „Trägheitsgesetz"  für 


422)  Par.  C.  R.   106  (1888),  p.  1789;     107,  p.  22,  219.     Ein  Beispiel    bei 
Cayley,  Quart.  J.  11  (1871),  p.  211  =.  Pap.  8,  p.  46. 

428)  Math.  Ann.  4  (1871),  p.  610,  627;    Manch.  Ber.  17  (1889),  p.  91. 
423*)  Die  Theorie   der  Eombinanten  [Nr.  24]  hat  Cyp.  SUphanos  für  die 
Büdung  von  B  verwertet:  Par.  Th^se  1883;  vgl.  W,  Fr.  Meyer,  Math.  Ann.  38 
(1891),  p.  369  (§  8);   Bremer  Naturf.-Vers.  Verh.  1891,  p.  9.    Geometrisch   sind 
das  gewisse  Projektionsmethoden  [Anm.  391]. 

424)  Wegen   invarianter  Bealitätskriterien  für  die   Wurzeln  von  f^  =  0, 
insbes.  der  f^  =  0,  durch  Hermite^  Sylvester  und  Jacobi  s.  Anm.  38,  147.    Vgl. 
noch  Sylvester,  Lond.  Trans.  (1864),   p.  679;   Cayley,  VUi.  Mem.;  E.  Laguerre, 
Anm.  427  [I  B  1  a,  Nr.  28;  I  B  3  a,  Nr.  8].    Vorher  hatte   schon  Cayley  im  V. 
Mem.  die  ^,  =  0  und  /*«  =  0  erledigt,  s.  die  Ergänzung  von  Noether  bei  „Bruno^^ 
§  20,  der  die  beiden  Fälle  von  4  komplexen  und  4  reellen  Wurzeln  invariantiv 
trennt.    K.  Eohn  hat  Fadenmodelle  konstruiert,  die  alle  Bealitätskriterien  der 
/^  s=i  0  veranschaulichen,  s.  Leipz.  Ber.  43  (1891),  p.  1  (Anm.  488).  —  Ober  die  Unter- 
suchung der  „D-Mannigfaltigkeit^*  D  »»  0  durch  Kronedcer,  Briü,  Gordan  u.  a. 
a.  I  B  1  a,  Nr.  22,  I  B  1  c;  Nr.  16,  Anm.  67;  s.  noch  Nr.  10,  Anm.  204  (/;  «  0), 
^r.  26,  Anm.  419  (Ausartungen  der  2>-Mannigfaltigkeit).  —  Mit  der  reellen  Trans- 
formation reeller  F^  resp.  F^  ^   haben  sich  besonders  Weierstrass  (Anm.  62, 63), 
^Sylvester  (Anm.  66),  Lipschitz  (Anm.  70),  Stickdhergtr  (Anm.  73),  Vosb  (Anm.  74), 
(Anm.  38,  Ende),  Taber  (Anm.  71)  beschäftigt. 
426)  Ann.  di  mat.  (2)  1  (1867),  p.  269;  3  (1869),  p.  41.    Bez.  der  H  s.  noch 
'.  Gerbaldi,  Pal.  Rend.  3  (1889),  p.  22;  P.  H.  SchouU,  ib.  p.  160. 

426)  J.  f.  Math.  87  (1879),  p.  217. 

427)  Par.  C.  B.  1879/82,  zusanmiengefasst  in  J.  de  math.  (3)  9  (1883),  p.  99 
Oeuvres  p.  3, 

428)  Gott.  Nachr.  1891,  p.  272  [Nr.  10,  Anm.  196]. 
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fin+i(x\o)  aufgestellt.  Es  existiert  eine  geschlossene  Reihe  von  Ko- 
varianten  f  =  f^%  f^'\  f^^\  . . .  /X«),  deren  D  (Nr.  26),  excL  die  erste 
und  letzte,  in  2  Faktoren  zerfallen,  so,  dass  je  2  successive  einen 
Faktor  gemein  haben.  Die  Reihe  der  f^'^  hat,  von  singularen  Über- 
zügen abgesehen,  eine  von  den  a  unabhängige  Anzahl  reeller  Wur- 
zeln. —  Realitätsfr^en  drängen  sich  auf,  wenn  man  den  Bereich  der 
Variabein  einer  Form  in  das  komplexe  Gebiet  verlegt.  So  hat  Klein^ 
die  Gruppe  der  einen  regulären  Körper  (Nr.  6)  mit  sich  zur  Deckung 
bringenden  S  von  e  =  x  -{-  iy  auf  der  Kugel  verfolgt:  ist  js  ein  be- 
liebiger, der  Gruppe  unterworfener  Kugelpunkt,  so  erhält  man  z.  B. 
im  Ikosaederfalle  4  reelle  Werte.  Wedekind  ^^)  konstatiert  u.  a.,  dass 
das  Doppelverhältnis  von  vier  z  nur  dann  reell  sein  kann,  wenn  sie 
in  einer  Ebene  liegen. 

In  der  Theorie  der  Kurvensingularitäten  spielt  die  Realität  eine 
wesentliche  Rolle.  BriU^^^)  lässt  die  in  ihre  Faktoren  zerspaltenen  D 
der  bezüglichen  Gleichungen  (Nr.  25)  durch  Null  hindurchgehen  imd 
beobachtet  die  Realitäts Veränderungen  der  Wurzeln;  so  beweist  er 
algebraisch  eine  von  Klein  ^^  anschaulich  erhaltene  Realitatsrelation 
zwischen  Singularitätenanzahlen  (HL  C  2,  3).  W.  Fr.  Meyer  ^^  hat 
derartige  Realitätsänderungen  für  Raumkurven  systematisch  untersucht 

27.  Weitere  spesielle  Formen***)  und  Gruppen***).    1.  Die  „Zu- 

429)  Erl.  Progr.  1872;  Math.  Ann.  9  (1875),  p.  188,  s.  Anm.  93.  Über  vei> 
wandte  Untersuchungen  von  J.  Steiner  s.  ni  A  3.  —  C,  Segre  und  C.  Juel  haben 
die  projektiven  Eigenschaften  der  einfachsten  ebenen  und  räumlichen  Gebilde 
untersucht,  wenn  die  Punktkoordinaten,  wie  die  iS-Eoeffizienten  komplex  sind: 
Segre,  Tor.  A.  1890:  25,  p.  276,430;  26,  p.  35,  692;  Math.  Ann.  40  (1892),  p.  41«; 
Juel,  Acta  math.  14  (1890),  p.  1. 

430)  Math.  Ann.  9  (1875),  p.  209.  Vgl.  G.  HolzmUUer,  Isogonale  Verwandt- 
schaften, Leipz.  1882,  §  21  (wo  auch  frühere  Litter.). 

481)  Math.  Ann.  16  (1880),  p.  345,  bes.  §  7;  s.  Anm.  414. 

432)  Math.  Ann.  10  (1876),  p.  199.  H.  G.  Zeuthen  hatte  vorher  die  Beali- 
tätsverhältnisse  der  28  Doppeltangenten  und  24  Wendetangenten  einer  C^  «=:  0 
untersucht,  Math.  Ann.  7  (1874),  p.  410.  Die  Maximalzahl  der  reellen  Wendnngen 
ist  8  (die  auch  existieren).  Nach  A.  Hamack,  Math.  Ann.  10  (1876),  p.  189  hal 
eine  C^  =  0  höchstens  p  -{-  1  reelle  Züge,  die  auch  erreicht  werden  kOnnen. 
Vgl.  L.  S.  Hulbwrt,  N.  Y.  Bull.  1  (1892),  p.  197;  Amer.  J.  of  Math.  14  (1892),  p.  346. 
Die  entsprechende  Anzahl  für  Raumkurven  (nebst  Erweiterungen  für  ebene 
Kurven)  hat  Hubert  festgestellt,  Math.  Ann.  38  (1891),  p.  115,  das  Maximum  kann 
gleichfalls  erreicht  werden.  —  Klein  untersucht  Realitätsverhältnisee  auf  „Ri6- 
mann'schen  Flachen",  Autogr.  Vorl.,  Gott.  1891/92;  Math.  Ann.  42  (1893),  p.  1,  wo 
weitere  Litteratur  angegeben. 

433)  Gott.  Nachr.  1891,  p.  1,  s.  Anm.  415. 

434)  S.  „Inv.-Ber."  p.  275,  276.  Wegen  der  algebraisch -geometrischen 
Theorie  der  C, ,  F,  und  damit  verknüpfter  Gebilde  s.  „Clebsch-Lindemann"  and 
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sammensetzung^'  einer  „r-gliedrigen  Gruppe"  (11  A  6)  wird  bei  i^e*'*) 
definiert  durch  Relationen  (X,  X*)  =^c,*,X,,  wo  die  c  quadratischen 


*=i 


in  C  1 ,  4.  —  Bez.  der  geom.  Deutung  von  invarianten  Gebilden  auf  rationalen 
Kurven  durch  Lindemann,  Sturm,  d'Ovidio,  W.  Fr.  Meyer,  Bereolari  u.  a. 
8.  die  in  den  Anm.  367,  377  citierte  Litteratur.  —  Bez.  der  C,  [„Clebsch- 
Lindemann"  1  und  HI  C  1 ,  3,  4]  und  F^{x^,  . .  .icj  =  Fg  [HI  C  6]  beschränken 
wir  uns  auf  Folgendes.  Das  volle  System  der  C,  von  34  Komitanten  zuerst  bei 
Gordan,  Math.  Ann.  1  (1869),  p.  90,  vgl.  Chhsch  und  Gordan,  ib.  6  (1873),  p.  436 
[dort  frühere  Litt,];  einfacher  bei  Gv/ndelfinger,  Math.  Ann.  4(1871),  p.  144.  Eine 
explicite  Tabelle  des  Systems  für  die  C^  in  der  Hesse'schen  Normalform  [Nr.  11, 
Anm.  210]  ax'+ 6y'  + c£r'+  ßdxyz  liefert  Cayley,  Amer.  J.  4  (1881),  p.  1  = 
Pap.  11,  p.  342;  für  gewisse  andere  kanonische  Formen  F,  Dingeldey,  Math. 
Ann.  31  (1888),  p.  157.  —  Über  associierte  Systeme  der  C,  s.  Nr.  7,  Anm.  165.  — 
tJber  Apolaritätseigenschafben  der  C,  s.  Nr.  24,  Anm.  384.  —  H.  Poincari  erledigt 
die  algebraische  (und  daraufhin  die  arithmetische)  Äquivalenz  der  C^,,  wie  1^,, 
J.  6c.  pol.  60,  p.  199;  51,  p.  45  (1883),  insbes.  für  reelle  Koeffizienten  und  S; 
die  zerfallenden  C,  werden  analog  untersucht,  ib.  66  (1886),  p.  79.  Die  alge- 
braischen Ausartungen  der  C,  hatte  schon  Gimdelfinger  invariantiv  fixiert,  Math. 
Ann.  4  (1871),  p.  661 ;  Ann.  di  mat.  (2)  5  (1872),  p.  223,  vgl.  Gordan,  Math.  Ann.  3 
(1871),  p.  631.  Wegen  der  Kriterien  für  das  Zerfallen  einer  C,  (allgemein  C^)  in 
Linearfaktoren  s.  Anm.  406 ;  I  B  1  b ,  Nr.  6 ;  I  B  3  b ,  Nr.  26.  —  Parallelismus 
zwischen  C^  und  f^:  Sylvester,  Cambr.  Dubl.  math.  J.  8  (1853),  p.  266  (sect.  7); 
Hesse  [Anm.  14,  210];  Aronhold,  J.  f.  Math.  39  (1849),  p.  140  [Anm.  211];  Brioschi, 
Ann.  di  mat  (2)  7  (1876),  p.  62;  Hubert,  J.  de  math.  (4)  4  (1888),  p.  249  [Anwen- 
dung auf  die  Transf.  3.  Ordg.  der  zur  f^  resp.  C,  gehörigen  ellipt.  Funktionen  bei 
Brioschi  1.  c,  vgl.  die  geom.  Behandlung  bei  Cayley,  Quart.  J.  13(1876),  p.211  = 
Pap.  9,  p.  622;  Zurückführung  auf  die  Theorie  der  kubischen  Involution  x/j  -j-i^j 
bei  0.  Bolza,  Math.  Ann.  60  (1898),  p.  68].  —  Eine  C,  mit  D  =  0  wird  von 
F.  Dingeldey  auf  eine  kanon.  Form  gebracht,  Math.  Ann.  30  (1888),  p.  177.  — 
Das  „syzygetische"  Büschel  xC, -f  ZJT,  bei  Battaglini,  Chelini  Coli.  Math. 
1881,  p.  27.  —  Ä.  Harnack  untersucht  Diff.gleichungen,  die  nach  Clebsch  mit 
gewissen  Zwischenformen  der  C,  verknüpft  sind,  Math.  Ann.  9  (1876),  p.  218. 

Über  das  Pentaeder  der  F^  und  damit  verknüpfte  Apolaritätaeigenschafben 
8.  Nr.  10,  Anm.  199;  Nr.  14,  Anm.  278;  Nr.  24,  Anm.  392  [EI  C  6].    Das  Penta- 
eder als  Komitantenform,  nebst  Beweis  des  Pentaedersatzes,  bei  Gordan,  Math. 
Ann.  5  (1872),  p.  376.  —  Die  wichtigsten  Komitanten  der  F^  bei  Scdmon,  Lond. 
Trans.  160  (1860),  p.  229,  und  Clebsch,  J.  f.  Math.  68  (1861),  p.  93, 109;  weiteres 
J'ormenmaterial   bei  R,  de  Paolis,  Rom.  Line.   M.  (2)  10  (1880/81),  p.  123.  — 
^Associierte  Systeme  der  F^:  s.  Nr.  7,  Anm.  164.  —  Die  wichtigsten  Invarianten 
^er  F^  studiert  geometrisch  K.  Bobek,  Monatsh.  f.  Math.  8  (1897),  p.  146.  —  Die 
^Erzeugung  der  F^  durch  3  trilinear  reciprok   verknüpfte  Strahlenbündel   führt 
Jlf.  Pannelli  formentheoretisch   aus,  Ann.  di  mat.  (2)  22  (1894),  p.  237.  —  Das 
algebraische  Kriterium   dafür,   dass  ein  F, -Gebüsch  Polarengebüsch  einer  F^ 
-wird,   bei    E.  Toeplitz,  Math.  Ann.  11  (1877),  p.  432;    W.  Frahm,  ib.  7  (1874), 
:X).  636.     [Geometrisch   bei   H.  Thieme,  Math.  Ann.  28  (1886),  p.  133.] 

486)  Über  die   orthogonale   Gruppe,   allgemeiner  die   eine  JP^,  resp.  JPj  ^ 
^variant  lassende  Gruppe  von  S  vgl.  Nr.  3  und  Nr.  6,  Anm.  146,  Schloss.  — 
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Bedingungen  genügen,  und  die  X,  =  X^fy  die  infinitesimalen  Trans- 
formationen der  Gruppe,  linear  geändert  werden  können^  ohne  die 
Zusammensetzung  zu  ändern.  In  diesem  Sinne  ist*'^)  die  trilineare 
Form  F(x,  y;  X)  =  (J^XiXi,  ^yt  Xk)  =' ^CikiXiffkX^,  gegenüber 
kogredienten  S  der  x,  y,  kontragredienten  der  X,  eine  Invariante  der 
Zusammensetzung.  Die  Bedingungen  för  die  c  sagen  aus^  dass  2 
gewisse  Eovarianten  von  F  identisch  verschwinden,  und  das  bedeutet 
einmal,  dass  F  bez.  der  {x\  (y)  alternierend  ist,  dann,  dass  auch  jede  in- 
finitesimale Transformation  der  „adjungierten^^  Gruppe  F  invariant  lässt. 
2.  Gardan  und  Noether^^)  haben  ein  Kriterium  dafür  angegeben, 
wann  eine  F(xi , . . .  a:«)  vermöge  S  in  eine  F  von  weniger  Variabein 
übergeführt  werden  kann,  und,  wenn  das  der  Fall,  die  S  ermittelt 
Damit  wird  ein  Satz  von  Hesse  ^^^)  eingeschränkt,  wonach  das  Krite- 
rium durch  H{F)  r_:  0  [Nr.  14,  Anm.  272]  ausgedrückt  sei:  Hessens 
Satz  gilt  allgemein  nur  för  n  =  2,  3,  4  und  für  die  F^(x^y . . .  Xn), 
während  für  n  >  4  ganze  Klassen  von  Formen  angegeben  werden 
können,  für  die  5'e~  0  ist,  ohne  dass  zwischen  ihren  Polaren  lineare 


Zu  Nr.  3  und  Nr.  5  seien  noch  folgende  Ergänzungen  gegeben.  Anm.  42 :  Die 
Cayley'eche  Darstellung  durch  Parameter  hat  G.Eost,  Dissert.  Würzburg  1S92,  auf  5 
von  beliebiger  Periode  ausgedehnt  [IB3f,  Nr.l];  Anm.  54:  F.  Klein,  Vorl.  über 
Gleichungen,  Gott.  1891/92,  bringt  Df^  auf  die  typische  Gestalt  1  «,i  +  ift,-ik|; 
Anm.  79 :  Bez.  der  Leistungen  Ton  BaÜaglini  s.  E.  d'Ovidio,  Rom.  Line.  M.  (4)  1 
(1896),  p.  558;  Anm.  116*:  Math.  Ann.  52  (1899),  p.  363.  —  Femer  sei  noch  er- 
wähnt, dass  H.  S.  Whüe,  N.  Y.  Bull.  (2)  4  (1897),  p.  17  das  Kriterium  fär  eine 
Ä-Gruppe  aufstellt,  die  eine  C,  =  0  resp.  C,  =  0  (und  damit  zugleich  eine  g^nze 
Schar  von  0,  ==  o  resp.  C,  =  0)  in  sich  überführt.  —  Über  andere  projektive 
Untergruppen  s.  Nr.  23,  Anm.  352.  —  Über  ausgeartete  Eollineationen  und  Kor- 
relationen der  Geometrie  {Hirst,  Vtsallt)  s.  III  C  9.  —  Über  die  Inversionsgruppe 
(Gruppe  der  reziproken  Radien  in  der  Ebene)  und  ihre  Anwendung  auf  das 
Apollonius*sche  Problem  bei  Study  s.  Nr.  2,  Anm.  12,  Nr.  23,  Anm.  353.  —  Die 
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f{x\y)  (Anm.  30)  bei  unabhängigen  S  untersucht  geometrisch  mittels  Normkur\'en 
TToetecÄ,  Deutsche  Math.-V.  5*  (1897),  p.  58,  eingehend  den  Fall  m«3,  n^i 
(System  von  zwei  kubischen  Raumkurven)  Math.  Ann.  52  (1899),  p.  293. 

436)  Lie-Engel,  Kont.  Transf.gruppen  1,  Leipzig  1888. 

437)  F.  Engel,  Leipz.  Ber.  1886,   p.  83.    Bez.   der  Invariantentheorie   de 
trilinearen  Formen  s.  Le  Paige,  Par.  C.  R.  92  (1881),  p.  1099  und  Anm.  30,  19 

438)  Gordan,  Erl.  Ber.  1876,  p.  89  (n  =  3);  Noether,  ib.  p.  51  (n  =  4);  Chrdi^ 
und  Noether,  Math.  Ann.  10  (1876),    p.  647    bes.  p.  561  [I  B  Ib,  Nr.  22].     Fi 
die  C,  und  F^(x^^  .  .  .  x^)  hatte  Pasch  den  Satz  mittels  Determ.-Relationen  l^ 
wiesen,  J.  f.  Math.  80  (1875),   p.  169.  —  Es  sei  noch  erwähnt,  dass  nach  Vi 
für  Fg  H{H)  eine  lineare  Kombination  von  F  und  U  ist,  Math.  Ann.  27  (188 
p.  515   [für  n  n=  4  schon  bei  G.  Bauer,  Manch.  Abh.  1883,  p.  1  (in  C  6)]. 

439)  J.  f.  Math.  42  (1851),    p.  117   [vgl.  Sylvester,  Phil.  Mag.  (4)  5  (185 
p.  119];  56  (1859),  p.  263  [I  B  1  b,  Nr.  22]. 
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Relationen  existieren.  Die  Untersuchung  von  Gordan  und  Noether 
beruht  auf  einer  linearen  partiellen  Differentialgleichung,  der  F  und 
ihre  Polaren  genügen  [Nr.  13,  Anm.  260],  und  deren  Koeffizienten 
selbst  wieder  von  einem  System  partieller  Differentialgleichungen  ab- 
hangen. Aus  der  Zahl  der  Systemlösungen  sind  die  auszuscheiden, 
die  ganze  Funktionen  der  Yariabeln  sind.  Zu  dem  Behuf  werden  die 
Yariabeln  „uneigentlich''  rational  transformiert,  d.  h.  so,  dass  die 
Determinante  der  Transformation  nebst  einer  Reihe  ihrer  Minoren 
verschwindet**®). 

440)  Uneigentliche  S  spielen  bei  Hubert,  Math.  Ann.  42  (1893),  p.  313 
[Nr.  6,  Schluss]  eine  fundamentale  Bolle  in  der  Theorie  der  vollen  Systeme; 
desgl.  bei  Study,  Nr.  18,  Anm.  316,  in  der  formentheoretischen  Untersuchung  der 
Differentialgleichungen  der  Inyarianten;  bei  Waehch  [Nr.  \4t,  Anm.  278],  der 
durch  Nullsetzen  eines  Aggregates  von  binären  Überschiebungen  Mannigfaltig- 
keiten verschiedener  Dim.  in  Beziehung  setzt;  endlich  in  der  algebraischen  und 
geometrischen  Theorie  der  linearen  Scharen  von  S  [Nr.  8  und  Nr.  24,  Anm.  336].  — 
Die  Ausübung  einer  uneig.  S  (x^^  x^^  .  .  .  xA  vom  „Range'*  r  [I  B  2,  Nr.  24]  ist 
geom.  äquivalent  der  Projektion  eines  Linearraumes  R^  in  einen  -B„__^  von 
einem  B^  aus,  verbunden  mit  einer  Eollineation  des  -B„_^.  Während  im  allg. 
Falle  r  =  0  [Nr.  2]  die  transformierte  Inv.  durch  die  ursprüngliche  teilbar  ¥rird, 
werden  jetzt  lineare  Systeme  von  transformierten  Inv.  Modulsysteme  [I  B  1  b, 
Nr.  26;  I  B  1  c,  Nr.  18]  der  ursprünglichen,  wobei  die  Koeffizienten  von  den 
r*^  Minoren  des  5-Moduls  ganz-rational  abhängen.  Im  übrigen  findet  eine 
analoge  Weiterentwicklung  statt,  wie  in  Nr.  2. 


Nachträge. 

Zu  Anm.  88,  Z.  2,  p.  328:   Borchardt  =  Werke  p.  469. 

Zu  Anm.  48,  Z.  8,  p.  329:  Borchardt  =  Werke  p.  8. 

Zu  Anm.  239,  p.  364 :   aifford  =  Pap.  p.  256. 

Zu  Anm.  240,  p.  364:   Clijfford  =  Pap.  p.  258,  277. 

Zu  Anm.  287,  p.  371:  Bankine^  Thomson  1.  c,  p.  261,  481. 

Zu  Anm.  328,  p.  381 :  Cayley  [statt  1872  lies  1892]  »  Pap.  13,  p.  338, 866, 405. 
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IB3.    GLEICHUNGEN. 


I B  3  a.    SEPAEATION  UND  APPROXIMATION 

DER  WURZELN 

VON 

C.  BUKaS 

IN  HAKNOYBR. 


Inhaltsübersicht. 

1.  Einleitung. 

Die  Separation  der  Wurseln. 

2.  Grenzen  für  die  Wurzeln. 
8.   Die  Differenzengleichung. 

4.  Descartes'  Zeichenregel  und  Budan-Fourier'B  Satz. 

5.  Der  StfMrm'Bche  Satz. 

6.  Cauchy'B  Integral. 

7.  Charakteristiken-Theorie. 

8.  Die  quadratischen  Formen  im  Zusammenhange  mit  dem  jShimi'schen  Satz. 

9.  Numerisches  Beispiel  für  die  Separation. 

Die  Approximation  der  Wurseln. 

10.  Das  .Aret(;t(m'8che  Verfahren. 

11.  Allgemeinere  Verfahren. 

12.  Homer'B  Schema. 
18.  Bemaulli'8  Verfahren. 

14.  Crraeffe'B  Verfahren. 

15.  Die  Approximation  für  den  Fall  mehrerer  Veränderlichen. 


Litteratur. 

Vergleiche  die  betreffenden  Kapitel  in  den  Lehrbüchern  der  Algebra,  wie: 
J.  A.  Serret,  Cours   d'algöbre   sup^rieure.    4.  Aufl.    Paris  1877.    Deutsch  Ton 

G.  Wertheim,  Leipzig  1868.   2.  Aufl.  1878. 
J.  Petersen,  De  algebraiske  Ligningers  theori.    Ejöbnhavn  1877,  deutsch  1878, 

franz.  1896. 
E,  Netto,  Vorlesungen  über  Algebra,    Leipzigs  I,  1896;  II,  1,  1898. 
H.  Weher,  Lehrbuch  der  Algebra.   Braunschweig,  1,  1895.  2.  Aufl.  1898.  2,  1896; 

franz.  von  J.  Griess,  Paris  1898. 
A.  Capelli,  Algebra  complementare.    Napoli,  Pellerano  1895.  2.  Aufl.  1898. 

Die  zahlreichen  Monographieen   über   numerische  Auflösung    behandeln 
immer  nur  besondere  Methoden. 
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Einleitang. 

1.  In  vielen  praktischen  Fallen,  wo  die  Werte  einer  Veränder- 
lichen gesucht  werden,  die  einer  gegebenen  transcendenten  oder  alge- 
braischen Gleichung  genügen  oder  die  Werte  mehrerer  Veränderlichen, 
die  mehreren  solchen  Gleichungen  genügen,  sind  uns  durch  die  Natur 
der  Sache  Nähenmgswerte  der  gesuchten  Grössen  schon  bekannt,  und 
es  handelt  sich  nur  darum,  genauere  Annäherungen  zu  finden.  Newton 
hat  dafür  eine  Methode  angegeben^),  die  ursprünglich  für  den  Fall 
einer  Veränderlichen  erfunden,  sich  auch  auf  den  Fall  beliebig  vieler 
Veränderlichen  übertragen  lässt.  Der  Gedanke  besteht  darin,  dass, 
wenn  a  der  erste  Näherungswert  einer  Wurzel  der  Gleichung  f(x)  =  0 
ist  und  p  die  Verbesserung  bedeutet,  die  Funktion  f{a  +  p)  nach 
Potenzen  von  p  entwickelt  wird.  Vernachlässigt  man  dann  die  Glieder 
zweiter  Ordnung,  so  ergiebt  sich  für  p  die  Gleichung  ersten  Grades: 
/"(a)  + /"(a)p  =  0,  aus  der  p  gefunden  wird.  Mit  der  auf  diese 
Weise  ermittelten  zweiten  Annäherung  wiederholt  man  dieselbe  Rech- 
nung u.  8.  w.  Dasselbe  Verfahren  lässt  sich  auf  zwei  oder  mehr 
Veränderliche  übertragen,  die  zwei  oder  mehr  Gleichungen  genügen 
sollen.  Sind  z.  B.  die  beiden  Gleichungen  f{xy)  =  0  und  g{xy)  =  0 
zu  erfüllen  und  ist  x  =  a,  y  =  h  ein  Werfeystem ,  das  den  Glei- 
chungen angenähert  genügt,  so  setze  man  x  =  a  -{'  hy  y  =  6  +  ^ 
und  entwickle  die  beiden  Funktionen  f(xy)  und  g{xy)  nach  Potenzen 
von  h  und  h  Mit  Vernachlässigung  der  Glieder  zweiter  Ordnung 
erhält  man  so  zwei  Gleichungen  ersten  Grades  für  h  und  ky  die  nach 
h  und  h  aufgelöst  ein  verbessertes  Wertsystem  liefern,  mit  dem  man 
dieselbe  Rechnung  wiederholen  kann  u.  s.  w. 

Auf  diese  Weise  berechnen  z.  B.  die  Seeleute  aus  den  Höhen- 
beobachtungen zweier  Gestirne  die  Verbessenmgen  ihrer  Länge  und 
Breite,  deren  Näherungswerte  ihnen  aus  der  Loggerechnung  bekannt 
sind  und  zwar  meistens  genau  genug,  um  nur  ein  System  von  Ver- 
besserungen zu  erfordern.  Die  Auflösung  der  beiden  linearen  Glei- 
chungen kann  dabei  auch  graphisch  geschehen  durch  Zeichnung  der 
beiden  Graden  (Sumner- Linien),  deren  Gleichungen  sie  darstellen. 

Für  viele  praktische  Zwecke  werden  diese  Bemerkungen  genügen, 
wenn  wir  noch  hinzufügen,  wie  die  Genauigkeit  der  Näherungen  be- 
urteilt werden  kann.  Es  habe  die  als  stetig  vorausgesetzte  Funktion 
f(x)  für  a;  =  a  das  entgegengesetzte  Zeichen  wie  für  x  =  b,  während 


1)  J.  Newton^  Analysis  per  aequationes  numero  terminorum  infinitas, 
London  1711.  Femer  Brief  an  Oldenburg  y.  13.  Juni  1676  und  Methodus  fluzio- 
num,  Lond.  1786,  introductio. 
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die  Ableitung  f'(x)  för  alle  Werte  x  =^  a  bis  x  =  6  zwischen  zwei 
endlichen  Grossen  nt  und  M  gleichen  Zeichens  li^t  Dann  liegt  eine 
nnd  nur  eine  Wurzel  zwischen  a  und  b.  Sind  nun  x^  und  x  zwei 
beliebige    Werte,    die    dem    Interrall    a    bis    fr    angehören,    so   ist 

f(Xi)  —  f(x)=Jf\x)dx.    Mithin  li^  f{x^  —  f{x)  zwischen  den 

X 

Grenzen  m{x^  —  x)  und  Mix^  —  x).  Wenn  also  f&r  x  der  Wert  der 
zwischen  a  und  h  liegenden  Wurzel  eingesetzt  wird,  so  ergiebt  sich, 
dass  f(x^)  zwischen  m{x^  —  x)  und  M{x^ — x)  liegt^  und  mithin,  dass 

x^  —  X  zwischen  -^^  und 


Rx,) 


^  j^    liegt    Ist  m  die  dem  absoluten  Be- 

trage nach  kleinere  der  beiden  Grossen  m,  Jlf,  so  ist  also  der  Fehler 
der  Näherung  x^  absolut  genommen  nicht  grosser  als  ^-^-^  -    Berechnet 

man    mit    x^    die    folgende    Näherung    x^^=  x^  —  T7\j    ®^    ^^^8^ 

/    \Xi) 

X.  —  x^=  },  * .  ebenfalls  zwischen  den  Grenzen  ^^^  und  '-^^  \  foUr- 
*  *        T  \Xy)  m  Jlf  '       ^ 

lieh    ist    der  Fehler    von  x^   absolut    genommen    nicht   grosser  als 

Die  Auffindung  der  Grössen  m  und  M  wird  sehr  erleichtert^ 
wenn  auch  f"{x)  in  dem  Intervall  a  bis  6  nur  Werte  eines  Zeichens 
hat.  Denn  dann  erreicht  f\x)  seine  äussersten  Werte  an  den  Grenzen 
a  und  6.     Es   sei   z.  B.  f{pß)  =  sin  a:  —  x  cos  x .    In    dem   Interrall 

4ä  +  —  bis  Ax  -\-  Y  lieg^  ß'i^e  und  nur  eine  Wurzel.     Denn  f{x) 

hat   an    den    Grenzen   des   Intervalls   entgegengesetzte   Zeichen,    und 

f'(x)  =  a;  sin  a:   liegt  zwischen    (4ä  +  -^j  —  und  4^  -f-  ^  •    Nach 

dem  Newton'schen  Verfahren  erhält  man  nun: 


fi^'^ 

n^) 

fix) 

1.  Näherung:  4.5  « 

1 

14 

0.023  X 

2.  Näherung:  4.477  jr 

O.OIS 

14.03 

0.00041  «: 

3.  Näherung:  4.47741  x 

0.00006 

m 

m 


Für 


Der  Fehler  des  dritten  Näherungswertes  ist  kleiner  als 

können  wir  (4ä  +  ~j  —  =  9.4  annehmen,  wonach  also  der  Feh--'^^ 
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weniger  als  7  Einheiten  der  6**"  Decimale  betragt.  Ahnliche  Betrach- 
tungen können  wir  auch  anstellen,  wenn  es  sich  um  mehrere  Glei- 
chungen mit  mehreren  Unbekannten  handelt,  wovon  unten  weiter  die 
Rede  sein  wird. 

Die  Separation  der  Wurzeln. 

2.  Gtrenaen  für  die  Wurseln.  Wenn  keine  Näherungswerte  der 
Wurzeln  von  vorne  herein  bekannt  sind,  so  geht  der  eigentlichen 
Berechnung  das  Aufsuchen  der  rohen  Näherungswerte  voraus.  Hat  * 
man  Intervalle  aufgefunden,  in  denen  je  eine  Wurzel  liegt,  so  sagt 
man,  die  Wurzeln  seien  separiert.  Wenn  es  sich  um  die  Nullstellen 
einer  ganzen  rationalen  Funktion  f{x)  =  a^x*  +  a^x"^"^  +  •  •  •  +  ö« 
handelt,  so  kann  man  zunächst  eine  obere  Orenze  des  absoluten  Be- 
trages der  Wurzeln  angeben.  Ist  M  der  grösste  unter  den  absoluten 
Beträgen  von  o^,  o^,  .  .  .  a„,  so  ist 


l-|x| 


—  n 


>|aoi-Jtf(M-^  +  ia;;-^4....  +  !^i-»)  =  |ao|-Jtf^-j^^ 


Sobald  daher  für  einen  Wert  von  \x\  die  rechte  Seite  positiv  ist,  so 
ist   dieser  Wert   eine    obere    Grenze   für   die   absoluten  Beträge   der 

Wurzeln.     So  ist  insbesondere  1  +  i — r  eine  obere  Grenze.    In  man- 

chen  Fällen  wird  man  eine  kleinere  obere  Grenze  finden  können,  wenn 
man  diese  Formel  nicht  auf  x  selbst  anwendet,  sondern  x  =  mu 
setzt,  die  obere  Grenze  für  u  ermittelt  und  diese  mit  m  multipliziert. 
Bedeutet  M'  den  grössten  unter  den  absoluten  Beträgen  von  Oj,  o^m"*, 

a^mr*, . .  .  anin~^'^^y  so  ist  m  +  -. — r  eine  obere  Grenze  der  Wurzeln. 

Setzt  man  a;  =  -,  so  erhält  man  fQr  z  die  Gleichung  a„je:"  +  ^«— 1^""^  + 

z 

•  ••  +  Ojj?  +  a^  =  0.  Die  obere  Grenze  für  \g\  liefert  den  reciproken 
Wert  einer  unteren  Grenze  för  \x\.  —  Für  die  positiven  und  nega- 
tiven Wurzeln  allein  kann  man  im  allgemeinen  noch  engere  Grenzen 
finden.  Ist  Ug  der  erste  negative  Koeffizient  in  der  Reihenfolge 
a^a^  . . .  a«  und  a^  der  grösste  negative  Koeffizient,  so  ist  für  positive 
Werte  von  x: 

=  a^xi-^  -\ \-  aj_i  +  ar ^^—^ 

Da  die  rechte  Seite  mit  wachsendem  x  wächst,  so  ist  jeder  positive 

Wert  von  Xj  für  den  sie  positiv  ist,  eine  obere  Grenze  der  positiven 

\aJ 
Wurzeln,  z.  B.  wenn  a^x^-"^  >  ■'  '''    (a:>  1)  und  also  a  fortiori,  wenn 
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\a  I  iVä" 

aQ{x  -—  1)9-^  >  '-^  (x  >  1)  oder  a;  —  1  >  y  -^'    Verwandelt  man 

a:  in  —  Xj  so  liefert  derselbe  Satz  eine  untere  Grenze  der  negativen 
Wurzeln.  Es  ist  indessen  nicht  lohnend,  viel  Zeit  auf  eine  genauere 
Bestimmung  der  Grenzen  zu  verwenden,  die  besser  den  unten  zu  ent- 
wickelnden Methoden  der  Separation  und  Approximation  geschenkt  wird 

3.  Die  Differenzengleiohung.  um  nun  innerhalb  des  so  be- 
stimmten endlichen  Gebietes  die  Wurzeln  zu  trennen,  hat  Waring^ 
und  nach  ihm  Lagrange*)  die  Gleichung  betrachtet,  der  die  Differenzen 
je  zweier  Wurzeln  genügen.  Für  eine  Gleichung  n****  Grades  genügen 
die  Differenzen  einer  Gleichung  vom  (n*  —  w)**^  Grade,  die  aber  nur 
gerade  Potenzen  der  Unbekannten  enthält  und  sich  daher  als  Glei- 
chung vom  Grade        /~     für  die  Quadrate  der  Differenzen  darstellen 

lässt.  Denkt  man  sich  diese  Gleichung  nach  bekannten  Methoden 
gebildet  und  bestimmt  eine  untere  Grenze  ihrer  positiven  Wurzeln, 
so  giebt  die  Quadratwurzel  aus  dieser  Zahl  eine  untere  Grenze  fär 
den  Abstand  zweier  reeller  Wurzeln  der  Gleichung  an.  Sei  die  Qua- 
dratwurzel nicht  kleiner  als  .c^,  so  kann  ajso  in  einem  Intervall  von 
der  Grösse  z/  nicht  mehr  als  eine  einzige  Wurzel  der  Gleichung 
liegen.  Man  separiert  daher  die  Wurzeln  eines  Intervalls  a  bis  (, 
indem  man  die  Werte  von  /(a),  f(a  +  -^),  f(a  +  2z/)  etc.  bis 
a  +  nz/  ^  b  ausrechnet.  Da  sich  nun  ein  Intervall  angeben  lasst,  in 
dem  alle  reellen  Wurzeln  liegen,  so  ist  damit  die  Aufgabe,  die  reellen 
Wurzeln  zu  separieren,  „auf  eine  endliche  Anzahl  von  Operationen 
zurückgeführt".  Dies  Verfahren  ist  zwar  ausführbar,  und  mit  Hülfe 
der  Differenzenrechnung  [I  E]  lässt  sich  die  Berechnung  der  Werte 
f(a),  f{a-\-  jd)j  f{a-\-2d)  etc.  auf  Additionen  zurückführen;  aber  die 
Bildung  der  Gleichung,  der  die  Quadrate  der  Wuraeldifferenzen 
genügen,  wird  für  höhere  Grade  sehr  umständlich.  Nun  hat 
A.  Cauchy  gelehrt,  mit  Hülfe  der  oberen  Grenze  für  die  absoluten 
Beträge  der  Wurzeln  aus  dem  Differenzenprodukt  allein  eine  untere 
Grenze  des  kleinsten  Unterschiedes  zweier  Wurzeln  zu  finden').     Ist 

nämlich  P   das   Produkt    der   — ^-^ —  Differenzen   und   q   die   obere 

Grenze  der  Wurzeln,  so  ist  jede  Differenz  absolut  nicht  grösser  als 


2)  E.  TFann^,  Medit.  algebr.  Cambr.1770,  Lond.  Trans.  1779.  J.L.  Lagrange, 
de  la  resolution  des  ^quations  num^riques  de  tous  les  degräs.  Paris  1798.  Chap.  1. 

3)  A.  Cauchy,  Analyse  algäbrique  [note  111];  vgl.  Ä.  Cauchy,  Exercises  de 
math^matiques,  4.  ann^e,  Paris  1829,  p.  65. 
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2q  und  daher y  wenn  ^  der  absolute  Betrag  der  kleinsten  DiflFerenz 

n.n — 1 n.n — 1 

ist,  |P|  <  ^  •  {2q)~^~  oder  J  >  \P\{2q)  «  .  Dieser  Wert 
wird  aber  im  allgemeinen  sehr  viel  zu  klein  sein  und  verlangt  viel 
unnötige  Rechnung. 

4.  Desoartes*  Zeichenregel  und  Budan-Fonrier's  Sats.  Die  Be- 
rechnung einer  ganzen  rationalen  Funktion  f{x)  =  a^x^  +  a^x*"^  + 
•  •  •  +  «m-i^:  +  a»  für  irgend  einen  Wert  p  lässt  sich  folgendermassen 
ausfiihren.     Man   berechnet   nacheinander    die    Grössen   6^,  63,  ...  6„ 

durch  die  Kette:  6^  =  o^  +  ^oft  ^2  =  02  +  ^iPy  ^3  =  ^  +  ^Pf  •  •  •; 
6^  =s  ön  +  6n— ip.    Das  geschieht  am  besten  nach  dem  Schema*): 

Uq        üy        Og        «3   .   .  .   «m-l        c^» 

«oP   ^P   ^2JP        K-iP  K-\P 

Dann  ist 

und  daher  6„  z=zf{j^y  Die  Grösse  6«  ist  der  Rest,  der  bei  der  Divi- 
sion von  f{x)  durch  x  — p  bleibt,  und  a^b^h^  , .  .hn—i  sind  die  Koeffi- 
zienten des  Quotienten.  Für  genäherte  Rechnungen,  für  welche  die 
Genauigkeit  des  Rechenschiebers  [I  F]  ausreicht,  ist  die  Ausführung 
besonders  bequem,  da  alle  Multiplikationen  bei  derselben  Stellung  des 
Schiebers  abgelesen  werden.  Wendet  man  auf  den  Quotienten  das- 
selbe Verfahren  noch  einmal  an: 

»0       *i       &2  •  •  •  ^«-i     ^» 

a^p      C^p  Cn-iP 

80  ist 

f{x)  =  ln  +  Cn^i{x—p)  +  {x—py{a^{X  — J))*-*  +  Cy{X—py^^+-+  (V-j), 

und  man  sieht,  dass  auf  diese  Weise  nach  und  nach  f{x)  nach  Poten- 
zen von  {x — p)  entwickelt  wird.     Die  Zahlen  6»,  Cn— 1,  rf»— 2;  •  •  • 

sind  gleich  /•(!,),  fip),  ^\  •  •  •  • 

Unter  der  AnzcM  der  Zeichenwechsel  einer  Zahlenreihe  a^a^ . . .  a* 
versteht  man  die  Anzahl,  welche  angiebt,  wievielmal  zwei  benach- 
barte Grössen  der  Reihe  verschiedenes  Zeichen  haben.  Wenn  einige 
der  Grössen  Null  sind,  so  sind  sie  dabei  als  nicht  vorhanden  anzu- 
sehen,  so  dass  zwei  von  Null  verschiedene  Grössen  auch  dann  als 


4)  W.  G.  Horner,  Lond.  Trans.   Part  I.  1819,  p.  308. 
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benachbart  gelten^  wenn  sie  durch  Nullen  getrennt  sind.  Wenn  nun 
eine  der  Grössen  z.  B.  a«  durch  a«  +|)aa— i  ersetzt  wird,  wo  p  eine 
positive  Grösse  bedeuten  soU^  so  kann  dadurch  offenbar  die  Zahl  der 
Zeichenwechsel  niemals  zunehmen.  Denn  eine  Änderung  kann  nur 
flio  eintreten,  dass  a«  -{-  pda—i  Null  wird  oder  dasselbe  Zeichen  an- 
nimmt wie  aa~i,  während  aa  das  entgegengesetzte  Zeichen  hat.  Der 
Zeichenwechsel  «a— i««  geht  dabei  verloren.  Wenn  auf  a«  noch  eine 
von  Null  verschiedene  Grösse  folgt,  so  bleibt  die  Anzahl  der  Zeichen- 
wechsel entweder  ungeändert  oder  nimmt  um  zwei  Einheiten  ab. 
Wenn  dagegen  a«  die  letzte  von  Null  verschiedene  Zahl  ist,  so  wird 
für  den  FaU,  dass  üa  -j-  pda—i  Null  ist  oder  ein  anderes  Zeichen  hat 
wie  a«,  ein  Zeichenwechsel  verloren  gehen.  Daraus  folgt,  dass  beim 
Übergange  von  aQa^a^.,.an^ian  zu  aQb^b^.,,bn—ian,  wo  ft^ft,  . . .  6,,_i 
die  oben  definierten  Werte  haben,  die  Anzahl  der  Zeichenwechsel 
entweder  unverändert  bleibt  oder  sich  um  eine  gerade  Anzahl  ver- 
mindert, wofern  nur  a„  von  Null  verschieden  vorausgesetzt  wird. 
Wenn  femer  hn  entweder  Null  ist  oder  entgegengesetztes  Vorzeichen 
hat  wie  a«,  so  wird  beim  Übergang  von  a^Oi . . .  a«  zu  a^h^^b^  .  .  . 
bn^ibn  entweder  ein  Zeichenwechsel  oder  eine  ungerade  Anzahl  von 
Zeichenwechseln  verloren  gehen.  Betrachten  wir  zuerst  den  Fall  6«  =  0. 
Hier  ist  p  eine  positive  Wurzel  der  Gleichung  f{x)  =  0  und  a^b^b^,,. 
&«-.!  sind  die  Koeffizienten  der  ganzen  Funktion  n — 1*"**  Grades,  die 
nach  dem  Wegheben  des  Faktors  x  —  p  übrig  bleibt.  Sind  noch 
mehr  positive  Wurzeln  vorhanden  und  hebt  man  nach  einander  die 
ihnen  entsprechenden  Faktoren  fort,  so  vermindert  sich  dabei  die 
Anzahl  der  Zeichenwechsel  in  der  Reihe  der  Koeffizienten  mindestens 
um  die  Zahl  der  positiven  Wurzeln.  Daher  ist  die  ZaM  der  positiven 
Wurzeln  einer  Gleichung  höchstens  gleidi  der  Anzahl  der  Zeichen- 
Wechsel  in  der  Reihe  der  Koeffizienten.  Dieser  Satz  ist  als  Descartes*'^) 
Zeichenregel  bekannt.  Nach  dem  Wegheben  der  den  positiven  Wur- 
zeln entsprechenden  Faktoren  sind  nur  noch  negative  oder  complexe 
Wurzeln  übrig  und  daher  keine  Zeichenwechsel  mehr  in  der  Reihe 
der  Koeffizienten  vorhanden.  Man  kann  daher  Descartes'  Zeichenregel 
dahin  vervollständigen,  dass  die  Zahl  der  positiven  Wurzeln  entweder 
gleich  der  Zahl  der  Zeichenwechsel  oder  um  eine  gerade  Zahl  ge- 
ringer ist*). 

Wenn  man  f(p  -j-  h)  nach  Potenzen  von  h  entwickelt,  so  wird 


5)  B.  Descartes,  Geometria,  Lugd.  Bat.  1649,  liber  III;  deutsch  y.  L.  Si^le- 
Singer,  Berlin  1894. 

6)  K.  F.  Gauss,  Werke  8,  p.  67. 
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die  Reihe  der  Koeffizienten  gleich:        ^    ^  TTZiV!  ^  '  '  '^  fip)j  f(j^)' 

Nach  Descartes'  Zeichenregel  ist  die  Anzahl  der  positiven  Wurzeln  h 
der  Gleichung  f(p  +  Ä)  =  0  oder,  was  dasselbe  ist,  die  Anzahl  der 
den  Wert  p  übersteigenden  Wurzeln  der  Gleichung  f(x)  =  0  höchstens 
gleich  der  Anzahl  der  Zeichenwechsel  in  der  Reihe  jener  Koeffizienten. 
Jene  Koeffizienten  können,  wie  oben  gezeigt  wurde,  aus  der  Reihe 
der  Koeffizienten  UqU^^  , , .  Un  berechnet  werden,  indem  man  wiederholt 
zu  einer  der  Grössen  die  mit  p  multiplizierte  vorhergehende  Grösse 
hinzufügt.  Daraus  folgt,  wenn  p  positiv  ist,  dass  die  Anzahl  der 
Zeichenwechsel  beim  Übergang  von  a^a^  -  -  -  dn  zu  jenen  Koeffizienten 

d.  i.  von  r^  r-'^^^         f(o)  f(o)  zu  ^(^  ^*''(p) 

f(p)y  f(p)  Jiicht  zunehmen  kann  und  mindestens  um  eine  Einheit 
oder  eine  grössere  ungerade  Zahl  abnimmt,  wenn  das  Vorzeichen  von 
f(p)  dem  von  a^  entgegengesetzt  ist.  Setzt  man  in  der  Gleichung 
f(x)  =  0  das  Binom  a  -f-  ä  an  Stelle  von  x  ein  und  wendet  denselben 
Satz  auf  h  tLüy  so  ergiebt  sich,   dass  die  Anzahl   der  Zeichenwechsel 

von  '-^y  Sr=^!'  •••;  r(^),  f{^)   beim   Übergang   von   x  =  a   zu 

X  =  a  -{-  p,  sobald  das  Vorzeichen  von  f(a  +  p)  dem  von  f{a)  ent- 
gegengesetzt ist,  mindestens  um  eine  Einheit  abnimmt,  oder  mit  an- 
dern Worten,  dass  mit  wachsendem  x  die  Anzahl  der  Zeichenwechsel 
beim  Passieren  einer  Wurzel  der  Gleichung  um  eine  ungerade  Zahl 
abnimmt  und  sonst  nur  um  eine  gerade  Zahl  abnehmen  kann.  Mithin 
ist  die  Zahl  der  Wurzeln  der  Gleichung  f(x)  =  0,  die  zwischen  einer 
beliebigen  Zahl  x^  und  einer  grösseren  Zahl  x^  liegen,  entweder 
gleich  der  Anzahl  der  beim  Übergang  von  x^  zu  x^  in  der  Reihe 

—\^y  \  _l\f>  '-•}  fi^)}  f{^)   verlorenen   Zeichen  Wechsel   oder   um 

eine  gerade  Anzahl  geringer'').  Für  absolut  grosse  Werte  von  x  über- 
wiegt in  jeder  Punktion  das  Glied  mit  der  höchsten  Potenz.  Für 
grosse  negative  Werte  sind  daher  n  Zeichenwechsel  vorhanden,  die 
beim  Übergang  zu  grossen  positiven  Werten  von  x  alle  verloren  gehen. 
Es  gehen  also  genau  so  viel  Zeichenwechsel  verloren,  wie  die  Glei- 
chung reelle  und  imaginäre  Wurzeln  hat.  Da  nun  für  jede  reelle 
Wurzel   ein  Zeichenwechsel  verloren  geht,   so  stimmt  die  Zahl  der 


7)  D^.  BiMlan^  Nouvelle  m^thode  pour  la  r^solution  des  ^nations  num^riques, 
2.  ^d.  Paris  1822.  J.  B.  J.  Fowrier,  Analyse  des  ^quations  d^termin^es,  Paris 
18B1,  livre  1.  Über  die  Zeitfolge  betr.  Budan  und  Fourier  vgl.  G.  Darbaux  in 
Faufier'B  ges.  W.  2,  p.  311.    J.  P.  de  Gua,  Par.  M^m.  in  4^  1741,  p.  469  u.  f. 
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übrigen  verlorenen  Zeichenwechsel,  die  immer  paarweise  verloren  gehen, 
mit  der  Zahl  der  komplexen  Wurzeln^  die  ebenfeüls  paarweise  zu- 
sammengehören. Fourier  lässt  jedem  dieser  Paare  verlorener  Zeichen- 
wechsel ein  ganz  bestimmtes  Paar  konjugierter  Wurzeln  entsprechen^. 
Er  hat  aber  einen  solchen  Zusammenhang  nicht  nachgewiesen^  wenn 
er  auch  vermutlich  vorhanden  ist. 

Die  Werte  ^\  ^11^,  y  •-  f(P)>  fip)  werden,   wie   oben 

gezeigt,  auch  aus  der  Reihe  ÜQb^b^ . . .  bn—ihn  durch  fortgesetztes 
Addieren  der  mit  p  multiplizierten,  jedesmal  vorhergehenden  (Crosse 
abgeleitet  Da  dabei,  wie  wir  oben  sahen,  bei  positivem  p  die  Anzahl 
der  Zeichenwechsel  sich  zwar  vermindern  aber  nicht  vei^rossem  kann, 
80  folgt  sofort,  dass  die  Zahl  der  positiven  Wurzeln,  die  den  Wert  p 
nicht  übersteigen,  höchstens  gleich  der  Anzahl  der  Zeichenwechsel 
von  ao6^&2 . . .  &„  oder  irm  eine  gerade  Anzahl  kleiner  ist.  Dasselbe 
gilt  von  der  Reihe  a^c^c^ . . .  Cn-i&n  u.  s.  w.*).  —  Descartes'  Zeichen- 
regel giebt  auch  über  die  negativen  Wurzeln  der  Gleichung  einen 
gewissen  Aufschluss.  Man  ersetze  x  durch  —  x.  Dann  gehen  die 
positiven  Wurzeln  in  negative  über  und  umgekehrt.  Wenn  alle  Koeffi- 
zienten von  Null  verschieden  sind,  so  er^nzen  sich  die  Anzahlftn^  die 
man  in  beiden  Fällen  erhält,  zu  w.  Wenn  aber  einzelne  Glieder 
fehlen,  so  können  die  beiden  Anzahlen  zusammen  kleiner  sein  als  n. 
Es  muss  dann  eine  entsprechende  Anzahl  komplexer  Wurzeln  vor- 
handen sein.  —  Wenn  man  den  reciproken  Wert  von  o;  in  die  Glei- 
chung einfahrt,  so  kehrt  sich  die  Reihenfolge  der  Koeffizienten  um: 
t*f{ir^)  =  «0  +  ^1^  +  ^^*  +  *  * '  +  ^«^**  Berechnet  man  mit  dieser 
neuen  Reihenfolge  a^a^  .  .  ,an  in  derselben  Weise  wie  oben  durch 
Addieren  der  mit  p  multiplizierten  vorhergehenden  Grösse  nach  dem 
Schema: 

0      anp      B^p  Bn-ip 

an      B^  jBg  Bn 

die  Grössen  anB^B^ .  . ,  Bn,  so  ist  die  Anzahl  der  Wurzeln  von  t,  die 
den  positiven  Wert  p  übersteigen  oder,  was  dasselbe  ist,  der  positiven 

Wurzeln  x,  die  nicht  grösser  sind  als  — ,  höchstens  gleich  der  Anzahl 
der  Zeichenwechsel  dieser  Reihe  ^®).    Auch  die  Koeffizienten  der  Ent- 


8)  J.  B.  J.  Fourier,  1.  c.  livre  I,  art.  43. 

9)  Vergl.  für  diese  Sätze  E.  Laguerre,  J.  de  Math.  (3)  9,  (1888),  p.  99  = 
oeuv.  p.  3.    Acta  math.  4  (1884),  p.  97  =  oeuv.  p.  184  [I B  2,  Nr.  26,  Anm.  424,427]. 

10)  E.  Laguerre,  J.  de  Math.  (3)  9. 
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Wicklung  nach  Potenzen  von  {t  —  p)  liefern  ebenfalls  eine  obere 
Grenze,  die,  wie  Nr.  2  gezeigt  ist,  zwar  kleiner  als  jene  sein  kann, 
aber  umständlicher  zu  berechnen  ist    Wenn  man  erst  a  4*  %  statt  x 

und  dann  -7-  statt  h  einführt,  erhält  man  eine  obere  Grenze  für  die 

Wurzeln  x  zwischen  a  und  a  -j —  .^^)  Laguerre^^)  hat  Descartes'  Zeichen- 
regel auf  unendliche  Reihen  ausgedehnt.    Es  möge  die  Reihenentwick- 

+00 

lung  f(^x)  =  ^^a„a:"  nur  för  w  <  |a:|  <  t;  konvergieren,  und  es  sei  p 

— 00 

ein  Wert  zwischen  u  und  v,   für  den  f(x)  verschwindet.     Dann  ist 

fix) 
auch  — -^  für  denselben  Konvergenzbereich  entwickelbar: 

-f-00 

^^  =  ^6«a;"-i     wo     6»  =  a„  +  an+ijp  H 

=  —  a»-ijp-"^  —  an-%p-^ . 

Für  die  Anwendung  von  Descartes'  Zeichenregel  kommt  nur  der  Fall 
in  Betracht,  wo  die  Koeffizienten  a  eine  endliche  Anzahl  von  Zeichen- 
wechseln darbieten,  wo  also  von  einem  gewissen  positiven  Index  r 
ab  in  der  Reihe  üry  «r+i,  «r+2 . . .  kein  Zeichenwechsel  mehr  vor- 
kommt und  ebenso  von  einem  negativen  Index  —  5  ab  in  der  Reihe 
a_,,  ö— ,— 1,  ö— ,_2 . . .  kein  Zeichenwechsel  mehr  vorkommt.  Dann 
haben  auch  alle  Grössen  der  Reihe  hr,  6r-f  1,  K-\-%,  •  • .  dasselbe  Zeichen 
wie  «r,  ö^r-fi, . . .,  und  alle  Grössen  der  Reihe  fc-.+i,  6_,,  6— «— i, . . . 
das  entgegengesetzte  Zeichen  wie  a_,,a— ,_i,  a— ,— 2, ....  Die  Zeichen- 
wechsel in  der  Reihe  der  Koeffizienten  a  sind  daher  dieselben,  wie 
die  in  der  endlichen  Reihe  ft^ör— lör— 2  • . .  Oo«— 1 . . .  a—^,  wo  k  nicht 
kleiner  als  s  und  so  gewählt  sein  soll,  dass  a^x  nicht  Null  ist.  Ebenso 
sind  die  Zeichenwechsel  in  der  Reihe  der  Koeffizienten  h  dieselben, 
wie  die  in  der  endlichen  Reihe  brbr—i  . . .  606—1  • .  •  b—x-  Nun  ist 
6«  =  »I»  +l>6»-f.i.  Also  ist  der  Übergang  von  der  einen  zur  andern 
Reihe  ein  solcher,  wie  er  oben  betrachtet  wurde.  Da  nun  das  Vor- 
zeichen von  b—x  dem  von  a—x  entgegengesetzt  ist,  so  geht  dabei  eine 
ungerade  Zahl  von  Zeichenwechseln  verloren.  Liegen  zwischen  u 
und  V  mehrere  Wurzeln,  und  hebt  man  in  derselben  Weise  die  ent- 
sprechenden linearen  Faktoren  weg,  so  ergiebt  sich  demnach  eine 
Entwicklung,  bei  der  die  Anzahl  der  Zeichenwechsel  mindestens  um 
die  Anzahl  der  Wurzeln  geringer  ist.    Die  Funktion  hat  dann  in  dem 

11)  K.  G.  J.  Jacobi,  Werke  8,  p.  279  (J.  f.  Math.  18  [1884],  p.  840)  spricht 
denselben  Satz  in  etwas  anderer  Form  aus. 

12)  E,  Laguerre  1.  c. 
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IntenraU  u  bis  v  überall  das  gleiche  Zeichen ,  und  da  in  der  Nahe 
Yon  X  =  u  die  Glieder  mit  grossem  negativen  Index,  in  der  Nahe 
von  X  =  V  die  mit  grossem  positiven  Index  überwi^en,  so  müssen 
beide  Gruppen  von  Eoef&zienten  das  gleiche  Zeichen  besitzen.  Mithin 
kann  die  Entwicklung  nur  eine  gerade  Zahl  von  Zeichenwechseln  be- 
sitzen. Die  Zahl  der  positiven  Nullstellen  der  ursprünglichen  Ent- 
wicklung ist  daher  der  Anzahl  ihrer  Zeichenwechsel  gleich  oder  um 
eine  gerade  Zahl  geringer. 

Man  kann  in  der  Entwicklung  nach  Potenzen  von  x  auch  ge- 
brochene oder  auch  irrationale  Exponenten  zulassen.  Auch  f&r  den 
Fall,  wo  die  Glieder  mit  positiven  Exponenten  oder  die  mit  negativen 
Exponenten  nur  in  endlicher  Anzahl  vorhanden  sind,  bleibt  der  Be- 
weis bestehen.  Laguerre  hat  von  dieser  Erweiterung  der  Zeichenregel 
zahlreiche  Anwendungen  gemacht.  Sei  f(x)  eine  ganze  rationale 
Funktion  von  x,  und  u  und  v  zwei  positive  Zahlen  (m  <  t;),  welche 

die  Gleichung  f(x)  =  0  nicht  befriedigen.    Dann  kann  man  j -^ — : 

in  eine  Reihe  nach  positiven  und  negativen  Potenzen  von  x  entwickeln, 

die  für  u  <^\x\  <,v  und  nicht  weiter  konvergiert.     Die   Anzahl  der 

Wurzeln  zwischen  u  und  v  ist  dann  höchstens  gleich  der  Anzahl  der 

Zeichenwechsel  in  der  Reihe  der  Koeffizienten. 

fix) 
Entwickelt  man  -^-^-^  nach  fallenden  Potenzen  von  x,  so  enreben 

X —  u  »  o 

sich  die  Koeffizienten  ao&^&g^s  **•  ^»7  6»-f.i...,  wo  6«^i  =  6»«^.  Von 
6«  ab  sind  keine  Zeichenwechsel  mehr  vorhanden,  so  dass  wir  den 
schon  oben  abgeleiteten  Satz  wieder  erhalten,  dass  die  Anzahl  der 
positiven  Wurzeln,  die  grösser  sind  als  u,  die  Zahl  der  Zeichenwechsel 
in  der  Reihe  üq^  ,  .  .bn  nicht  übersteigen  kann.  Nun  kann  man  aber 
auch  wiederholt  durch  x  —  u  dividieren  nnd  erhält  z.  B. 


«0 

+ 

t>5    .  .  . 

«0 

Cl 

fj 

^       •     •     • 

Die  Anzahl  der  Zeichenwechsel  kann  dabei  nur  abnehmen,  bildet  aber 
ebenfalls  eine  obere  Grenze  für  die  Anzahl  der  positiven  Wurzeln, 
die  den  Wert  u  übersteigen.  Bei  irgend  einem  c  z.  B.  Ca  kann  man 
auch  schräg  in  die  Reihe  der  b  hinaufsteigen  . . .  Ca6a+i6a-f2  •  •  •> 
wodurch  wie  oben  gezeigt  die  Zahl  der  Zeichenwechsel  nur  zunehmen 
kann,  also  auch  dann  eine  obere  Grenze  der  Wurzeln  darstellt.  Denkt 
man  sich  durch  immer  höhere  Potenzen  von  (x  —  u)  dividiert,  zu- 
gleich aber  den  Wert  von  u  immer  kleiner  angenommen  dergestalt, 
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dass  in  — ^-^-^  das  Produkt  ur  einen  konstanten  Wert  z  behält,  so 

(X  —  uf 

nähert  sich  für  sehr  grosse  Werte  von  r  der  Ausdruck  dem  Grenz- 

s 

wert  f(x) '  e*.  Die  Zahl  der  positiven  Wurzeln  kann  also  nicht 
grösser  sein,  als  die  Anzahl  der  Zeichen  Wechsel  in  der  Entwicklung 

von  f(x)  •  e*  nach  fallenden  Potenzen  von  x.  Den  Wert  z  vergrössem 
heisst  bei  gleichem  u  den  Wert  von  r  vergrössem.  Dabei  kann  die 
Anzahl  der  Zeichenwechsel  nur  abnehmen.  Laguerre  zeigt,  dass  für 
einen  hinreichend  grossen  Wert  von  z  die  Zahl  der  Zeichenwechsel 
gerade  gleich  der  Anzahl  der  positiven  Wurzeln  wird.  Statt  nach 
fallenden  Potenzen  von  x  kann  man  auch  nach  steigenden  entwickeln, 
was  mit  der  Vertauschung  von  x  mit  seinem  reciproken  Wert  gleich- 
bedeutend ist. 

Newton ^^)  hat  für  die  Gleichung  a^x"^  +  ötirc*»""^  +  •  •  •  +  «m  =  0 
den  Satz  aufgestellt,  dass  sie  mindestens  so  viele  komplexe  Wurzeln 

besitzt,  wie  in  der  Reihe  a^^, ^—  a^  —  a^a^,    __    •    T"   Oj* — 0,1^^} 

. . .,  —5 cin—i  —  cbn—iO'nj  ctn    Zeicheuwechsel  vorkommen.     Syl- 

vester^^)  fand  den  Beweis  in  einem  allgemeineren  Satze,  der  sich  zu 
dem  Newton'schen  verhält  wie  das  Theorem  von  Budan  und  Pourier 
zu  Descartes*  Zeichenregel. 

Bei  der  Anwendung  des  Theorems  von  Budan  und  Fourier  wird 
es  häufig  vorkommen,  dass  in  einem  Intervall  zwei  Zeichenwechsel 
verloren  gehen  und  man  nun  nicht  weiss,  ob  ihnen  zwei  reelle  Wur- 
zeln entsprechen  oder  nicht.  Es  mögen  z.  B.  die  letzten  drei  Zeichen 
der  Reihe  /^")(a;),  f^^'-^^x),  . . .  f{x),  f{x)  für  a;  =  a:  +  —  +,  für 
X:=h:  -\ — (-  +  sein,  während  alle  vorhergehenden  Zeichen  in  beiden 
Reihen  dieselben  sind.  Dann  weiss  man  nach  dem  Vorhergehenden, 
dass  f'{x)  in  dem  Intervall  eine  und  nur  eine  reelle  Wurzel  hat; 
aber  es  ist  nicht  sicher,  ob  auch  f{x)  in  dem  Intervall  zwei  reelle 
Wurzeln  besitzt  oder  keine.  f\x)  kann  in  dem  ganzen  Intervall  nur 
positiv  sein;  die  Curve  y  =  f(x)  ist  mithin  nach  der  Seite  der 
wachsenden  y  konkav.  Die  beiden  Ordinaten  f(a)  und  f(b)  sind  po- 
sitiv, und  es  fragt  sich,  ob  nun  die  Kurve  in  dem  Intervall  ganz 
über  der  a:- Achse  liegt  oder  die  a:- Achse  schneidet.  Fourier^*)  denkt 
sich  die  Tangenten  konstruiert,  deren  Berührungspunkte  zu  den  Ab- 


is) J.  ^etüton,  Arithmetica  universalis.  Cambr.1707.  2.  ed.  Lond.1722.  Cap.II. 

14)  J.  J.  Sylvester,  Phil.  Mag.  (4)  81  (1866),  p,  214. 

15)  J.  B.  J.  Fourier,  Analyse  des  equ.  determin^es.  Paris  1831.  Liv.  I,  art.  26. 
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scissen  a  und  h  gehören^  und  sucht  deren  Sclinittpunkte  mit  der 
rr- Achse   auf.     Die  Abscissen   der  Schnittpunkte   sind   a  —  -rA.   und 

b  — ^^^M   (zugleich   die   Näherungswerte   nach   Newton's   Verfahren). 

Wenn  6  >  a,  dagegen  a  —  jjj^  >h  —  pm)  »^  kreuzen  sich  die  Tan- 
genten vor  der  a:- Achse  und  die  Gleichung  hat  keine  reellen  Wurzehi 
zwischen  a  und  6.   Wenn  a  —  -L—  <  6  —  -^rrl: ,  so  können  zwischen 

diesen  beiden  Werten  immer  noch  zwei  Schnittpunkte  der  Kurve  mit 
der  0?- Achse  liegen.  Man  kann  dann  diese  neuen  engeren  Grenzen  an 
Stelle  von  a  und  6  nehmen  und  analog  mit  ihnen  verfahren;  es  sei 
denn,  dass  f'{x)  für  die  beiden  neuen  Werte  das  gleiche  Vorzeidien 
hätte  ^  woraus  sogleich  erhellen  würde  ^  dass  keine  Wurzeln  in  dem 
Intervall  liegen.  Besser  ist  es  noch,  einen  Näherungswert  c  für  die 
Wurzel  von  fix),  die  zwischen  a  und  b  liegt ^  zu  benutzen.  Ist 
f(c)  >  0,  so  kann  man  mit  Vorteil  gleich  c  an  Stelle  von  b  nehmen, 
für  f(c)<0  dagegen  an  Stelle  von  a.  Analog  ist  die  Untersuchung, 
wenn  f(a)  und  f(b)  beide  negativ  und  f'{x)  in  dem  Intervall  negativ  ist. 

Wenn  zwischen  a  und  b  das  Zeichen  von  f\x)  noch  wechselt, 
so  geht  man  in  der  Reihe  der  Ableitungen  zurück  und  verengert  das 
Intervall,  das  eine  Wurzel  von  f(x)  einschliesst,  zuerst  so,  dass  kein 
Zeichenwechsel  mehr  eintritt.  Das  kann  man  durch  genäherte  Be- 
rechnung der  Wurzel  von  f'(x)  u.  s.  w. 

Das  Verfahren  kann  langwierig  werden,  wenn  die  a;- Achse  nahe 
mit  einer  zu  ihr  parallelen  Tangente  zusammenrällt^  und  es  wird  illu- 
sorisch, wenn  die  Kurve  die  a:-Achse  berührt.  Wollte  man  sich  ver- 
gewissem,  dass  dieser  Fall  nicht  eintritt,  so  müsste  man  zunächst 
feststellen,  dass  f(x)  und  f{x)  nicht  gleichzeitig  verschwinden.  Durch 
genäherte  Berechnungen  würde  dies  schwer  zu  machen  sein,  falls  die 
Wurzeln  von  f(x)  und  f(x)  einander  nahe  rücken,  und  wenn  sie 
übereinstimmen,  so  kann  man  dies  durch  Näherungsrechnungen  über- 
haupt nicht  beweisen. 

5.  Der  Storm'sche  Satz.  Für  den  Fall,  dass  f(x)  eine  ganze 
rationale  Funktion  ist,  lässt  sich  durch  das  Verfahren  des  gemein- 
samen Teilers  volle  Sicherheit  gewinnen.  Zugleich  führt  dies,  wie 
Sturm  ^^)  gezeigt  hat,  zu  einem  vollkommenen  Mittel,  die  Zahl  der 
reellen  Wurzeln,  die  innerhalb  eines  Intervalls  liegen,  anzugeben  und 


16)  J.  K.  Fr.  Sturm,  Bulletin   de   Färussac  11,  1829.  —  Par.  M^m.  Sav. 
[fitr.]  6  (1885). 
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sie  dadurch  auch  zu  trennen.  Das  Verfahren^  den  gemeinsamen  Teiler 
zu  finden^  besteht  darin,  die  folgende  Kette  von  Gleichungen  zu  bilden: 

f{x)-=^q,{x)r{x)-r,{x) 
f{^)  =  &(^)n(^)  —  r^{x) 

etc.,     [I  B  1  a,  Nr.  12] 

"^^  Qi7  9i7  ' ' '  ^i®  Quotienten  und  —  r^,  —  ^2?  •  *  •  ^®  Reste  der 
Division  sind.  Ist  der  letzte  von  Null  verschiedene  Rest  n  eine  Kon- 
stante, so  haben  f(x)  und  f{x)  keinen  gemeinsamen  Teiler.  Im 
andern  Fall  stellt  dieser  Rest  n  den  grössten  gemeinsamen  Teiler  dar. 
Im  ersten  Fall  giebt  es  keinen  Wert  von  rc,  für  den  zwei  benach- 
barte Funktionen  der  Reihe  f{x),  f{x)j  r^{x),  r^{x)j  ...  r^  gleich- 
zeitig verschwinden.  Zugleich  geht  aus  der  Kette  von  Gleichungen 
hervor,  daas  beim  Verschwinden  einer  der  Funktionen  f,  r.,  r„  . . . ,  r,_, 
die  beiden  benachbarten  Glieder  der  ganzen  Reihe  f,  f^  r^,  ...  r^ 
entgegengesetztes  Zeichen  haben.  Daher  wird  die  Anzahl  der  Zeichen- 
wechsel nur  beim  Verschwinden  von  f  geändert  und  zwar  geht  mit 
wachsendem  x  jedesmal  ein  Zeichenwechsel  verloren.  Ist  daher 
x^>  x^,  so  ist  die  Anzahl  der  Zeichenwechsel  in  der  Reihe  f(x^y 
f{^%))  ^1(^2);  •  •  •  ^v  vermindert  um  die  Anzahl  in  der  Reihe  f{x^y 
fi^i)}  ^1(^1)7  •  •  •  ^»'7  gleich  der  Anzahl  der  Wurzeln  zwischen  x^  und  x^. 
Wenn  in  dem  Intervall  x^  bis  x^  schon  r«  sein  Zeichen  nicht  wechselt, 
so  braucht  man  offenbar  nur  die  Reihe  f,  f,  r^,  -  -  >  Ta  zu  betrachten. 
Wenn  r^  nicht  konstant  ist,  so  ist  die  Anzahl  der  verlorenen  Zeichen- 
wechsel auch  gleich  der  Zahl  der  Wurzeln  zwischen  x^  und  a^,  wobei 
aber  jede  mehrfache  Wurzel  nur  einmal  gerechnet  ist.  Der  Stürmische 
Satz  ist  nicht  auf  das  Verfahren  des  grössten  gemeinsamen  Teilers  be- 
schränkt. Er  gilt  für  jede  Funktionsreihe  ff^f^  •  -  -fnj  wenn  1)  f^  beim 
Verschwinden  von  f  das  Vorzeichen  von  f  hat,  2)  beim  Verschwinden 
einer  der  Funktionen  /*i  . .  .  /"„_!  die  benachbarten  entgegengesetztes 
Zeichen  haben  und  3)  /*»  in  dem  betrachteten  Intervall  sein  Zeichen 
nicht  ändert.    So  bilden  z.  B.  fär  die  Säkulargleichung  (I A  2,  Nr.  36) 


«11- 

Xj    (1^2 )                •  •  •    ötin 

Oji,           022       ar,  . . .  Os« 

=  0 

üik 

=  aki 

ötnlj               Ön2;               •  •  •    (^nn  —  X 

die  Funktionen 

an  —  X,  ai2,           , . .  (hn—a 

U  =  (- 1)« 

(hl,              Chi  —  X,  ...   (hn—a 

• 

X 

} 

fn- 

ö^n  —  a,  1; ön— fl 

r, «— a  ~" 

= (- 1)' 


Encjklop.  d.  math.  WiBienich.    I. 
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eine  Sturm'sche  Reihe  ^  wie  aus  der  Theorie  der  Determinanten  ge- 
folgert werden  kann.  Daraus  ergiebt  sich  sofort  die  Realität  aUer 
Wurzeln  ^^.  —  Die  praktische  Ausführung  des  Yerfiahrens  des  grossten 
gemeinsamen  Teilers  ist  nicht  beschwerlich^  wenn  man  die  Koeffizienten 
nur  genähert  berechnet,  was  im  allgemeinen  genügt  Man  bedient 
sich  dabei  mit  Vorteil  des  Rechenschiebers"). 

Betrachtet  man  die  Koeffizienten  einer  Oleichung  als  yeranderlich, 
so  kann  sich  die  Anzahl  der  reellen  Wurzeln  nur  ändern,  wenn  zwei 
Wurzeln  zusammenfallen,  d.  h.  wenn  die  Discriminante  (I  B  1  a^  Nr.  20 
— 22;  IB2,  Nr.  25,  26)  verschwindet.  Das  Gebiet  der  Yeränderlichen 
wird  durch  das  Gebilde,  auf  dem  die  Discriminante  verschwindet^  in  Teile 
geteilt,  die  den  verschiedenen  Anzahlen  reeller  Wurzeln  entsprechen^. 

6«  Oauohy'a  Integral.  Zieht  man  komplexe  Werte  mit  in  Be- 
tracht, so  giebt  Gauchy's  Integral  Aufschluss  über  die  Zahl  der  in 
einem  Gebiete  liegenden  Wurzeln.  Nach  Gauchy  (11  B  1)  ist  die  Zahl 
N  der  Nullpunkte  einer  Funktion  f(x)  in  einem  Gebiete,  wo  sie  sich 
regulär  verhält, 

m  i ' 

dabei  ist  das  Integral  über  den  Rand  des  Gebietes  im  positiven  Sinne 
zu  erstrecken  und  die  Funktion  ist  auch  auf  dem  Rande  r^ulär  und 
von  Null  verschieden  vorausgesetzt.  Man  braucht  nur  die  reellen 
Teile  des  Integrals  zu  beachten  und  hat,  wenn  q>  das  Argument  von 
f{x)  bedeutet,  f{x)  =  q€9*  und  daher 

Der  reelle  Teil  des  Integrals  drückt  also  die  Zunahme  des  Argumentes 
von  f{x)  aus.  Um  den  Wert  des  Integrals  zu  finden,  hat  man  nur 
das  Argument  von  f{x)  für  eine  hinreichende  Anzahl  von  Punkten 
des  Randes  auszurechnen.  Die  Punkte  sind  so  dicht  zu  wählen,  dass 
über  die  Zunahme  des  Arguments  keine  Zweideutigkeit  bestehen  kann. 

Bezeichnet  M  die  obere  Grenze  von    ^^7-7    in  irtrend  einem  Teil  des 

f{x)  ° 

Randes  von  der  Länge  5,  so  kann  der  Beitrag  jedes  unendlich  kleinen 
Randteilchens  zum  reellen  Teil  des  Integrals  nicht  grösser  sein  als 
MdSj  und   der   ganze   Beitrag   des   Randteiles   s  kann   daher   nicht 


^-hi' 


17)  Siehe  den  Beweis  bei  H.  Weher,  Algebra  1,  2.  Aufl.  p.  807. 

18)  Vergl.  das  Beispiel  in  Nr.  9. 

19)  Vergl.  L.  Kronecker,  Berl.  Der.  1878,  p.  146  und  L,  Kronecker^  Joum. 
für  Mathematik  92  (1882),  pag.  121  =  Werke  2,  p.  71,  386.  C.  Faerber,  Disser- 
tation. Berlin  1889. 
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grösser  sein  als  Ms,  Wählt  man  nun  die  Punkte  des  Randes  so 
dicht,  dass  von  einem  Punkt  zum  nächsten  Ms  kleiner  als  n  ist,  so 
kann  über  die  Zunahme  des  Argumentes  keine  Zweideutigkeit  mehr 
existieren.  Femer  braucht  die  Genauigkeit,  mit  der  man  das  Argu- 
ment von  f{x)  für  die  einzelnen  Punkte  ausrechnet,  nur  so  gross  zu 
sein,  dass  die  Summe  der  Änderungen  des  Argumentes  bis  auf  einen 
Fehler  von  weniger  als  n  bekannt  ist.  —  Man  kann  die  Änderung 
von  q>  auch  allein  durch  Betrachtung  der  Vorzeichen  des  reellen  und 
imaginären  Teiles  von  f{x)  beurteilen.  Denn  es  ist,  wenn  f{x)  =  J7+  Fi, 
ü'=pcos9?  und  F=(>sin9?.  Das  Vorzeichen  von  U  und  V  be- 
stimmt den  Quadranten,  in  dem  sich  (p  befindet.  Da  cos  q>  der  Diffe- 
rentialquotient von  sin  q>  ist,  so  wird  V  mit  wachsendem  q>  wachsen, 
wenn  U  positiv  ist,  und  abnehmen,  wenn  U  negativ  ist.  Beim  Ver- 
schwinden von  V  wird  mithin  die  Kombination  der  Vorzeichen  von 
V  und  U  mit  wachsendem  q>  einen  Zeichenwechsel  verlieren,  mit  ab- 
nehmendem tp  einen  Zeichenwechsel  gewinnen.  Wenn  daher  beim 
Durchlaufen  des  Randes  im  positiven  Sinne  die  Funktion  V  p-mal 
ihr  Zeichen  so  wechselt,  dass  F,  U  einen  Zeichenwechsel  verliert  und 
9 -mal  so,  dass  F,  U  einen  Zeichen  Wechsel  gewinnt,  so  ist  die  Gesamt- 
änderung von  tp  gleich  {p  —  q)it  und  die  Zahl  der  Wurzeln  im  Ge- 

biete  also  gleich  ^.     Denn  9  geht  alsdann  i^-mal  im  wachsenden 

Sinne  durch  0*^  oder  180®  und  g-mal  im  abnehmenden  Sinne.  Man 
kann  in  diesem  Lehrsatze  auch  F  mit  U  und  U  mit  —  F  vertauschen, 
da  if{x)  ==  —  V  -{-  Ui  dieselben  Nullstellen  hat  wie  f{x).  Für  den 
Fall,  dass  f{x)  eine  ganze  Funktion  n**"  Grades  ist,  kann  man  auch 
schreiben: 

f(x)  =  X"  [Uq  -|-  a^oc-^  4"  ^h^'^^  -|- . . .  -j-  anOr-*]s 

Für  grosse  Werte  von  \x\  wird  der  Elammerausdruck  nahezu  konstant. 
Die  Änderung  des  Argumentes  von  f(x)  wird  daher  sehr  nahe  gleich 
der  Änderung  des  Argumentes  von  x"*.  Es  folgt  daraus,  dass  für  ein 
Gebiet,  auf  dessen  Rande  |  x  \  hinreichend  gross  ist  [Nr.  2],  die  Anzahl  der 
Wurzeln  gleich  der  Änderung  des  Argumentes  von  x^  dividiert  durch 
2«,  also  gleich  n  sein  muss.  Wenn  das  Gebiet  auf  der  einen  Seite 
von  einer  Geraden,  auf  der  andern  Seite  von  einem  Kreisbogen  be- 
grenzt wird,  der  mit  einem  sehr  grossen  Radius  um  den  Nullpunkt 
beschrieben  ist  und  zwei  Punkte  der  Geraden  verbindet,  so  ist  die 
Änderung  von  tp  auf  dem  Kreisbogen  für  einen  hinreichend  grossen 
Radius  beliebig  wenig  von  nie  verschieden.  Lässt  man  den  Radius 
unendlich  werden,  so   erhält  man  also  den  Satz,  dass  die  Zahl  der 

auf  der  einen  Seite  der  Geraden  liegenden  Wurzeln  gleich  -^  plus  der 
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durch  2x  dividierten  Änderung  des  Ai^umentes  von  f(x)  längs  der 
betrachteten  Geraden  ist.  Die  betreffende  Seite  der  Oeraden  ist  die  zu 
dem  Sinne^  in  dem  sie  durchlaufen  wird^  positive.  Oder,  wenn 
f(x)  =  CT-j-  Fi,  so  ist  die  Zahl  der  Wurzeln  auf  dieser  Seite  gleich 

~  +     o     »  wo  p  die  Anzahl  der  Male  angiebt^  dass  V  sein  Zeichen 

beim  Durchlaufen  der  Geraden  wechselt,  während  V,  U  einen  Zeichen- 
wechsel verliert,  und  q  die  Anzahl  der  Male,  dass  V  sein  Zeichen 
wechselt,  während  V,  U  einen  Zeichenwechsel  gewinnt.  Die  Zahl  p  —  q 
findet  man  durch  das  Verfahren  des  grössten  gemeinsamen  Teilers 
ähnlich  wie  beim  Stürmischen  Satz.  Man  setzt  auf  der  Geraden 
X  =^  a  '\'bt,  wo  a  und  b  zwei  im  allgemeinen  komplexe  Zahlen  sind 
und  ^  von  -  oo  bis  +  cx)  läuft.  U  und  F  werden  dann  ganze  ratio- 
nale Funktionen  von  t  Im  allgemeinen  werden  ü  und  F  von  gleichem 
Grade  sein;  dann  kann  man  das  Verfahren  durch  Division  von  V 
durch  U  beginnen  oder  auch  durch  Division  von  U  durch  —  F. 
Wenn  dagegen  eine  von  ihnen  von  höherem  Grade  ist,  so  hat  man 
nur  eine  Möglichkeit.   Man  bildet  nun  die  Kette  von  Gleichungen  z.  B. 

etc. 

Die  Reihe  F,  J7,  fi,  ^2  •  •  •  ^a  k^in  dann  mit  wachsendem  t  nur  dann 
die  Anzahl  der  Zeichenwechsel  ändern,  wenn  F  verschwindet.  Dabei 
wird,  je  nachdem  F,  U  einen  Zeichen  Wechsel  verliert  oder  gewinnt, 
auch  die  Reihe  einen  Zeichenwechsel  verlieren  oder  gewinnen.  Folglich 
ist  p  —  q  der  Unterschied  in  der  Anzahl  der  Zeichenwechsel  der  Reihe 
für  t  =  —  oo  vermindert  um  die  Anzahl  für  ^=-(-oo.  Das  Analoge 
gilt,  wenn  Z7,  —  F  an  die  Stelle  von  F,  U  gesetzt  wird.  Besonders 
einfach  wird  das  Verfahren  für  den  Fall  reeller  Koeffizienten  von  f{x)y 
wenn  es  auf  irgend  eine  Senkrechte  zur  reellen  Achse  angewendet 
wird.     Man  setzt   a;  =  a  +  ti,  wo  a  eine  reelle  Zahl  ist.     Da  nun 

f{x)  =  f{a)  -f  f{a)  ti  +  Q^  tH^  H ,  so  wird  f7  nur  grade  Po- 
tenzen von  t  enthalten  und  F  nur  ungrade.  Dadurch  wird  das  Teil- 
verfahren wesentlich  abgekürzt.     Für  n  =  4  wird  z.  B.: 

wo 

Dabei  ist  vorausgesetzt,  dass  von  den  Grössen  B,  C,  D,  E  keine  ver- 
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schwindet.  Andernfalls  würde  das  Verfahren  sich  noch  abkürzen. 
Die  Anzahl  der  Wurzeln,  deren  reeller  Teil  kleiner  ist  als  a,  muss 

nun  gleich  -^  vermehrt  um  die  Hälfte   der  Zahl  sein,   die   angiebt, 

wie  viel  Zeichenwechsel  beim  Übergang  von  A,  —  B,  C,  —  D,  E  zu 
Aj  Bf  C,  D,  E  verloren  gehen.  Ist  g  die  Zahl  der  Zeichenfolgen,  SB 
die  der  Zeichenwechsel  in  der  Reihe  -4,  B,  C,  D,  E,  so  ist  die  Anzahl 

jener  Wurzeln  also  gleich  -^  +  ^^ —  oder,  da  n  =  g  +  SB,  gleich  5- 

Es  scheint  zunächst,  als  wenn  sich  diese  Betrachtungen  bei  einer 
reellen  Funktion  auf  die  reelle  Achse  selbst  nicht  anwenden  liessen, 
weil  hier  der  imaginäre  Teil  längs  der  ganzen  Geraden  verschwindet. 
Man  kann  aber  eine  Gerade  annehmen,  die  der  reellen  Achse  parallel 
ist,  und  kann  sie  ihr  beliebig  nahe  rücken  lassen.  Setzt  man  x=t — £1, 
wo  £  eine  sehr  kleine  positive  Zahl  sein  soll,  so  wird  mit  Vernach- 
lässigung der  Glieder  zweiter  Ordnung  f{x)  =  f{t)  —  f{t)  -  b  -  i  und 
daher  U  =  f{t)j  —  V=  f(t)  -  e.     Das  Verfahren  wird  also  mit  dem 

Stürmischen  Verfahren  identisch,    y  +  liefert    die   Anzahl    der 

reellen  Wurzeln  vermehrt  um  die  Anzahl  der  komplexen  Wurzelpaare. 

p  —  q  ist  die  Anzahl  der  reellen  Wurzeln  und  ""  ^  ""  ^  ist  die  An- 
zahl  der  komplexen  Wurzelpaare. 

Auch  für  irgend  ein  gradlinig  begrenztes  Gebiet  kann  man  in 
ähnlicher  Weise  die  Wurzeln  feststellen.  Nur  muss  man  dann  für 
jede  Seite  die  Werte  von  f,  die  den  beiden  Endpunkten  entsprechen, 
einsetzen  und  die  Änderung  in  der  Zahl  der  Zeichenwechsel  feststellen. 

Den  Ausnahmefall,  dass  U  und  V  einen  gemeinsamen  Teiler  haben, 
kann  man  ebenfalls  einschliessen.  Beim  Durchgang  durch  eine  Wurzel 
des  gemeinsamen  Teilers  werden  dann  alle  Funktionen  der  Reihe  ver- 
schwinden und  die  Zahl  der  Zeichenwechsel  wird  dadurch  nicht  ge- 
ändert. Man  denke  sich  nun  diese  Wurzeln  auf  der  Geraden  durch 
kleine  Ausweichungen  vermieden,  welche  die  Wurzeln  auf  der  positiven 
Seite  lassen.  Bei  jeder  Wurzel  erfährt  dann  das  Argument  von  f(x) 
einen  Zuwachs  von  n,  bei  einer  m-fachen  Wurzel  einen  Zuwachs  von 
mn,  Ist  daher  p  —  g  die  Zahl  der  bei  dem  ganzen  Umgang  ver- 
lorenen Zeichenwechsel  und  A  die  Zahl  der  Wurzeln  auf  dem  Rande 
(mehrfache  Wurzeln  mehrfach  gerechnet),  so  ist  die  Änderung  des 
Argumentes  von  f(x),  wenn  alle  auf  dem  Rande  liegenden  Wurzeln 
mit  in  das  Gebiet  eingeschlossen  werden,  gleich  (p  —  q)7C-\-kx,    Die 

Zahl  der  Wurzeln  im  Gebiet  ist  mithin     "Z^  +  v *  ^^  ®^^®  unend- 
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am 

liehe  Gerade  würde  zu  dieser  Zahl,  wie  oben  gezeigt,  noch  y  hinza- 

zuf&gen  sein,  um  die  Anzahl  der  auf  der  positiven  Seite  der  Geraden 
liegenden  Wurzeln  zu  erhalten,  und  X  würde  einfach  gleich  dem  Grade 
des  grössten  gemeinsamen  Teilers  sein. 

7.  OharakteriBÜken-Theorie.  Alle  diese  Sätze  sind  spezielle  Falle 
einer  allgemeineren  Theorie,  die  sich  auf  die  gemeinsamen  Werfcsjsteme 
von  mehreren  Gleichungen  zwischen  mehreren  reellen  Verimderlichen 
bezieht**)  (I B 1  b,  Nr.  6  u.  fg.).  Es  seien  drei  Gleichungen  zwischen  iwci 
reellen  Veränderlichen  gegeben  f{xy)  =  0,  g(xy)  =  0,  h(xy)  =  0.  f,y,k 
seien  stetige  Funktionen  von  x  und  y,  die  nur  längs  gewisser  Kurven  Te^ 
schwinden,  welche  die  Teile  der  Ebene  von  einander  trennen,  in  denen 
die  Funktionen  verschiedene  Zeichen  haben.  Die  Kurven  sollen  aus  einem 
oder  mehreren  geschlossenen  Zügen  bestehen,  und  es  soll  keinen  Punkt 
geben,  in  dem  gleichzeitig  f,  g,  h  verschwinden.  Es  handle  sich  zu- 
nächst um  die  Schnittpunkte  der  Kurven  /*  =  0  und  ^  ==  0.  Wir 
gehen  auf  der  Curve  f=0  entlang  und  betrachten  die  Schnittpunkte 
mit  5^  =  0.  Die  Richtung,  in  der  wir  auf  der  Kurve  f^=Q  fort- 
schreiten, möge  so  bestimmt  sein,  dass  das  Gebiet,  wo  f{xy)  negatif 
ist,  auf  der  positiven  Seite  liegt,  d.  h.  es  soll,  wenn  die  Bogenlänge  5 
in  der  Richtung  des  Fortschreitens  wachsend  angenommen  wird, 

1^  =  _  _   U  ^  ^        fi 

sein  (unter  f^f^  die  partiellen  Ableitungen  nach  x  und  y  verstanden 
und  die  Wurzel  positiv  genommen).     Dann  ist 

dg  =  g^dx  +  g^dy  =  (f^g^  —  f^g,)  yfY=p' 

Es  wird  mithin  g  zu-  oder  abnehmen,  je  nachdem  fj^g^  —  f^g^  positiT 
oder  negativ  ist.  Versteht  man  unter  sign  {  }  das  Vorzeichen  der 
zwischen  den  Klammern  stehenden   Grösse,   so  kann  man   schreiben 

sign  [dg\^  sign  [f^g^  —  f^g^  \ . 

Dabei  ist  zunächst  angenommen,  dass  f^g^  —  f^gi  in  keinem  der 
Schnittpunkte  von  f=0  und  g  =  0  verschwindet.  Durchlauft  man 
nun  die  ganze  Kurve  f  =  0  einmal  und  achtet  bei  allen  Schnitt- 
punkten mit  der  Kurve  ^  =  0  darauf,  ob  g  beim  Durchgange  zunimmt 

20)  L.  Kronecker,  Berl.  Ber.  1869,  p.  169,  668  und  1878,  p.  145  —  Werke  1, 
p.  175,  213;  2,  p.  71.  Der  Fall  mehrerer  reeller  Veränderlichen  kann  auch  durch 
Elimination  auf  den  einer  Veränderlichen  zurückgeführt  werden.  Die  Bestimmung 
der  Anzahl  reeller  Wurzelsysteme  führt  dabei  auf  den  Stürmischen  Satz;  vergl. 
E.  Phragmen,  Par.  C.  R.  114  (1892),  p.  205;  K  Picard,  ib.  p.  208. 
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oder  abnimmt,  so  muss  für  alle  Schnittpunkte  ^sign  [dg)  =  0,  also 
^sign  [f^g^  —  f^gi]  =  0  sein,  weil  g  auf  jedem  geschlossenen  Zug 
wieder  zu  seinem  ursprünglichen  Wert  zurückkehrt.  Werden  an  Stelle 
der  Schnittpunkte  mit  der  Kurve  g  =  0  zugleich  die  mit  g  =  0  und 
h  =  0  betrachtet,  so  hat  man  nur  gh  an  die  Stelle  von  g  zu  setzen 
und  hat 

^8ign{d((,Ä))  =  0, 

/•=0,  gh^O, 

oder,  wenn  man  die  Schnittpunkte  /'=0,  5^  =  0  von  den  Schnitt- 
punkten /*=  0,  Ä  =  0  trennt: 

J-sign  I  dijgh)  ]  +  ^sign  { d(jgh) )  ==  0, 

Oder,  da  d(jgh)  =  hdg  +  gdh  und  folglich  fQr  ^  =  0  d{gh)  =  hdg, 
för  Ä  =  0  d(gh)  =  gdh  ist, 

^sign  [hdg]  +  ^sign  [gdh)  =  0, 

/•=0,  «/  =  0       /•=o,  Ä  =  0 
oder 

^sign  {h(fig^  —  f^g^) )  =  ^sign  [gQiJt  —  hfd  1  > 

Betrachten  wir  ebenso  die  Durchschnittspunkte  der  Kurve  g  =^Q  mit 
den  Kurven  f==0  und  h=^  0,  so  finden  wir  auf  dieselbe  Weise: 

^sign  [fisiih^  —  gth^) }  =  ^s^  {Ji(fi9i  —  fi9i)), 
«,  =  0,  Ä  =  0  g^O,f=0 

oder  beide  Resultate  vereinigend: 


f9  h 

fi  9i  \ 

fi  9s  h 
g  =  0,h  =  0 


^sie^ 


=2's>8n 


f9  h 

fi  9i  K 

fs9iK 
f^O,g=.0 


=2' sign 


Die  Zahl,  die  in  diesen  drei  Formen  dargestellt  ist,  muss  grade  sein. 
Denn  zerlegt  man  die  Summe  ^sign  {A(/'j^j  — fi9i)]  i°  die  beiden 
Teile,  fQr  welche  h  einmal  positiv  und  einmal  negativ  ist,  so  ist 
offenbar 

^sign {h(f^g,  —  f^g^) }  ==  ^sign { fig^  -  f^g^ ]  —  2>»i^[fi9i  —  fs9i) - 
f=.0,g  =  0  h>Q),  f=0,g  =  Q      Ä<0,/-=0,^  =  0 

Oben  fanden  wir  aber 

0  =  ^sign  I  /i^g  —  ^s  <7, }  +  ^sign  { f^g^  —  f^g^  ] , 
h>0,  f=0,g  =  0  h<0,f=0,g==0 
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folglich  ist: 

^sign  { hif^g^  —  f^g,) ] 2 ^sign  {f,g^  —  f^g^ ]=  —  2K. 

f=0,g  =  0  h<0,f=0,g  =  0 

Die  Zahl  K  nennt  Kronecker  die  Charakteristik  des  Funktionen- 
systenis  /)  g^  h.  Wenn  man  die  Schnittpunkte  der  Kurven  /*  =  0  und 
^  =  0,  die  in  das  Gebiet  Ä  <  0  fallen,  betrachtet  und  jeden  je  nach 
dem  Vorzeichen  von  f^g^  —  ^//j  positiv  oder  negativ  rechnet,  so  ist 
die  Charakteristik  gleich  der  algebraischen  Summe.  Die  Charakteristik 
kann  nun  nach  dem  obigen  auch  in  der  Form 

A  =  0,  f=0  Ä  =  0,  /-^O 

dargestellt  werden.  D.  h.  mit  andern  Worten,  die  Charakteristik  ist 
nicht  nur  durch  die  Durchschnittspunkte  von  /*  =  0  und  gr  =  0  im 
Gebiete  A  <  0  bestimmt,  sondern  kann  auch  aus  den  Vorzeichen  von 
f  und  g  auf  dem  Rande  des  Gebietes  Ä  <  0  berechnet  werden.  Da 
sign  { gel f\  gleich  -{-1  oder  — 1  ist,  je  nachdem  das  Punktionenpaar 
f,  g  beim  Passieren  des  Schnittpunktes  A  =  0,  f=0  einen  Zeichen- 
wechsel verliert  oder  gewinnt,  so  ist  die  Charakteristik  gleich  der 
halben  DiflPerenz  der  gewonnenen  und  der  verlorenen  Zeichenwechsel 
f,  gf,  wenn  man  den  Rand  ä  =  0  in  dem  angegebenen  Sinne  durch- 
läuft und  die  Schnittpunkte  mit  der  Kurve  f=0  beachtet^  oder  auch 
gleich  der  halben  Differenz  der  verlorenen  und  gewonnenen  Zeichen- 
wechsel f,  gy  wenn  man  die  Schnittpunkte  mit  der  Kurve  ^  =  0  be- 
achtet. Wenn  f  und  g  auf  dem  Rande  A  =  0  als  ganze  rationale 
Funktionen  einer  reellen  Veränderlichen  ausgedrückt  werden  können 
oder  mit  ganzen  rationalen  Funktionen  auf  dem  ganzen  Rande  das 
gleiche  Zeichen  haben,  so  braucht  man  also  nur  auf  diese  ganzen 
Funktionen  das  Verfahren  des  gemeinsamen  Teilers  anzuwenden,  um 
die  Charakteristik  zu  finden.  So  ist  es  z.  B.,  wenn  f  und  g  guoze 
Funktionen  von  x  und  y  sind,  für  ein  gradlinig  begrenztes  Gebiet 
möglich,  den  Wert  der  Charakteristik  zu  finden.  Auf  die  analytische 
Darstellung  der  Funktion  h(xy)  kommt  dabei  gar  nichts  an.  Auch 
brauchen  die  Kurven  f=0  und  g  =  0  den  Bedingungen  der  Kon- 
tinuität nur  in  dem  Gebiet  A  <  0  unterworfen  zu  sein.  —  Von  der 
Voraussetzung,  dass  die  Determinanten,  z.  B.  f^g^  —  /i^i,  in  den 
Schnittpunkten  f=0  und  ^  =  0  nicht  verschwinden  sollen,  kann  man 
sich  befreien.  Man  setze  f — vji  und  g  —  t?2A  an  die  Stelle  von  f 
und  g.     Dadurch  wird  die  Determinante 


7.   Charakteristiken-Theorie. 


425 


f  g  ^ 

/i  9i  K 

/i  9%  K 

nicht  geändert.  Die  Schnittpunkte  /"  =  0,  ä  =  0  und  die  Schnitt- 
punkte g  =  0,  A  =  0  werden  auch  nicht  geändert,  wohl  aher  die 
Schnittpunkte  /*=  0,  ^  =  0.  Ihre  Koordinatenänderungen  dxdy,  die 
den  Änderungen  dv^dv^  entsprechen,  ergeben  sich  aus  den  Gleichungen: 

(/i  —  Vi*i)d^  +  (^2  —  ^iK)dy  =  ArfVi, 

(5^1  —  ^2*i)  ^^  +  {9%  —  ^%K)  dy  =  *^^2  • 
Gesetzt  nun,  es  bliebe  die  Determinante  dieses  Systems  Null  für  alle 
Werte  von  v^   und  t?g,   die  als  Funktionen  von  x  und  y  durch  die 
Gleichungen  f — t?iA==0,  g  —  v^h^=0  mit  x  und  y  zusammenhängen, 

so  müssten  die  Werte   von  -~  und  -|-  von    einander   abhängig   sein. 

Da  man  nun  aber  v^  und  v^  beliebige  Werte  geben  kann,  so  würde 

f 
man  dann  die  Wahl  so  treffen  können,  dass  die  Gleichungen  jr  =^i 

und  ~-  =  v^  keine  gemeinsamen  Lösungen  hätten.    Mithin  kann  man 

durch  passende  Annahme  von  v^  und  v^  bewirken,  dass,  wenn  überhaupt 
Schnittpunkte  der  Kurven  f —  v^h  =  Oj  g  —  v^h  =  0  vorhanden  sind, 
die  Funktionaldeterminante  [I B 1  b,  Nr.  21]  in  ihnen  von  Null  verschieden 
ist.  Das  kann  offenbar  auch  durch  beliebig  kleine  Werte  von  v^ 
und  Vg  erreicht  werden,  da  ja  nur  die  Befriedigung  gewisser  Glei- 
chungen zu  vermeiden  ist.  Die  Kurven  f=0  und  ^  =  0  brauchten 
also  nur  beliebig  wenig  geändert  zu  werden.  Nun  kann  man  definieren, 
wie  ein  gemeinsamer  Punkt  der  Kurven  /*=  0,  ^f  =  0  für  die  Charak- 
teristik gezählt  werden  soll,  wenn  f^g^  —  f^g^  für  ihn  verschwindet. 
Wenn  für  kleine  Werte  von  v^  und  t?g  die  Kurven  f — VjA  =  0, 
f — ^t9  =  ^  keinen  Schnittpunkt  gemein  haben,  so  ist  der  Punkt 
nicht  zu  zählen.  Wenn  dagegen  aus  diesem  Punkt  einer  oder  meh- 
rere Schnittpunkte  der  Kurven  f—v^h  =  Oy  g  —  v^h=^0  hervor- 
gehen, so  ist  jeder  von  ihnen  je  nach  dem  Zeichen  der  Funktional- 
determinante mit  -|-  1  oder  —  1  zu  rechnen,  und  ihre  algebraische 
Summe  giebt  die  Zahl,  die  dem  Schnittpunkt  von  f=0  und  ^  =  0 
zukommt.  Analoges  gilt  von  den  Punkten  /*=  0,  A  =  0  und  flr  «=  0, 
A  =r  0.     Wenn  dies  geschieht,  bleibt  der  Satz  erhalten: 

fiffih     =  2* *^^  \fi9a  —  f»9i\-=  etc. 
f,g,h,  j  Ä<0,  f=9  =  0 


—  y2^'^ 


/■==  g==0  oder  <?  =  Ä  =  0  oder  /"=  ä  =  0 
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Bei  kontinuierlichen  Änderungen  der  drei  Kurven  kann  sich  die 
Charakteristik  nicht  ändern,  wenn  nicht  aUe  drei  Kurven  sich  m 
einem  Punkte  schneiden.  Denn  man  kann,  wie  eben  gezeigt,  ohne 
Änderung  der  Charakteristik  nötigenfalls  die  Kurven  /'«-O  und  ^  =  0 
so  abändern,  dass  f^g^  —  f^g^  von  Null  verschieden  ist  Dann  kann 
die  Charakteristik  sich  nur  dadurch  ändern,  dass  bei  der  Änderung 
eines  Schnittpunktes  h  sein  Zeichen  ändert.  Je  nachdem  dabei 
^(/i^2 — fi9x)  ^bninmit  oder  zunimmt  oder,  wie  man  auch  sagen 
kann,  je  nachdem  das  Funktionenpaar  A,  f^g^  —  f^g^  beim  Übergang 
einen  Zeichenwechsel  gewinnt  oder  verliert,  wird  die  Charakteristik  um 
eine  Einheit  grösser  oder  kleiner.  Denkt  man  sich  die  Koeffizienten 
von  /*,  gy  h  als  rationale  Funktionen  eines  Parameters  t,  durch  dessen 
Änderung  die  Veränderung  der  Kurven  sich  vollzieht,  so  kann  die 
Bedingung,  dass  /;  g,  h  gleichzeitig  verschwinden,  in  der  Form  B(t)=0 
ausgedrückt  werden,  wo  R{t)  eine  ganze  rationale  Funktion  von  t  ist 
(IB  Ib,  Nr.  14).  Lässt  man  t  sich  verändern,  so  wird  sich  die  Charakte- 
ristik nur  beim  Passieren  einer  Wurzel  von  iJ(^)  =  0  ändern.  Andrer- 
seits kann  man  nun  eine  rationale  Funktion  bilden,  die  beim  Passieren 
irgend  einer  der  Wurzeln  dasselbe  Zeichen  hat  wie  h(fj^g2  —  ft9i)' 
Man  braucht  nur  die  Summe 


über  die  sämtlichen  reellen  und  komplexen  Lösungen  der  Oleichungen 
f=0  und  ^  =  0  zu  erstrecken.     Diese  rationale  Funktion  wird  ftr 

JB(^)  =  0  unendlich,  ist  also  in  der  Form  ^  darstellbar,  wo  F(t) 

nicht  mehr  für  E(^)  =  0  unendlich  wird.  Ist  F(t)  selbst  keine  ganze 
Funktion  von  ty  so  kann  bekanntlich  [I  B 1  a,  Nr.  2]  eine  ganze  Funktion 
G{t)  gebildet  werden,  die  für  JB(^)  =  0  mit  F(t)  übereinstimmt: 


(g  t-t^ 

Durch  Anwendung  des  Teilerverfahrens  auf  G(t)  und  R(t)  kann  be- 
rechnet werden,  um  wieviel  Einheiten  die  Charakteristik  bei  einer 
Änderung  von  t  zugenommen  hat.  Die  Änderung  ist  gleich  der 
Änderung  in  der  Anzahl  der  Zeichenwechsel  der  Stürmischen  Reihe. 
Alle  diese  Sätze  lassen  sich  auf  beliebig  viele  Veränderliche  ohne 
wesentliche  Änderung  übertragen*^).  Kronecker  hat  die  Charakteristik 
auch  durch  ein  Integral  dargestellt,  das  über  die  Grenzen  des  Gebietes 
erstreckt  wird  analog  dem  Cauchy'schen  Integral.    Mit  einem  zweiten 


21)  L.  Krmecker,  Berl.  Ber.  1878,  p.  146  =  Werke  2,  p.  71. 
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von  Ejronecker  angegebenen  Integral  gelingt  es^  die  algebraische  Summe 
der  Werte  einer  beliebigen  Funktion  in  den  Nullstellen  des  Funk- 
tionensystems, die  in  das  betrachtete  Gebiet  fallen,  darzustellen.  Der 
Wert  der  Funktion  ist  dabei  in  jeder  Nullstelle  mit  dem  Zeichen  der 
Funktionaldeterminante  [I  B  1  b,  Nr.  21]  multipliziert.  Picard**)  hat  zu 
dem  von  Kronecker  betrachteten  System  noch  eine  weitere  Veränderliche  z 
und  eine  weitere  Oleichung  sfD  =  Const.  hinzugezogen,  wo  D  die  Funk- 
tionaldeterminante bedeutet.  Dadurch  wird  die  Funktionaldetermi- 
nante des  neuen  Systems  gleich  D*  und  die  Charakteristik  wird  gleich 
der  absoluten  Anzahl  der  Wertsysteme,  die  das  von  Eronecker  be- 
trachtete System  zum  Verschwinden  bringen.  Wie  JDyck^)  gezeigt 
hat,  kann  man  sich  bei  der  Eronecker'schen  Verallgemeinerung  des 
Gauchy'schen  Integrals  von  dem  Zeichen  der  Funktionaldeterminante 
frei  machen,  wenn  man  die  Funktion  mit  einem  Faktor  versieht, 
welcher  an  den  Nullstellen  des  Funktionensystems  den  Wert  +  1 
oder  —  1  annimmt,  je  nachdem  das  Vorzeichen  der  Funktionaldeter- 
minante positiv  oder  negativ  ist.  Als  speziellen  Fall  erhält  Dyck 
dann  auch  Picard*8  Formel  für  die  absolute  Anzahl  der  Wertsystteme. 

8.  Die  quadratisolien  Formen  im  Zusammenhang  mit  dem 
Starm*aolien  Sats.  Hermüe^)  ersetzt  das  Stürmische  Verfahren  durch 
die  Betrachtung  gewisser  quadratischer  Formen.  Sind  x^x^ , .  ,Xn  die 
Wurzeln  der  Gleichung  a^^x^  -|-  0^0;*—*  +  •  •  •  +  et«  =  0,  die  von  ein- 
ander verschieden  vorausgesetzt  werden,  so  bildet  er  die  quadratische 
Form 

Als  symmetrische  Funktionen  der  Wurzeln  sind  die  Koeffizienten 
dieser  quadratischen  Form  reell,  wenn  a^ct^ , , .  an  reell  sind.  Statt 
yo^i  •  •  •  y«— 1  werden  nun  neue  reelle  Veränderliche  UiU, . . .  u«  ein- 
geführt, indem  für  eine  reelle  Wurzel  Xi  Wi  =  y©  +  Xijfi  +  •  •  • 
+  ^"""^yw—i,   filr  ein  Paar   konjugierter  komplexer  Wurzeln  Xf^,  Xv 

dagegen  u^  +  Uyi  =  y^  +  x^y^ -] f-^Jl^^y«-!  ^d  u^  — m,.»— yo  + 

+  ^rVi  +  •  •  •  +  xl'~^yn—i  gesetzt  wird.   Da  x^x^  . . .  a;,  von  einander 


22)  K  Ficard,  Par.  C.  R.  113  (1891),  p.  866,  669,  1012;  L.  Kranecker,  ib. 
p.  1006;  K  Picard,  Journ.  de  Math.  (4)  8  (1892),  p.  5. 

23)  W.  Dyck,  Par.  C.  R.  119  (1894),  p.  1264  u.  ib.  120  (1896),  p.  84,  Münch. 
Ber.  26  (1896),  p.  261,  447  u.  ib.  28  (1898),  p.  208. 

24)  Ch.  Hermite,  Par.  C.  R.  86  (1868),  p.  294;  vergl.  auch  K.  G.  J.  JacobCe 
nachgelassene  Abhandlung  Journ.  f.  Math.68  (1867),  p.  276  =  Werke  3,  p.  691. 
Ch.  Hermite,  ib.  62  (1866),  p.  89  [I  B  2,  Nr.  8,  Anm.  88]. 
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rerschieden  sind,  so  ist  die  Determinante  der  linearen  Funktionen 
Ui,  Uft  +  Uri  Ton  Null  verschieden,  und  es  lassen  sich  y^^y iy...yn'-i 
auch  als  lineare  Funktionen  von  UiU^-"^*  ausdrücken.  Nun  ist 
(tt^  +  **»0*  +  (**/«  —  '*'0^  =  2m^*  —  2 11,*.  Die  quadratische  Fonn  9 
besteht  also  nach  der  Einf&hrung  der  Veränderlichen  u^,  ti,  . . .  u«  aus 
einer  Summe  von  Quadraten  mit  positiven  oder  negativen  Yoizeidien. 
Jede  reelle  Wurzel  führt  zu  einem  positiven  Vorzeichen,  jedes  Paar 
komplexer  Wurzeln  zu  einem  positiven  und  einem  negativen  Vor- 
zeichen, so  dass  die  Anzahl  der  komplexen  Paare  gleich  der  AnzaU 
der  negativen  Vorzeichen  und  die  Anzahl  der  reellen  Wurzeln  gleich 
dem  Überschuss  der  Zahl  der  positiven  über  die  der  negativen  Vor- 
zeichen ist.  Die  Substitution  der  Veränderlichen  u^ti^  . . .  u«  an  Stelle 
von  yoVi  •  - '  yn—i  kann  man  nun  freilich  ohne  Kenntnis  der  Wurzeln 
nicht  machen;  aber  es  genügt,  irgend  eine  reeUe  lineare  Transforma- 
tion der  Veränderlichen  zu  machen,  bei  der  die  quadratische  Form 
auf  n  Quadrate  reduziert  wird.  Denn  es  gilt  der  Satz,  dass  dabei  die 
Anzahlen  der  positiven  und  negativen  Vorzeichen  immer  erhalten  bleiben 
[I B  2,  Nr.  3].    Bezeichnet  Sy  die  Summe  x^y-^-x^y-] 1-  Xn^,  so  ist 

^=^Sa+ßyayß. 

Nun  kann  man,  wie  in  der  Determinantentheorie  [IA2,  IE 2,  Nr. 3, 
I  C  2]  gezeigt  wird,  die  quadratische  Form  z.  B.  auf  die  Form  bringen 


wo 


Da  nun  D^=^n  positiv  ist,  so  ist  die  Anzahl  der  Paare  kom- 
plexer Wurzeln  gleich  der  Anzahl  der  Zeichenwechsel  in  der  Reihe 
I\D^...Dn>  Dies  gilt  auch  noch,  wenn  von  den  Grössen  D^.,.Dn-^i 
einige  verschwinden,  obgleich  dann  die  Transformation  in  dieser  Form 
nicht  durchführbar  ist.  Die  Grössen  D«  lassen  sich  auch  durch  die 
Wurzeln  ausdrücken.  Denn  Dx  entsteht  nach  dem  Multiplikations- 
tlieorem  der  Determinanten theorie  [I A  2,  Nr.  21]  durch  die  Komposition 
der  beiden  rechteckigen  Systeme: 


1      1 

1 

...1 

1 

^1 

/r  2           y,  X— 1 

Xi         X2 

a^3 

...  Xfi 

1 

x^ 

U'2       ...   Ji/a 

1               8 

X^ 

• 

9 

,  ,  .  Xfi 

und 

/*»   X— 1  /*»  X  — 

• 

-1               /*.   X  — 

•  •  •  •*'/i 

-1 

1 

Xn 

/*.    *                  /*•    X—  1 
•*'«       •    •    •   •*'ll 
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Folglich  ist 

Jedes  Glied  der  Summe  bezieht  sich  dabei  auf  je  x  Wurzehi  aus  der 
Reihe  ar^arg  . . .  rr«  und  die  Summe  ist  über  alle  Kombinationen  von 
je  X  von  einander  verschiedenen  Wurzeln  zu  erstrecken*^). 
Für  die  quadratische  Form 

können  analoge  Betrachtungen  durchgeführt  werden.  Statt  yQy^ . . .  j^^^i 
werden  wieder  die  Veränderlichen  u^,  u^,  . . ,  Un  eingeführt.  Einem 
Paar  konjugierter  Wurzeln  a:«,  x^  entsprechen  die  beiden  Glieder 

{t  —  Xf,)-^(Uf,  +  Uriy  +  (t  —  x^y^iUf,  —  u^iy  =  [(t  —  x^)-^ 

+  (t-  a;.)-'](V  -  w/)  +  [Kt  —  x^y^  -  i{t  —  x^y]  2u^u,. 

Transformiert  man  diese  Glieder  für  sich  auf  zwei  Quadrate,  so  tritt 
immer  ein  positiver  und  ein  negativer  Koeffizient  auf     Denn  es  ist, 

wenn  -4^0, 

-4(V  —  w.O  +  2BUf,Ur  =  ^  (t*^  +  -j  M^)  —  ^  (l  +  2?)  «♦•-* 
und,  wenn  -4  =  0  ist: 

2Bu^Uy  =  y  (m^  +  u^y  —  y  (w^  —  u^y. 

Einer  reellen  Wurzel  Xx  entspricht  das  Glied  {t  —  Xx)'^^ux^.  Das 
giebt  ein  positives  Zeichen,  wenn  t>Xx,  ein  negatives,  wenn  t<Xx 
ist.  Folglich  ist  die  Anzahl  aller  negativen  Zeichen  gleich  der  An- 
zahl der  reellen  Wurzeln,  die  grösser  sind  als  ty  vermehrt  um  die 
Anzahl  der  Paare  konjugierter  Wurzeln.  Setzt  man  daher  erst  einen 
Wert  ^  ein,  dann  einen  grösseren  Wert  /^,  so  ist  die  Anzahl  der 
negativen  Vorzeichen  für  ^  um  die  Zahl  der  zwischen  t^  und  ^  ge- 
legenen reellen  Wurzeln  kleiner.  Die  Anzahl  der  negativen  Vor- 
zeichen erfährt  man  durch  irgend  eine  reelle  Transformation  auf 
Quadrate.     Dies  kann  z.  B.  wie  oben  geschehen.     Setzt  man 

5a'=^J(^  —  Xx)''^Xx''      und      D^  =  |5a-|-^|        (a,/J«0,l,...x-l), 

so  ergiebt  sich  die  Anzahl  der  reellen  Wurzeln  zwischen  t^  und  ^ 
gleich  der  Anzahl  der  in  der  Reihe  1,  D^,  D^, . . .  D«  beim  Übergang 
von  t^  zu  ^  verlorenen  Zeichenwechsel.     Statt  {t  —  Xxf^  kann  man 


25)  Vergl.  die  Formen,  die  Sylvester  den  Sturm*8chen  Funktionen  gegeben 
hat:  Sylvester,  Phil.  Mag.  15  (1839),  p.  428;  Lond.  Trans.  1853,  p.  511,  wo  für  9  der 
Name  „Bezoutiante"  eingeführt  wird;  J.  K.  Fr.  Sturm,  J.  de  Math.  7  (1842),  p.  356. 
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auch  irgend  eine  andere  ungrade  positive  oder  negative  Potenz  von 
{t  —  Xx)  einsetzen.  Für  die  erste  Potenz  wird  sj  =  s^t  —  5,+i  und 
daher 


Dx  =  ISa-^-ßt  —  Sa+ß-^i  I  = 


$1   5j 


•  •  •  Sx—i      1 
,  .  .  Sx  * 


Sfc   5,4-1  .  .  .  S2it-1    ^ 


2€ 


) 


Die  Anwendung  des  Stürmischen  Verfahrens  auf  zwei  beliebige 
ganze  rationale  Funktionen  U  und  V  kann  ebenfalls  durch  die  Be- 
trachtung quadratischer  Formen  ersetzt  werden.    Man  setzt 


(*i) 


Bei   Einftllirung   der  Veränderlichen  Uiti^  . . .  u«   entsprechen   einem 
Paar  konjugierter  Wurzehi  der  Gleichung  V{x)  =  0  die  Glieder 


^(V(,^  +  ,^,).+  ^(-.) 


^'(^J 


y\^v) 


{Uft, U^if  =  -4(li^'  —  ttr*)  +  2BUf,Ufy 


die  wieder^  wie  oben  gezeigt,  bei  der  Transformation  auf  Quadrate 
ein  positives  und  ein  negatives  Vorzeichen  liefern.  Einer  reellen 
Wurzel  Xx  entspricht  das  Glied 


y'{^x) 


Ux^' 


Da  nun  in  der  Nähe  von  xx  die  Funktion  V{x)  das  Zeichen  von 
V(xx)(x  —  Xx)  hat,  so  verliert  oder  gewinnt  bei  Xx  das  Funktionen- 

ü{x^ 
paar  F,  U  einen  Zeichenwechsel,  je  nachdem  y,        positiv  oder  negativ 

ist.  Mithin  ist  für  die  ganze  quadratische  Form  der  Überschuss  der 
Anzahl  der  positiven  über  die  der  negativen  Quadrate  gleich  dem 
Verlust  der  Zeichenwechsel,  den  die  Stürmischen  Funktionen  erleiden, 
wenn  x  von  —  oo  zu  +  ^^  übergeht.  Wenn  man  den  Quotienten 
U(x)  durch  V(x)  nach  fallenden  Potenzen  von  x  entwickelt: 


vß.=ffi^)  +  ^0^"'  +  ^1^'  +  ^^*'  H 7 


so  ist 


V{x) 


9  =  ^Ca+ßValfii  . 


26)  Auch  hier  kann  man  ähnlich  wie  bei  den  oben  aufgestellten  Determ^* 
nanten  die  Wurzeln  einführen  und  aUes  durch  Summen  von  Differenzenprodukteo 
ausdrücken. 
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Denn  es  ist 


Fi=5(*)+2'F^ 


V(x)      ^^  ''   '  4^;  y'i^i)  '»  —  "'x 

= K^)  -{-2/  v^'^  +2,  T^^^  +  •  •  •• 

Die  Zahl  der  verlorenen  Zeichenwechsel  ist  dann  gleich  dem  Über- 
schuss  der  Zeichenfolgen  über  die  Zeichenwechsel  in  der  Reihe 

1,    Dl,    Dg,   .  .  .   Dn,       wo       Dx  =  |Ca+/j|*^        (a, /f  =.0, 1, ...  x- 1) . 

9«  NmneriBOliea  Beispiel  für  die  Separation.  Es  soll  nun  ein 
Beispiel  der  Separation  der  reellen  und  komplexen  Wurzeln  einer 
Gleichung  gegeben  werden: 

f(x)  =  3.22a:«  +  4.12a;*  +  3.11a:»  -  7.25a;«  +  1.88a:  —  7.84  =  0, 
f(x)=  19.32a:^  +  16.48aH»  +  9.33a:«  —  14.50a:  + 1.88. 

Das  Stürmische  Verfahren  wird  mit  dem  Rechenschieber  ausgef&hrt, 
was  die  Multiplikation  einer  ganzen  Reihe  von  Zahlen  mit  einem 
Quotienten  sehr  schnell  ausführen  lässt.  Die  letzte  Stelle  der  hin- 
geschriebenen Koeffizienten  ist  nicht  mehr  sicher;  sie  ist  aber  auch 
zur  Entscheidung  über  die  Lage  der  Wurzeln  nicht  nötig. 

ri  =  —  1.37a:*  —  1.55a:»  +  4.84a:«  —  1.57a:  +  7.84 
r,  =  —  109a:»  +  89.9a:«  —  121a:  +  123 
1-3  =  —  4.16a:«  +  0.15a:  —  4.83 
r^  =  —  8.8a:  —  23.3 
r,  =  +  34.4. 

Das  ergiebt  die  Vorzeichen 

a:=  — oo:H 1 1-  + 

x=       0: I-  +  H h 

a;  =  +  (x>:  +  H \- . 

Es  giebt  daher  nur  zwei  reelle  Wurzeln,  von  denen  die  eine  positiv, 
die  andere  negativ  ist. 

Um  die  komplexen  Wurzeln  zu  trennen,  werde  zunächst  x  =  it 
eingesetzt  und  das  Stürmische  Verfahren  auf  den  reellen  und  imagi- 
nären Teil  angewendet: 

U=  —  3.22^  +  4.12^  +  7.25^«  —  7.84 
—  F=       3.11  <»  — 1.88^ 

rj  =  —  8.56^«  -f  7.84 

rg  =  —  0.97^ 

rj  =  —  7.84. 


27)  A,  Hurwitz,  Math.  Ann.  46  (1896),  p.  273  u.  f.  zeigt,  wie  die  Grössen  D^ 
direkt  durch  die  Koeffizienten  von  ü  und  V  in  Determinantenform  ausgedrückt 
Verden  können. 
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Die  Vorzeichen  sind 

t  =  —  <x>: 1 

^=-|-(x>: 1 , 

aboii-g  =  0,    |+e=«  =  3. 

Es  sind  daher  3  Wurzehi  mit  negativem  reellen  Teil  und  folg- 
lich 3  Wurzeln  mit  positivem  reellen  Teil  vorhanden.  Je  eine  daTon 
ist  reell.  Nun  werde  zunächst  eine  obere  Grenze  für  den  absoluten 
Betrag  der  Wurzeln  bestimmt.     Sobald 


3.221.;:«  >  7.84  ,^.__^, 
sind  keine  Wurzeln  mehr  möglich.   Wenn  |a?|  >  1,  ist  dies  a  fortiori  ffir 


6 


3.221x1"  >  IM  ^_^ 
oder 

3.22|rc|>    '^'^ 


«1—1 

der  Fall.  Das  liefert  die  obere  Grenze  2.2.  Um  die  komplexen 
Wurzeln  zu  isolieren^  lege  man  durch  den  um  den  Nullpunkt  mit 
dem  Radius  2.2  beschriebenen  Ereis  die  geraden  Linien  x^^^l-^-ü 
und  X  =  —  1  -j-  ti  und  bestimme  für  beide  die  Anzahlen  der  Wur- 
zeln auf  der  positiven  Seite.    Für  f(l  -|-  ^t)  =  J7+  Vi  wird: 

C^=  —  3.22^  +  52.42^  —  75.10^  —  2.76 

—  r 19.32^  +  83.99^  — 32.5U 

r,  =  —  38.44^  +  69.69^  +  2.76 
r2  =  — 49.0^  +  33.9^ 
r8  =  — 43.2^«  — 2.76 


Die  Vorzeicb 

r^  =       37.0  < 
r,  =  +  2.76. 

len  sind: 

t oo  : 

<  =  +  oo: 

P       i  — 

-  +  -  +  - 

•  +  + 

1 

'     2  n^     2 

1 
=  5. 

Für  /•(- 

-l-\-ti)  —  U+  Vi  wird: 

U=-  3.22<«  4-  52.42^  —  56.44^='  —  12.74 
F=  19.32«*  —  77.77<»  +  10.09« 
r,  =  —  39.47**  +  54.7  <*  +  12.74 
rj  =  51.0<»  —  16.3< 

r,  = 42.1  <-  —  12.74 

r,  =  31.7« 
rj  =  +  12.74. 
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Die  Vorzeichen  sind: 

t  =  -\-  CO  :  —  +  —  +  —  +  + 

Die  negative  Wurzel  ist  daher  algebraisch  kleiner  als  —  1,  ein 
Paar  konjugierter  Wurzeln  liegt  zwischen  den  Geraden  x  =  —  1  -{-ti 
und  X  =  ti  und  das  zweite  Paar  zwischen  den  Geraden  x  =  ti  und 
a:  =  1  +  ti.  Die  positive  Wurzel  ist  grösser  als  1.  Alle  Wurzeln 
sind  absolut  kleiner  als  2.2. 

Die  Approximation  der  Wurzeln. 

10.  Das  Newton'sohe  Verfaliren.  Anstatt  durch  die  bisher 
auseinandergesetzten  Methoden  die  Isolation  der  Wurzeln  vorzunehmen, 
kann  man  auch  ohne  weitere  Vorbereitung  durch  eine  überschlägige 
tabellarische  Berechnung  der  zum  Verschwinden  zu  bringenden  Punk- 
tion oder  auf  graphischem  Wege  Näherungswerte  gewinnen*®).  Für 
die  reellen  Wurzeln  wird  dies  im  allgemeinen  vorzuziehen  sein.  Sobald 
die  Wurzeln  angenähert  bekannt  sind,  lassen  sich  durch  das  Newton'sche 
Verfahren,  wie  oben  bemerkt,  genauere  Werte  finden.  Die  Annähe- 
rung ist  eine  rasche,  sobald  es  sich  nur  noch  um  Intervalle  handelt, 
in  denen  die  Funktion  sehr  nahe  linear  ist.  Auch  für  die  Berech- 
nung komplexer  Wurzeln  bleibt  das  Verfahren  gültig,  und  der  Über- 
schlag der  erreichten  Genauigkeit  ist  ähnlich  zu  machen. 

Statt  wie  beim  Newton'schen  Verfahren  die  Funktion  durch  eine 
lineare  Funktion  zu  ersetzen*^)  und  dadurch  einen  Näherungswert  zu 
finden,  könnte  man  auch  eine  ganze  Funktion  zweiten  oder  höheren 
Grades  an  Stelle  von  f{x)  nehmen  und  als  Näherungswert  eine  der 
Wurzeln  der  Gleichung  zweiten  oder  höheren  Grades  annehmen.  Das 
würde  z.  B.  mit  Vorteil  angewendet  werden  können,  wenn  zwei  oder 
mehr  Wurzeln  nahezu  einander  gleich  sind. 

11.  Allgemeinere  Verfahren.  Eine  allgemeinere  Art  der  succes- 
siven  Annäherung,  von  der  das  Newton'sche  Verfahren  ab  spezieller 


28)  B,  Mehmke,  Civilingenieur  (2)  35,  p.  617  und  Zeitschrift  Math.  Phys.  36 
(1891),  p.  168;  vergl.  femer  den  Art.  IF  über  graphisches  Rechnen. 

29)  Geometrisch  gesprochen  ersetzt  Newton  die  Kurve  y  =  f(x)  durch  ihre 
Tangente.  Man  kann  sie  auch  durch  eine  Sehne  ersetzen,  z.  B.  indem  man 
zwei  Punkte  der  Kurve  berechnet  (Regula  falsi).  Vgl.  die  Darstelluug  bei 
H.  Weber.  Wegen  des  Ausdrucks  „Regula  falsi"  s.  M.  Cantor,  Gesch.  d.  Math.  1 
(1.  Aufl.),  p.  524,  628. 

Encyklop.  d.  math.  Wissenscb.    I.  28 
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Fall  betrachtet  werden  kann,  ist  das  folgende.  Es  habe  die  Gleichung 
die  Form  x  =  <p{x),  und  es  werde  vorausgesetzt,  dass  die  rechte  Seite 
sich  für  Werte  von  x,  die  in  der  Umgebung  einer  der  Wurzeln  liegen, 
nur  langsam  ändern  möge.  Ist  |9)'(^)l  ^^  *^®  Werte  von  x,  die 
der  Wurzel  näher  liegen  als  ein  Näherungswert  a,  kleiner  als  i»,  so 
liegt  (p{x)  zwischen  <p{a)  -{-  m{x  —  a)  und  q>(a)  —  m(x  —  a).  Setzt 
man  also  a^  =  9>(a),  so  ist  für  die  Wurzel  \x  —  a^l  <  m  |a:  —  a\. 
Wenn  daher  m  ein  echter  Bruch  ist^),  so  mtiss  der  Felüer  von  a^  «n 
Bruchteil  des  Felders  von  a  sein.  Wenn  man  mit  04  ebenso  verfährt, 
so  erhält  man  für  einen  dritten  Näherungswert   a^  =  9>(ö4): 

\x  —  a^\  <mi|a;  — Oll, 

wo  m^^m.  Sei  z.  B.  eine  Wurzel  der  Gleichung  x  =  arctg  x  zu 
berechnen.  Der  DiflFerentialquotient  der  rechten  Seite  ist  (l+^)~^- 
Kommen  also  z.  B.  nur  Werte  von  x  in  Betracht,  deren  absoluter 
Betrag  grösser  ist  als  10,  so  ist  m  <  O.Ol.  Der  Fehler  wird  sich 
dann  bei  jedem  Schritt  auf  weniger  als  den  hundertsten  Teil  des 
vorigen  Fehlers  vermindern.  Wird  a  =  10  angenommen,  so  ist 
ttj  =  arctg  10  =  3.46828  Ä  und  a^  =  arctg  a^  =  3.47087  jr.  Die 
Wurzel  liegt  zwischen  Sx  und  4ä,  da  die  Tangente  in  diesem  Inter- 
vall alle  Werte  durchläuft.  Folglich  ist  der  Fehler  von  a  kleiner  als 
X  und  mithin  der  von  a^  kleiner  als  0.0001  n:.  Das  erlaubt  aber  wieder 
den  Schluss,  dass  der  Fehler  von  a  kleiner  ist  als  3.48  Jt  —  10,  also 
kleiner  als  0.3  ;r  und  daher  der  Fehler  von  a^  kleiner  als  0.00003  sr, 
abgesehen  von  dem  Fehler,  der  durch  die  Abkürzung  der  Rechnung 
auf  5  Dezimalen  hinzutritt. 

Diese  Methode  wird  in  der  Astronomie  häufig  angewendet.  Wenn 
man  z.  B.  aus  einer  Monddistanz  die  Greenwicher  Zeit  berechnet,  so 
kommt  in  der  Reduktion  der  Distanz  selbst  die  Greenwicher  Zeit 
vor.  Aber  das  Resultat  ändert  sich  nur  wenig,  wenn  dabei  eine  etwas 
andere  Greenwicher  Zeit  benutzt  wird.  Man  rechnet  daher  mit  einem 
Näherungswert,  und  wenn  sich  dann  als  Resultat  eine  Greenwicher 
Zeit  ergiebt,  die  wesentlich  von  dem  Näherungswert  abweicht,  so 
wiederholt  man  die  Rechnung  mit  der  gefundenen  Greenwicher  Zeit. 
Dabei  ist  der  Wert  von  w  in  der  Regel  so  klein,  dass  höchstens 
eine  Wiederholung  nötig  ist. 

Das  Newton'sche  Verfahren  kann  als  spezieller  Fall  dieser  Rech- 


30)  W.  Wagner,  Best,  der  Genauigkeit  des  Newton'schen  Verfahrens. 
Berlin,  lat.  1866,  deutsch  1860.  E.  Schroeder,  Math.  Ann.  2  (1870),  p.  817. 
Dieselben  Resultate  sind  später  von  C.  Isenkrahe,  Math.  Ann.  81  (1888),  p.  809 
gefunden;  vergl.  auch  E.  Netto,  Math.  Ann.  29  (1887),  p.  141. 
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nungsweise  angesehen  werden,  indem  man  statt  der  Gleichung  f{x)  =  0 
die  gleichwertige  Gleichung  setzt: 

.      fx 
Der  Differentialquotient  der  rechten  Seite  ist 

f-r 

der,  sobald  eine  hinreichende  Annäherung  an  die  Wurzel  erreicht  ist, 
beliebig  klein  wird.  Liegt  für  die  betrachteten  Werte  von  x  der  ab- 
solute Betrag  von  f{x)  zwischen  zwei  von  Null  verschiedenen  Grenzen 
%<\f{x)\<iK  und  ist  \f'{x)\  <  Jf,  so  ist,  wenn  x  eine  Wurzel  der 
Gleichung  f{x)  =  0  bedeutet,  \f{<i)\  <iK\x  —  a\  und  daher 

Aa)r(a) 


rw« 


X' 


Mithin  ist  für  den  nächsten  Näherungswert  a^ 

k  — «il<-i¥-l^  — «1    ) 

oder 

KM 


M,  .^(K'M.  ,\« 


X' 

und  daher  für  den  n  +  1*®**  Näherungswert  a« 

-^^r-i^  — «n|<(— ,-|^  — «Ij    • 
Der  Exponent  auf  der  rechten  Seite  wächst  z.  B.  nach  zehn  Schritten 
auf  1024.    Sobald  also  — t"  |^  —  ^|    ^^^    einigermassen    kleiner    ist 

als  1,  so  ist  die  Konvergenz  rasch.  Zugleich  lässt  diese  Formel 
überschlagen,  auf  wie  viel  Dezimalen  es  sich  bei  jedem  einzelnen 
Schritte  lohnt  die  neue  Annäherung  auszurechnen.  Dabei  kommt  es 
auf  eine  genaue  Bestimmung  von  x,  K  und  M  nicht  an.  Sei  z.  B. 
die  positive  Wurzel  der  Gleichung 

3.22a;«  +  4.12a:*  +  S.llar»  —  7.26a;«  +  1.88a:  -  7.84  =  0 

zu  berechnen.  Die  Wurzel  liegt,  wie  wir  oben  fanden,  zwischen  1 
und  2.2.    Der  erste  Näherungswert  werde  gleich  1  genommen.  Dann 


31)  Vgl. '/.  B.  J.  Fourier,  Analyse  des  ^quations  dötermin^s,  Paris  1831,  livre  II, 

(x  — a)*  rix) 
art.  22.   Bis  auf  Grössen  höherer  Ordnung  ist  sogar  ä  —  «34  «  —  ^ — —^  •  757-T , 

l  J   \X) 

K '  M 

was  man  bei  grosser  Annäherung  statt  \x  —  «i  K  — ^—  \x  —  a|*  nehmen  kann. 

28* 
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2.76 


ist  —  ~7jr  =  '  y  und  da  f(x)  mit  wachsendem  x  zunimmt,  so  ist 
der  Fehler  des  Näherungswertes  1  kleiner  als  jkTif  s^göii  "^  kleiner 

als  0.1.    Nun  kann  für  — =-  etwa  5,  also  ftlr  — ,-  \x  —  a\    etwa  ~ 

gesetzt  werden.  Der  Fehler  der  Annäherungen  nimmt  also  ungefähr 
ab  wie  die  Reihe:  2-\  2-»,  2-\  2-^\  2-^K  Man  wird  daher  bei 
den  ersten  beiden  Annäherungen  nur  auf  ein  oder  zwei  Dezimalen 
genau  rechnen,  bei  der  vierten  auf  5  oder  6  Dezimalstellen  und  bei 
der  fünften  würde  es  sich  lohnen,  auf  10  Stellen  genau  zu  rechnen: 


a 

/•(«) 

r(«) 

Ol  —  1.1 

+  1.32 

+  50.3 

Oj,  =  1.07 

0.086 

+  443 

Oj,  =  1.072 

+  0.0028 

+  447 

a^  —  1.07194 

Die   geringere   Oenauigkeit  der  ersten  Annäherung  erlaubt   die  An- 
wendung des  Rechenschiebers. 

12.  Homer*8  Schema.  Diese  Betrachtungen  galten  für  beliebige 
Funktionen.  Für  den  Fall  einer  ganzen  rationalen  Funktion  hat 
Homer'^)  ein  bequemes  Schema  zur  Ausführung  des  Newton'schen 
Verfahrens  gegeben.  Schon  oben  Nr.  4  ist  das  Homer'sche  Schema 
gegeben,  nach  dem  bei  einer  ganzen  rationalen  Funktion  nach  einander 

die  Koeffizienten  f{p\  f(p\  ^     ®*^c.  gefunden  werden  können.   Sie 

sind  die  Koeffizienten  der  Gleichung,  der  die  Verbesserung  x — p 
der  Annäherung  p  genügen  muss.  Enthält  p  nur  eine  von  Null  ver- 
schiedene Ziffer,  so  sind  alle  Multiplikationen  einfach,  und  wenn  mm 

p  der  Wurzel  hinreichend  nahe  ist,   so  liefert   —  ^j)~-   die  nächste 

Ziffer  g,  die  nun  für  die  Koeffizienten  der  neuen  Gleichung  dieselbe 
Rolle  spielt  wie  2^  für  die  Koeffizienten  der  ursprünglichen  Gleichung. 
So  fortfahrend  findet  man  Ziffer  auf  Ziffer. 


32)  W.  G.  Homer,  Lond.  Trans.  1819,  part.  I,  p.  308,  ferner  Mathematical  Be- 
pository  6,  2.  Teil  (London  1830).  J.  R.  Young,  on  the  theory  and  Solution 
of  algebraical  equations.    1.  Aufl.  London  1835.   2.  Aufl.  London  1843. 
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Beispiel: 

3.22  a;«  +  4.12a:*  +  3.11a:»  —  7.25««  +  1,88«  —  7.84  =  0, 
P=  1 

3.22     0          4.12  3.11  .  —  7.25  1.88     —  7.84 

3.22        3.22 7.34        10.45  3.20  5.08 

3.22        7.34'       1Ö.45  3.20  5.08     —2.76 

3.22        6.44        13.78        24.23        27.43 


6.44      13.78        24.23        27.43        32.51 
3.22        9.66        23.44        47.67 


9.66      23.44        47.67        75.10 
3.22      12.88        36.32 


12.88      36.32        83.99 
3.22       16.10 


16.10      52.42 
3.22 


19.32 

Es  ist  uicht  nötig,  die  neuen  Koeffizienten  noch  einmal  hinzuschreiben. 
Es  geschieht  hier  nur  der  Auseinandersetzung  wegen. 

3.22     19.32      52.42      83.99      75.10      32.51       —2.76 
_         0.2576     1.5662    4.3189    7.0647     6.5732        3.1267 

19.5776  53.9862  88.3089  82.i647  39.0832  + 

Das   positive  Zeichen   beweist,   dass  die  Verbesserung  q  =  0.08   zu 
gross  ist.    Die  Rechnung  wird  nun  nach  Homer  mit  0.07  wiederholt. 
In  den  ersten  Koeffizienten  führen  wir  nur  4  Dezimalen. 
3.22      19.32        52.42        83.99        75.10        32.51  —2.76 
0.2254_  1.8682  _  3.7652      6.1429      5.68700         2.673790 

19^5454    53.7882    87.7552    81.2429    38.19700    —0.086210 
0.2254      1.3840      3.8621       G.4132      6.13593 

19.7708    55.1722    91.6173    87.6561    44.33293 
0.2254      1.3997      3.9600      6.6904 


19.9962    56.5719    95.5773    94.3465 
0.2254      1.4155      4.0591 


20.2216    57.9874    99.6364 
0.2254      1.4313 


20.4470    59.4187 
0.2254 


20.6724 
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Beim  weiteren  Rechnen  vermindert  sich  nun  der  Einflnss  der  Torhe^ 
gehenden  Koeffizienten  auf  die  folgenden  immer  mehr,  so  dass  mm 
sich  bei  den  ersten  Koeffizienten  auf  immer  wen^er  Stellen  be- 
schränken kann,  ohne  die  Genauigkeit  der  letzten  zu  beeintrSehtigen. 
Die  nächste  Verbesserung  ist  0.001. 
3.22  20.67  59.42  99.64  94.346  44.3329  —0.086210 
0.00     0.02     0.06      0.100     0.0944        0.044427 

20.67    59.44    99.70    94.446    44.4273  —0.041783 
0.02     0.06     0.100     0.0945 


59.46    99.76    94.546   44.5218 
0.02     0.06     0.100 


59.48  99.82 
0.02   0.06 

59.50  99.88 
0.02 

94.646 

59.52 

Yerbesserunf 

3.22  20.7 

59.5   99.9 
0.05 

94.646 
0.090 

44.5218 
0.0853 

0.041783 
0.040146 

100. 

94.736 
0.090 

44.6071 
0.0853 

0.001637 

94.826    44.69 
0.09 


94.9  Verbesserung:  0.0000366 


3.22    20.7      59.5    100        94.9       44.69       —0.001637 

0.00  1341 

296 
268 

28 
Die  letzten  Ziffern  werden   durch  fortgesetzte  Division  gefunden,  ds 
jetzt  der  vorletzte  Koeffizient  44.69  so  weit,  wie  er  hier  in  Betrackt 
kommt,  durch  die  vorhergehenden  nicht  geändert  wird.     Die  Wu«*! 
ist  1.0719366. 

Homers  Verfahren  lässt  sich  auch  vortrefflich  mit  der  Methode 
von  Lagrange^')  verbinden,  wonach  die  Wurzel  in  einen  Kettenbrucb 
entwickelt  wird.     Man  bestimmt  jedesmal  die  nächst  kleinere  ganze 

Zahl  a,  setzt  a;  =  a  -| und  betrachtet  dann  die  Gleichui^  far  Jf- 

33)  J.  L.  Lagrange,  de  la  rdsol.  des  <^quations  num^riques  de  tous  \^ 
degräs.    Paris  1798.   Chap.  III. 
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Hier  kommt  es  dann  auf  die  grösste  Wurzel  an,  für  die  wieder  die 
nächst  kleinere  ganze  Zahl  bestimmt  wird.  Die  Beclmung  ist  wie 
bei  Homer,  nur  sind  bei  jedem  Schritt  die  Koeffizienten  in  der  um- 
gekehrten Reihenfolge  zu  nehmen.  Der  zweite  Koeffizient  dividiert 
durch  den  ersten  giebt  einen  Näherungswert  für  die  grösste  Wurzel. 

13.  Bemoulli^s  Verfahren.  Für  den  Fall,  dass  f{x)  eine  ganze 
rationale  Funktion  ist,  hat  D.  Bemoulli**)  eine  Methode  zur  Berech- 
nung der  Wurzeln  gegeben,  welche  die  Separation  nicht  voraussetzt. 
Sind  x^x^ .  . .  Xn  die  Wurzeln  der  Oleichung  f{pc)  =  0  und  bedeutet 
Si  die  Summe  aJ^^  -f-  rc^^  -j-  •  •  •  -f-  a:«^,  so  kann  man  schreiben: 


h 


=  x. 


+©'+•■+©' 


"-  ■+©'"'+■+©'"' 

Ist  nun  x^  dem  absoluten  Betrage  nach  grösser  als  x^.  ,  .Xny  so  wird 
für  grosse  Werte  von  A  der  Quotient  sehr  wenig  von  x^  ver- 


h-i 


schieden  sein.    Bedeutet  andrerseits  6x  die  Summe  x^~^  +  ^""^  H 

+  a:«^—^  und  ist  Xn  die  absolut  kleinste  Wurzel,  so  folgt  ebenso,  dass 

für  grosse  Werte  von   X  der  Quotient  sehr  wenig  von  Xn  ver- 

schieden  ist.     Die  Werte  der  Grössen  Sx  und  6x  erhält  man  durch 

fix) 
Entwicklung  von  -^-r-y  nach  negativen  und  positiven  Potenzen  von  x. 

Denn  es  ist  [IB3b  Nr.  4]: 


f\x) 


=  tfj  ^2^  ^8^ 


8 


Entwickelt  man   \./    ,  , ,-  nach  Potenzen  von  ä,  so  liefert  der  Quotient 

der  Koeffizienten  von  A^~^  und  h^  einen  Näherungswert  für  den  ab- 
solut kleinsten  Wert  von  Ä,  der  der  Gleichung  f{p  -f-  ä)  =  0  genügt, 
und  p  -{-  h  stellt  die  Wurzel  der  Gleichung  f{x)  =  0  dar,  die  dem 
Wert  p  am  nächsten  kommt. 

Dem  Bemoulli*schen  Verfahren  liegt  ein  allgemeiner  Satz  zu  Grunde, 
der  so  ausgesprochen  werden  kann:  Es  sei  g>{x)  eine  Funktion  einer 
komplexen  Veränderlichen  [II  B  1  a],  die  sich  in  der  Nähe  von  x=p 


34)  D.  BemoulH,  Petrop.    Comm.  3,   1728  [32],  p.  92.    Euler,  Introd.  1, 
Laus.  1748,  cap.  17,  deutsch  v.  A.  C.  MicKelson,  Berl.  1788,  F.  Maser,  Berl.  1886. 
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regu^r  verhält.   Es  werde  die  Funktion  nun  nach  Potenzen  von  x — p 

entwickelt 

^>{x)  =  Co  +  c^{x  —p)  +  c^(x  —pY  H . 

Auf  der  Peripherie  des  Eonvergenzkreises  muss  mindestens  eine 
singulare  Stelle  liegen.  Giebt  es  nun  auf  dem  Kreise  nur  eine  singu- 
lare Stelle  a  und  ist  diese  aussertvesenÜich  singulär,  so  ist  f&r  hin- 

reichend  grosse  Werte  von  k  der  Quotient  sehr  wenig  von  a  — p 

verschieden**).  Die  Bemoulli'sche  Methode  ist  eine  spezielle  Anwen- 
dung dieses  Satzes;  denn  die  Wurzeln  der  Gleichung  /"(a:)  =  0  sind 

ausserwesentlich   singuülre   Stellen   der  Funktion   -Jr-l'    Man    sieht, 

dass  man  die  Wurzeln  aber  auch  erhalten  würde^  wenn  man  statt 
f  ipc)  irgend  eine  andere  ganze  Funktion,  die  für  die  Wurzeln  von 
f{x)  nicht  oder  nicht  von  gleich  hoher  Ordnung  wie  f{x)  verschwindet, 
durch  f{pc)  dividierte  **). 

14.  Graeffe's  Verfahren.  Die  Bemoulli'sche  Methode  wird  wohl 
kaum  eine  praktische  Bedeutung  erlangen,  weil  die  Konvergenz  nur 
dann  beträchtlich  ist,  wenn  die  zu  berechnende  Wurzel  dem  Werte  p 
wesentlich  näher  ist  als  die  übrigen  Wurzeln;  dann  lässt  sich  die 
Berechnung  aber  im  allgemeinen  besser  mit  der  Newton'schen  Methode 
machen.  Dagegen  hat  GraeflFe'*^)  ein  Verfahren  angegeben,  das  auf 
einem  ähnlichen  Gedanken  beruhend,  wesentlich  schneller  zur  Er- 
mittelung aller  Wurzeln  einer  ganzen  rationalen  Funktion  führt,  ohne 
die  Separation  der  Wurzeln  vorauszusetzen. 

Es  werde  die  ganze  Funktion  n*®"  Grades  f{x)  in  der  Form  ge- 
schrieben: 

fix)  =  üqX''  —  a^x^-^  +  cts^"""^  —  •  •  +  a« . 

Das  Produkt  f{x)  f( —  x)  wird  nur  gerade  Potenzen  von  x  enthalten, 
da  es  beim  Verwandeln  von  a;  in  —  x  sich  nicht  ändert.  Es  kann 
als  ganze  Funktion  n^^  Grades  von  x^  dargestellt  werden: 

f{x)f{—  x)  =  A^x^^  —  A^x^^-^  +  A^oi?^-^ +  J.,. 


36)  J.  König,  Math.  Ann.  23  (1884),  p.  447. 

36)  Die  Beraoulli'sche  Methode  ist  auch  zu  Reihenentwicklungen  für  die 
Wurzeln  verwendet  worden.  Siehe  E.  Schroeder,  Math.  Ann.  2  (1870),  p.  317; 
C.  Bunge,  Acta  Math.  6  (1885),  p.  305;  TT.  F.  Meyer,  Math.  Ann.  33  (1889),  p.  511; 
F.  Cohn,  Math.  Ann.  44  (1894),  p.  473. 

37)  C.  H.  Graeffe,  Die  Auflösung  der  höheren  numerischen  Gleichungen. 
Zürich  1837.  Vergl.  dazu  J.  F.  Encke,  Journ.  f.  Math.  22  (1841),  p.  193. 
E.  Carvallo,  mäthode  pratique  pour  la  räsol.  num.  complöte  des  ^quations  alg^br. 
ou  transcendantes,  Thdse,  Paris  1890. 
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Die  Koeffizienten  A^,  Ä^,  A^,  . . .  sind  die  Summen  der  Kolonnen  in 
dem  Schema: 


+  v 

2ao«» 

+  2ao04 

2aoag 

+  V 

äfliOs 

+  20105 

•.     •      • 

+  V 

—  2oj04 

A 

A 

A 

^3 

Die  Wurzeln  der  Oleiehung  J^jer*  —  Ä^is*'^^  +  -^^jer*""* +  -4«  =  0 

sind  die  Quadrate  der  Wurzeln  der  ersten  Gleichung  f(x)  =  0.  Wenn 
man  nun  mit  der  neuen  Gleichung  ebenso  verfahrt  u.  s.  f.,  so  erhält 
man  die  Gleichungen,  deren  Wurzeln  die  4**°,  8*®°,  16**°  etc.  Potenzen 

der  Wurzeln  der  ersten  Gleichung  sind.    Es  sei  B^u^  —  BiW"""^-| 

+  J5n  =  0  die  Gleichung,  der  die  2'***°  Potenzen  genügen.  Dann  ist, 
wenn  2**  =  A  geschrieben  wird: 


b:~  2j^ 


'a  j 


5  ^^  ^a  ^{i  } 


^.  _  V 


—  ^^  ^a  ^(i   ^Y 


etc. 


Nun  sei  | üCi |  >  [ig |  >  l^s  I  >  •  •  •  >  |^n| .  Dann  kommen  für  grosse  Werte 
von  X  gegen  x^^  alle  übrigen  Grössen  xj  nicht  in  Betracht,  gegen 
x^^x^^  kommen  alle  übrigen  xjx^^  nicht  in  Betracht,  gegen  x^^x^^x^^ 
alle    übrigen    XaX^x^-    u.   s.  f.      Es   wird    demnach   bis   auf    einen 

kleinen  Bruchteil  seines  Betrages  x^  =  ^  und  ebenso  x^^x^^  =  —^ , 
x^x^x^  =  ^  u.  s.  f.  Mithin  bis  auf  einen  kleinen  Bruchteil  seines 
Betrages  x^^  =  —-,  x^^  =  -^,  x^^  '^  ^  u.  s.  f.,  und  die  Wurzeln 
selbst  sind  X^  Wurzeln  aus  den  Quotienten  -^^ ,  ^ ,  -5^  u.  s.  f.   Sind 

Jj^     jD^     js^ 

die  Wurzeln  reell,  so  können  sie  dadurch  bis  auf  ihr  Vorzeichen  be- 
rechnet werden.  Das  Vorzeichen  ergiebt  sich  dann  daraus,  dass  für 
den  mit  dem  richtigen  Zeichen  genommenen  Wert  f{x)  sehr  klein 
werden  muss.  Der  Wert  von  f{x)  giebt  dann  zugleich  mit  der 
Kenntnis  eines  genäherten  Wertes  von  f{x)  das  Mass  der  erlangten 
Genauigkeit.  Die  Genauigkeit  kann  dann  durch  das  Newton'sche  Ver- 
fahren rasch  gesteigert  werden. 

Es  ist  zweckmässig,  die  Erörterung  etwas  allgemeiner  zu  machen. 
Es  werde  nur  vorausgesetzt,  dass  x^x^ , .  ,Xp  absolut  grösser  sind  als 
Xpj^iXpj^2  - »  *  Xnj  während 
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Die  2^*®"  Potenzen  von  x^,  X2  - .  *  Xn  sollen  der  Kürze  wegen  mit 
b^b^ .  -  .bn  bezeichnet  werden,  und  wir  wollen  r  so  gross  annehmen, 
dass  bp^i  sehr  klein  gegen  bp  ist.  Dann  sind  b^b^  . .  .bp  nur  um 
sehr  kleine  Bruchteile  ihrer  Beträge  von  den  Wurzeln  der  Gleichung 

BqUP  —  JB^uP-^  +  ^tt''-* +  ^P  =  0    und    fep+i ...  6«    sind 

um  sehr  kleine  Bruchteile  ihrer  Betrage  von  den  Wurzeln  der  Glei- 
chung BpU^-'P  —  JB|,4-i«i*~"^""^+ •  •  •  +  J5«  ==  0  verschieden.  Denn 
es  ist,  wenn  ßiß^  "-  ßn  die  absoluten  Beträge  von  b^  ..,bn  bezeichnen, 

BqU^  —  B^uP-'^  +  B^uP'-* •  •  i  ^j»  ^is  ^^^  einen  sehr  kleinen 

Bruchteil    von    Boßp{\u\  +  ft)  (|u|  +  ft)  .  .  .  (\u\  +  ßp^^)    gleich 

^o(^  —  ^1)  (**  —  ^2)  •  •  •  (^  —  ^p)  •  I^^8®  ^^^  w  z.  B.  dem  Werte  6, 
am  nächsten  und  wäre  nicht  nur  um  einen  sehr  kleinen  Bruchteil 
von  6g  verschieden,  so  wäre  u  —  b^  absolut  genommen  ein  beträcht- 
licher Bruchteil  von  ß^  und  u  —  b^ . .  .u  —  bp  wären  beträchtliche 
Bruchteile  von  ß^.  Dann  könnte  Bq(u  —  61)  (w  —  6^)  . . .  (u  —  bp)  sich 
nicht  gegen  einen  sehr  kleinen  Bruchteil  von  B^ßp^u]  +  A)  (,' w|  +  /J^) 
. . .  (|tt|  +  ßp—i)  wegheben,  d.  h.  u  könnte  keine  Wurzel  der  Gleichung 
BqU^  —  B^uP"^ -{-'''  + Bp  =  0  sein.  Ferner  ist  bis  auf  einen 
sehr  kleinen  Bruchteil  von  b^b^  . . ,  bp  die  Grösse  ^^  =  fej  .  .  .  bp, 
Bp^i  =  b^b^ . . .  bp{bp^t  + 1-  6«), 

Bp-^2  =  6163 . . .  6p (6,, 4.16,4. 2  +  6,4.26,4-8  H h  6«-i6„)  etc. 

B  4.1 
und   mithin   bis   auf   sehr   kleine   Beträge     y"   =  6,4.1  +  •  •  •  +  6, 

p 

— ^—    gleich   der  Summe   der  Produkte  von  je  zweien  der  Grössen 

p 
6p4.i  6,^-2      • .  6„    u.   s.   f.    und    daher    die   Wurzeln    der   Gleichung 

BpW'-P—  Bp^iW'-P-^  +  . . .  -f  B,  =  0    bis    auf   kleine    Beträge 

gleich  6,^-1 ...  6«. 

Sobald  also  b^  gross  gegen  6,^-i  ist,  so  zerfällt  die  Gleichunjf 

BqU"^  —  BiW«""^  +  •  •  •  +  Bn  =  0  in  zwei  Gleichungen.   Die  Wurzeln- 

6,4-1 . .  .  6„  werden  im  Vergleich  zu  6^  . . .  6,  Null  gesetzt,  das  giebt^ 

BqU""  —  B^W"-^  -j +  BpW'-P  =  0 

und  die  Wurzeln  6^  ...  6,  werden  im  Vergleich  zu  6,4.1 ...  6«   unend^ 
lieh  gesetzt;  das  giebt: 

BpU^-p  —  B,4.iU«-''-i  H +  ^,  =  0 . 

Beim  praktischen  Rechnen  merkt  man  von  selbst  diesen  Zerfall  daran^ 
dass  die  Koeffizienten  der  einen  Gleichung  aufhören,  die  der  andern^ 
so  weit  man  ihre  Beträge  berechnet,  zu  beeinflussen,  und  dass  B,, 
bei  jedem  Schritt   nur   zum  Quadrat  erhoben  wird.     Die  Rechnung 
verläuft  gerade  so,  als  ob  man  es  mit  zwei  getrennten  Gleichungen 
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zu  thun  hätte.  Diese  Oleichungen  zerfallen  von  neuem,  wenn  wieder 
unter  ihren  Wurzeln  die  einen  sehr  klein  gegen  die  andern  werden. 
Schliesslich  sind  nur  noch  lineare  Gleichungen  übrig,  es  sei  denn, 
dass  gleiche  Wurzeln  oder  gleiche  absolute  Beträge  der  Wurzeln  vor- 
kommen. Für  ein  Paar  konjugierter  Wurzeln  z.  B.  wird  im  allge- 
meinen eine  Gleichung  zweiten  Grades  sich  ergeben,  der  die  2'"'®° 
Potenzen  der  beiden  Wurzeln  genügen.  Hieraus  können  die  2''**" 
Potenzen  gefunden  werden.  Die  Wurzeln  selbst  können  aber  nicht 
unmittelbar  hieraus  berechnet  werden,  weil  die  2''*®  Wurzel  im  Ge- 
biete der  komplexen  Zahlen  2*"  verschiedene  Werte  hat.  Nur  der  ab- 
solute Betrag  kann  sogleich  gefunden  werden.  Man  kann  nun  zwar 
die  Wurzeln  eindeutig  auf  folgende  Weise  finden.  Wenn  man  in  f{x) 
die  geraden  und  ungeraden  Potenzen  von  einander  trennt,  so  kann 
man  schreiben  f{x)  =  ^>{x^)  +  x^(po^)  =  0,  wo  ^>{x^)  und  ^{x^) 
ganze  Funktionen  von  x^  sind.     Ist  nun   der  Wert  von  x^  gefunden, 

so  muss  X  =  —  ^W  sein^^).    Ebenso  folgt,  dass  aus  dem  Wert  von 

a^  der  Wert  von  x*,  aus  x^  der  von  ar*  u.  s.  f.  eindeutig  berechnet 
werden  kann.  Aber  diese  Art  der  Berechnung  von  x  aus  x^^  würde 
bei  beträchtlichen  Werten  von  r  beschwerlich  werden.  Wenn  nur  ein 
Paar  konjugierter  Wurzeln  vorhanden  sind,  während  alle  übrigen 
Wurzeln  reelle  Werte  haben,  so  liefert,  wenn  diese  bestimmt  sind, 
die  Summe 


^1  +  ^2  H h  ^«  = 


Oo 


den  doppelten  reellen  Teil  der  konjugierten  Wurzeln,  der  dann  mit 
dem  absoluten  Betrage  zusammen  die  Wurzeln  bestimmt.  Sind  zwei 
Paare  konjugierter  Wurzeln  vorhanden,  so  liefert  die  Summe  der 
Wurzeln  eine  lineare  Gleichung  zwischen  den  reellen  Teilen  der 
Wurzelpaare.     Aber  die  Summe  der  reziproken  Werte  der  Wurzeln, 

die  gleich  -^^-  ist,  liefert  eine  zweite  lineare  Gleichung,  da  die  ab- 

soluten  Beträge  ja  bekannt  sind. 

Sind  mehrere  Paare  konjugierter  Wurzeln  vorhanden,  so  kann 
man  die  Werte  dadurch  finden,  dass  man  für  irgend  einen  Wert  p 
f{p  +  ^)  ^^^^  Potenzen  von  h  entwickelt  und  das  Verfahren  auch  auf 
die  Gleichung  in  h  anwendet.  Für  die  Paare  konjugierter  Wurzeln 
erhält  man  dann  ihren  Abstand  vom  Punkte  x  =p.  Dann  sind  die 
Wurzeln  als  Durchschnittspunkte  von  Kreisen  bestimmt.     Oder  man 


38)  E,  Carvallo,  1.  c. 
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kann  den  folgenden  von  Encke  *^)  vorgescldagenen  Weg  betreten. 
Es  sei  der  Grad  n  der  Gleichung  gerade  vorausgesetzt  Wäre  n  nicht 
gerade,  so  kann  man  es  gerade  machen ,  indem  man  die  Gleichung 
mit  X  multipliziert  Wir  schreiben  n  =  2m  und  bringen  durch  Di- 
vision mit  af^  die  Gleichung  auf  die  Form: 

a^of^  —  aiOtf^—^  +  •  •  *  +  (hmix^^  =  0. 
Indem  man  nun  x  =  refP^  setzt  und  den  reellen  und  imaginären  Teil 
fQr  sich  der  Null  gleich  macht,  ergeben  sich  die  beiden  Gleichungen: 

(«0^  +  ö«m*^"*)  cos  mg>  —  {a^t^-^  +  (hm-  ir-^"^^)  cos  (m  — •  l)g>  -| — 

+  am  =  0, 
{a^r^  —  a%mif^^)  sin  mg?  —  (04 r^-^  —  a2m_ir-'»+^)  sin  (m —  \)(p  -| — 

+  (a^__ir  — Om+i^O  sin  9>  =  0. 
Setzt   man   cos  q)  =  t,   so  lassen   sich   cos  2%  cos  3  9,  ...  und 
__ — ?    _ — ?    ...  als  firanze  Funktionen  von  t  darstellen.     So  erhalt 

am  (p  '     Bin  (f  '  ® 

man,  wenn  die  zweite  Gleichung  durch  sin  q>  dividiert  wird,  zwei 
Gleichungen  fQr  t,  und  durch  das  Verfahren  des  gemeinsamen  Teilers 
wird  dann  t  rational  aus  den  Koeffizienten  der  Gleichungen  bestinmit 
Was  sonst  zu  bemerken  ist,  knüpft  sich  am  besten  an  die  Aus- 
führung eines  Beispiels  an: 

3.22a:«  +  4.12a:*  +  3.11a:»  —  7.25a:«  +  1.88a:  —  7.84  =  0. 

Es  sind  nun  mit  der  Rechenmaschine  [I  F]  die  Koeffizienten  der  Glei- 
chungen gebildet,  denen  die  2,  4,  8,  32,  64, 128*"''  Potenzen  der  Wurzeln 
genügen*®).  Dabei  werden  nur  die  Koeffizienten  selbst  zu  Papier  ge- 
bracht, nicht  die  Glieder,  aus  denen  sie  bestehen.  Die  Maschine 
liefert  die  Summen  der  Quadrate  und  Produkte,  ohne  dass  man  die 
einzelnen  Quadrate  oder  Produkte  hinzuschreiben  braucht.  So  findet 
man  z.  B.  die  Grössen  A^,  A^ , , ,  Aj 

1112  12 

+  1.0368,    —  2.6538,    —  2.9716,    +  1.1990,    —  2.3733,    —  1.1015^ 

1 
+  6.1466. 

Die  darüber  geschriebenen  Zahlen  geben  die  Potenz  von  10  an,  mit> 
der  man  sich  die  Werte  multipliziert  denken  muss.     Das  ist  bei  den 


39)  J.  F.  Encke,  Journ.  f.  Math.  22  (1841),  p.  193. 

40)  Bei  logarithmischer  Rechnung  wird  man  Tabellen  der  Additions- 
logarithmen benutzen  und  die  Numeri  werden  überhaupt  nicht  aufgeschlagen. 
Über  Additionslogarithmen  für  komplexe  Grössen  vergl.  einen  Vorschlag  von 
R.  Mehmke,  Zeitschr   f.  Math.  u.  Phys.  40  (1895),  p.  15. 
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sehr  grossen  Zahlen,  mit  denen  man  es  alsbald  zu  thun  hat,  eine 
notwendige  Bezeichnung.  Die  Koeffizienten  der  Gleichung,  der  die 
Wurzelquadrate  genügen,  sind  Ä^y  —  -4^,  A^,  —  -4^,  A^,  —  Ä^,  A^. 
Eine  Zeichenfolge  in  der  Beihe  A^  bis  A^  ist  also  ein  Zeichenwechsel 
in  der  Beihe  der  Koeffizienten.  Durch  Descartes'  Zeichenregel  schliesst 
man  daher  aus  den  beiden  Zeichenfolgen,  dass  die  Gleichung  der 
Wurzelquadrate  nicht  mehr  als  zwei  positive  Wurzeln,  die  erste  Glei- 
chung mithin  nicht  mehr  als  zwei  reelle  Wurzeln  hat.  Für  die  Glei- 
chung der  128'®**  Potenzen  findet  man  die  Grössen  B^B^  *  -  -B^  gleich: 

65  82  101  117  120  117  114 

1.013   -f  3.051    +2.081    -f  1.125   +8.179    -2.912   +2.968 

Hier  haben  sich  nun  die  Wurzeln,  deren  absolute  Betrage  verschieden 
sind,  schon  von  einander  getrennt.  Der  1*®,  3*®,  4*®,  5**,  7*®  Koeffizient 
werden  beim  nächsten  Schritt  beinahe  gleich  den  Quadraten  der  hin- 
geschriebenen Zahlen.  Nur  der  3*®  Koeffizient  erfährt  in  den  ersten 
4  Ziflfem  noch  eine  kleine  Änderung,  weshalb  es  noch  lohnt,  für  den 
ersten  und  dritten  Koeffizienten  allein  einen  Schritt  weiter  zu  gehen, 

30  202 

1.026,  — ,  4.324. 

Der  3*®,  4*®  und  5**  Koeffizient  bestimmen  die  128****  Potenzen  der 
beiden  reellen  Wurzeln.  Der  1*®  und  3*®  bestimmen  den  absoluten 
Betrag  des  einen  konjugierten  Paares,  der  5*"  und  7*"  den  des  andern: 

12«»/ 

?^  .  W^  =  1.38626,      JM^^-^Q"'  =  1.32714, 

026  y  4,824  .  10«<>« 

'^?ig  10«  =  1.07193,     ']/^|^  ^^'  =  0.94372. 

Die  Substitution  der  Werte  zeigt,  dass  die  beiden  reellen  Wurzeln 
—  1.32714  und  +  1.07193  sind.  Die  Summe  der  Wurzebi  und  die 
Summe  der  reziproken  Werte  liefern  för  die  reellen  Teile  tt^,  u^  der 
beiden  komplexen  Paare  die  beiden  Gleichungen 

2wi  +  2tt,  =  0.25521, 

^  +  ^-  =  0.06040, 

aus  denen  Wi  =  +  0.18769,  u^  =  —  0.06009  gefunden  werden.  Aus 
tij,  t«2  und  den  bekannten  absoluten  Beträgen  werden  nun  die  imagi- 
nären Teile  v^  =  yr^  —  Wj^,  v^  =  ^r^  —  u^  berechnet.  So  ergeben 
sich  die  beiden  konjugierten  Paare 

0.18769  +  1.37350i,     —  0.06009  +  0.94181  i. 
Die   Substitution   der  Wurzeln   und   die   Berechnung   der   Ableitung 


V  i.026 
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(oder  des  Differenzenproduktes)  zeigt,  dass  die  Wurzeln  bis  auf  etwa 
eine  Einheit  der  5**°  Dezimale  richtig  sind*^). 

15.  Die  Approximation  für  den  Fall  mehrerer  Veränderlichen. 

Das  Newton'sche  Verfahren  kann,  wie  schon  in  der  Einleitung  be- 
merkt wurde,  auf  die  Bestimmung  mehrerer  Unbekannten,  die  mehreren 
Gleichungen  genügen,  angewendet  werden.  Auch  die  Homerische 
Anordnung  zur  Berechnung  der  Koeffizienten  lasst  sich  in  dem  Fall 
ganzer  rationaler  Funktionen  der  Veränderlichen  verwerten**).  Es 
möge  hier  noch  über  die  Genauigkeit  der  Annäherung  eine  Bemer- 
kung hinzugefügt  werden. 

Es  seien  zwei  Gleichungen  in  der  Form  x  =  (p(xy)  und  y  =  if{xy) 
gegeben,  und  es  seien  die  Funktionen  9  und  ^  nur  langsam  mit 
X  und  y  veränderlich,  so  kann  man  ähnlich  wie  bei  einer  Veränder- 
lichen successive  Annäherungen  finden,  indem  man  rechts  Näherungs- 
werte für  X  und  y  einsetzt  und  damit  neue  Näherungswerte  berechnet 
Bedeuten  a  und  h  Näherungswerte  von  x  und  y  und  sind  a^  und  h^ 
die  nächsten  daraus  berechneten  Näherungswerte,  so  ist 

x  —  a^  =  g>{xy)  —  (p(ab)  =  (pi(x  —  a)  -f  (p^ijf  —  6), 

y  —  6i  =  i;{xy)  —  tifiV)  =  tii?^  —  a)  +  i^%{y  —  6), 

wo  wir  uns  in  den  partiellen  Ableitungen  9^,  q>^,  ^j,  ^^  Werte  der 
Veränderlichen  zu  denken  haben,  die  zwischen  den  Näherungswerten 
und  den  wahren  Werten  liegen.     Daraus  folgt 

\x  —  a^\Z  l9il  '\x  —  a\  +  \g>^\  •  \y  —  6|, 

und  durch  Addition 

^-«il  +  |y-6il^(l9'il  +  lV'i|)-!a;-al  +  (l%|  +  |V',|)-|y-6|. 


41)  Das  Graeffe'Bche  Verfahren  ist  im  allgemeinen  wohl  das  schnellsta, 
wenn  alle  Wurzeln  berechnet  werden  sollen.  Für  besondere  Formen  von  Glei- 
chungen sind  besondere  Methoden  der  numerischen  Auflösung  entwickelt  worden. 
Die  Gleichungen  3^°  Grades  führt  man  auf  die  Gleichung  zwischen  cos  9  imd 
cos  39  zurück  oder  auf  die  Gleichung  zwischen  dem  hyperbolischen  Cosinus 
oder  Sinus  von  9  und  3  9.  Für  die  trinomischen  Gleichungen  hat  K,  F.  Gaus», 
Gott.  Abh.  1860  =  Werke  3,  p.  86  ein  Verfahren  angegeben.  VergL  ferner 
S.  Ghmdelfinger,  Tafeln  zur  Ber.  der  reellen  W.  sämtl.  trinomischer  Gl.  Leipog 
(1896);  die  reellen  Wurzeln  viergliedriger  Gl.  behandelt  Ä.  Wiener,  Zeitschr.  f. 
Math.  Phys.  31  (1886),  p.  66,  192. 

42)  H.  Scheffler,  Auflösung  der  alg.  Gleich.  Braunschw.  1869.  TF.  Wagner^ 
Best,  der  Genauigkeit  des  Newton'schen  Verfahrens.  Berlin  1860.  JS.  Mthmke, 
Zeitschr.  f.  Math.  Phys.  36  (1890),  p.  174. 
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Sind  nun  \<p^\  +  |^i|  und  I92I  +  l^al  nicht  grösser  als  ein  echter 
Bruch  m,  so  ist 

1^  —  «il  +  |y  —  M  ^  *»(k  —  a|  +  |y  —  *l); 

und  folglich  wird  man  dem  gesuchten  Wertsystem  xy  bei  fortgesetzter 
Rechnung  beliebig  nahe  kommen. 

Beim  Newton'schen  Verfahren  nimmt  man,  für  f(xy) =0,g  (xy) = 0, 
die  Verbesserungen  h,  k  eines  Systems  von  Näherungswerten  a,  b  so, 

dass 

f{ab)  +  f,{ah)h  +  f,{ah)k  =  0 , 

g{ah)  +9^{aV)h  +g^{ab)k  =  0. 

Das  heisst,  man  setzt 

h  =  ^^«  ~"  f^^        k  =  ISi.^1^- . 

Man  kann  diese  Rechnung  als  speziellen  Fall  der  eben  betrachteten 
Rechnung  auffassen,  wenn  man  in  den  Oleichungen  x  =  (p(Xy  y)  und 
y  =  il^iXjy)  die  rechten  Seiten  so  definiert: 

^K^y)        ^  -f-  f,(xy)g,(xy)-g,(xy)f,ixyy 

^(^y)  =  t,  -L  f(^y)9A^y)-9{^y)fi(p^y)  . 

"^K   JJ        ifT-  f^{xy)g^{xy)—  g^{xy)f^ixy) 

Man  erhält  dann,  indem  man  d  fQr  die  Funktionaldeterminante 
fi92  —  9\U  schreibt: 

WO  A  und  5  Brüche  sind,  deren  Nenner  /fi  und  deren  Zähler  aus 
den  ersten  und  zweiten  Ableitungen  von  f  und  g  nur  durch  Addition, 
Subtraktion  und  Multiplikation  gebildet  sind.  Ahnliche  Ausdrücke 
ei^eben  sich  für  ^>^^  ^^,  ^^,  Ist  für  alle  in  Betracht  kommenden 
Werte  von  x  und  y  die  Funktionaldeterminante  dem  absoluten  Be- 
trage nach  grösser  als  eine  von  Null  verschiedene  Zahl  und  sind  zu- 
gleich alle  ersten  und  zweiten  Ableitungen  von  f  und  g  absolut  ge- 
nommen nicht  grösser  als  eine  feste  Zahl,  so  sind  offenbar  A  und  IB 
absolut  genommen  nicht  grösser  als  eine  feste  ZahL  9i(a&)  wird 
daher  mindestens  von  derselben  Ordnung  klein  wie  f{pX)  und  g(ab\ 
d.  h.  von  der  Ordnung  q  =  \x  —  a|  -|-  |y  —  b\.  Daher  ist  auch  m 
von  der  Ordnung  q  und  es  lässt  sich  eine  Zahl  M  finden  der  Art, 
dass  m<iM'Q.  Wird  nun  \x  —  öjI -|- |y  —  &i|  mit  q^  bezeichnet, 
so  ist,  wie  oben  gezeigt,  q^  <  Mq^  oder  Mq^^  <  {MqY.  Daraus  folgt, 
dass  nach  n  Schritten  Mqh  <  (-afp)*"  ist.  Wenn  Mq  ein  echter 
Bruch  ist,  ergiebt  sich  daher  eine  rasche  Eonvei^enz. 
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Bei  der  praktischen  Berechnung  wird  man  im  allgemeinen  sich 
des  Beweises  der  Konvergenz  entschlagen.  Man  wird  eben  darauf 
los  rechnen  und  dann  das  Resultat  dadurch  verifizieren^  dass  man  die 
Werte  in  f  und  g  einsetzt  und  zusieht,  wie  klein  f  und  g  dadurch 
werden.     Da 

die  wirklichen  Abweichungen  liefern,  wenn  rechts  in  fif^fftffi^  8^ 
wisse  zwischen  den  Näherungswerten  und  den  wahren  Werten  liegende 
Zahlen  eingesetzt  werden,  so  kann  man  durch  die  Kenntnis  oberer 
Grenzen  von  \fy^\,  \f^\^  |^i|,  Ig^]  und  einer  unteren  Grenze  von  \J\ 
aus  den  Werten  von  f  und  g  obere  Grenzen  für  |A|  und  \k\  ermitteln. 
Auf  mehrere  Gleichungen  mit  mehreren  Veränderlichen  lassen 
sich  dieselben  Betrachtungen  ohne  weiteres  übertragen.  Lineare  Glei- 
chungen auf  diese  Weise  durch  successive  Annäherungen  zu  lösen, 
ist  zuerst  von  Seidel  ^^)  für  den  Fall  einer  grossen  Zahl  von  Unbe- 
kannten vorgeschlagen  worden.  SeideFs  Verfahren  kann  als  spezieller 
Fall  des  hier  erörterten  aufgefasst  werden,  wenn  man  die  linearen 
Gleichungen  2anXi  =  Ck  in  der  Form  schreibt: 

Xk  =  -—  {Ck  —  ^'aik  Xi),  **) 


43)  Ph.  L.  Seidel,  Münchener  Akad.  Abhandl.  11  (1874),  p.  81. 

44)  R.  Mehmke  u.  P.  A.  Nekrassof,  Mosk.  Math.  Samml.  16  (1892)  haben  die 
Konvergenz  des  SeideFschen  Verfahrens  imd  seiner  Modifikationen  untersudit. 
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1.  Symmetrische  Funktionen  einer  GrösBenreihe;  Deflnitioii, 
HauptsatB,  BeBeiohnung;  Angahlen.  Eine  rationale  Funktion  der  n 
von  einander  unabhängigen  Grössen  x^jX^, , ,  .j  Xn^  welche  bei  einer 
beliebigen  Yertauschung  dieser  Grossen  ihre  Form^  also  auch  ihren 
Wert  nicht  ändert,  heisst  eine  „symmetrische"  oder  „einwertige"  Funk- 
tion von  x^y  x^j .  . .  j  Xn-    Insbesondere  heissen  die  Funktionen 

^1  +  ^i  H \-  Xn  =  —  a^j   X^X^  +  X^X^  H )rXn^xXn  =  Oj,  '  '  *, 

x^x^  '-Xn  =  {—  l)"a« 
die  „elementaren"  symmetrischen  Funktionen. 
Die  Gleichung 

f{x)  =  a:"  +  «1^""^  +  «2^"""^  +  •  •  •  +  a«  =  0 
hat  die  n  Wurzeln  x^j  x^, . ,  ,jXn,  ^). 

Jede  symmetrische  Funktion  ist  Quotient  zweier  ganzen  symme- 
trischen Funktionen*). 

Jede  ganze  symmetrische  Funktion  ist  eine  ganze  Funktion  von 
den  elementaren  synmietrischen  Funktionen. 

Um  diesen  Hauptsatz  gruppiert  sich  die  ganze  Theorie. 

Jede  ganze  symmetrische  Funktion  zerföUt  in  ein  Aggregat 
von  „Typen",  d.  h.  solcher  Funktionen,  welche  aus  einem  Ghede 
^V'^a'*  •  •  •  ^n»  durch  Summation  aller  durch  Vertauschung  der  Ex- 
ponenten daraus  hervorgehenden  verschiedenen  Glieder  entstehen.  Eine 
solche  typische  oder  eintypige  {Netto)  Funktion  wird  mit  (h^ij.-.) 
bezeichnet^),  und  zur  Abkürzung  z.  B.  (1*1*1*1  ^sS^)  =  (*i*^*^)  gesetzt*). 

Die  Anzahlen  aller  möglichen  typischen  symmetrischen  Funktionen 
bis  zur  Exponentensumme  ^i  =  30  hat  Forsyth^)  berechnet. 

2.  Formeln  und  Verfahren  von  Gramer,  Newton,  Girard, 
Waring,  Paii  di  Bruno.  Das  Produkt  zweier  typischen  symmetrischen 
Funktionen  zerfällt  in  eine  Summe  solcher;  hierdurch  kann  man  Typen 
höherer  Ordnimg  als  ganze  Funktionen  von  Typen  niedrigerer  Ord- 
nungen, schliesslich  durch  die  Typen  der  niedrigsten  Ordnungen  in 
jeder  Wurael:  (1),  (1^),  (1^), .  .  .  d.  h.  durch  die  elementaren  symme- 
trischen Funktionen  darstellen®). 

1)  Alh.  Girard,  Invention  nouvelle  en  Talgebre,  Amsterdam  1629. 

2)  A.  Th.  Vandermonde ,  Pari»  M^m.  de  Tac.  d.  sc.  1771;  CJi.  Biehler,  Nout. 
anu.  d.  math.  (3)  3,  1884,  p.  218  tf.;  Ed.  Ämigues,  Nouv.  ann.  (3)  14, 1896,  p.  494  ff. 

3)  G.  Gramer,  Introduction  a  l'analyse  des  lignes  courbes  alg^riques. 
Genf  1750. 

4)  Meier  Hirsch,  Aufgabensammlung  zur  Buchstabenrechnung  und  Algebra. 
Berlin  1809. 

ö)  Ä.  i?.  Forsyth,  Messenger  of  math.  (2)  10,  1881,  p.  44. 
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Die  symmetrische  Funktion  (i^i^ . . .  iy)  heisst  „v-formig^^  Die  ein- 
förmige Punktion  (i)  heisst  die  i**  Potenzsumme  und  wird  mit  s,  be- 
zeichnet. Man  drückt  die  Potenzsummen  durch  die  elementaren  sym- 
metrischen Funktionen  aus  vermöge  der  ^ewton'schen  Formeln": 

5^  -|-  a^  =  0 

s,  +  ^1^1  +  2aj  =  0 

«S  +  öl«2  +  ögSj  +  Sos  =  0 

Su  +  (hSn-1  +  <hSn-i  H h  WO,  =  0 

Sn-{-l  +  aiSn  +  (hSn-i  H h  «1«»  =  0«) 


oder  explicite  durch  die  „Girard'sche  Formel": 
umgekehrt  ist: 


n  /ä  \  '^x 


»-2(-i)''"l7f 


.    f 

Die   mehrförmigen    Funktionen   werden   auf  die   einförmigen   zurück- 
geführt durch  die  „Waring'schen  Formeln"®): 

ihh)  =  O'i)  (*«)  —  (h  +  «2) 

u.  s.  w. 

welche  Faä  dt  Bruno  in  die  symbolische  Determinante  zusammenfasst: 


6)  Oirard  1.  c;  J.  Newton,  Arithmetica  universalis,  edit.  s'Gravesande, 
p.  192;  vgl.  femer:  /.  Petersen,  Tidsskr.  f.  Math.  (8)  6,  1876,  p.  9;  J.  Farkas, 
Archiv  f.  Math.  u.  Phys.  65,  1880,  p.  483;  Adolph  Stern,  Tidsskr.  f.  Math.  (6)  8, 
1885,  p.  30;  V.  Janni,  Gi.  di  mat.  23,  1885,  p.  34;  M.  d'Ocagne,  Jörn,  de  sc. 
math.  astr.  7,  1885,  p.  133;  L.  Schendel,  Zeitschr.  f.  M.  n.  Ph.  31,  1886,  p.  316; 
J.  Du/ran  Loriga,  Progreso  mat.  2,  1892,  p.  221 ;  0.  Tweedie,  Edinb.  Math.  Soc. 
Proc,  1893,  p.  61. 

7)  Girard  1.  c;  s.  femer  Ed.  Waring,  Miscellanea  analytica  de  aequa- 
tionibns  algebraicis  et  curvarum  proprietatibus,  Cambridge  1762,  p.  1  u.  Medita- 
tiones  algebraicae,  Cambr.  1782,  p.  1;  Claude  Pellet,  Nouv.  Ann.  (2)  14,  1875, 
p.  259;  Schendel  6);  F.  Games  Teixeira,  Nouv.  ann.  (8)  7,  1888,  p.  882  ff.; 
A.  Cayley,  Mass,  of  Math.  (2)  21, 1892,  p.  133  »  Coli.  Pap.  13,  p.  218;  WoronUoff, 
Nouv.  ann.  (3)  12,  1893,  p.  116. 

8)  Waring,  Mise.  anal.  p.  6  u.  Med.  alg.  p.  8. 

29* 
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0*1*2^8  •••)  = 


Si^  sf*  S^>  •  • 
S'»  5^  S*'»  •  • 
S^»    S^    Sf^  •  • 


in  welcher  nach  der  Entwicklung  die  Exponenten  von  s  in  Indices 
zu  verwandeln  sind.  Für  je  h  gleiche  Exponenten  i  ist  die  rechte 
Seite  dieser  Gleichungen  durch  ä!  zu  dividieren®). 

3.  Beduktion  einer  Funktion  nach  Waring  und  Ghanas,  nach 
Oauohy  und  Kroneoker.  Ordnet  man  eine  beliebige  ganze  symme- 
trische  Funktion  so,  dass  das  Glied  c,j,-^ ,-,...  x^^^oc^'^x^**"-  dem  Gliede 
Ci\i^'t\'-  x^*^' x^**' x^**' '  '  vorausgeht,  wenn  die  erste  der  nicht  verschwin- 
denden Differenzen  der  Reihe  i^  —  i^';  h  —  *«'>  h  —  h'y '  '  '  posi^i^ 
ausfallt,  und  ist  dann  Ci^i^i^..  Xi^x^'^x^**  -  -  -  das  höchste  Glied  der 
gegebenen  Funktion,  so  erhält  man  eine  Funktion  mit  einem  höchsten 
GUede  niedrigerer  Ordnung,  wenn  man  von  der  gegebenen  Funktion 
das  Glied 

subtrahiert.  Durch  Fortsetzung  solcher  Subtraktionen  wird  die  ge- 
gebene Funktion  schliesslich  als  ganze  Funktion  der  elementar-symme- 
trischen Funktionen  dargestellt.  Dieses  von  Waring  und  Gauss  an- 
gegebene Reduktionsverfahren  lässt  die  Eindeutigkeit  dieser  Darstellung 
erkennen,  sowie,  dass  in  die  Koeffizienten  keine  Brüche  eingeführt 
werden  ^^). 

Setzt  man: 

SO  sind  die  Koeffizienten  in  fkJ^i{x)  ganze  Funktionen  von  Xn,  a;«_i,..., 
Xn-^h'  Eine  beliebige  ganze  Funktion  von  x^^x^j,,.,Xn  lässt  sich 
jetzt  successive  vermittelst  der  Gleichungen: 

reduzieren  auf  eine  von  x^  freie,  in  x^  lineare,  in  x^  quadratische  u.  s.  w. 
Funktion,  also  auf  ein  Aggregat  von  n!  Gliedern 


9)  Faä  di  Bruno,  Einleitung  in  die  Theorie  der  binären  Formen,  dentsch 
von  Th.  Walter,  Leipzig  1881,  p.  9;  M.  Auric,  Nouv.  ann.  (S)  9,  1890,  p.  661. 

10)  Waring,  Meditationes  algebraicae,  ed.  ITI,  p.  13;  K.  F.CfatMS,  Demon- 
itratio  nova  altera  etc.,  Comment.  Gotting.  3  (1816)  1815  »  Werke  3,  p.  31. 
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S*n  =  0,  1,2, . .  .,n  —  1 

und  eine  ganze   symmetrische  Funktion   wird   dadurch  auf  ein   von 
x^j  x^y , . . y  Xn  freies  Glied  zurückgeführt^^). 

4.  Das  Cauohy*80he  Verfahren  und  seine  Verallgemeinerung 
durch  Transon.  Die  Girard'sche  wie  die  Newton^schen  Formeln 
ei^eben  sich  aus  der  Identität: 

rj5)  ^  ^ \ ^  ^  I  A  -1.  A  j 

f{x)         ^1  X  —  x..         o;     '    «*    '    «'    '         ' 
1=1 

die  man  auch  dahin  ausdrücken  kann,  dass  Sh  der  Koeffizient  von  — 

'  X 

f  (x) 
in  der  Entwickelung  von  -jh^^  nach  fallenden  Potenzen  von  x  ist. 

Bedeutet  also  ^>{x)  eine  beliebige   ganze  Funktion,   so  ergiebt  sich 
^^g>{xi)  als  Entwickelungskoeffizient  von  —    in    der    Entwickelung 

von  -^Y-r  9(x)  nach  fallenden  Potenzen  von  x. 

fix)  ^^  ^ 

Dieses  von  CaucJiy^^)  aus  seiner  Residuenrechnung  gefolgerte 
Verfahren  ist  von  Transon  *')  verallgemeinert  worden.  Um  den  Wert 
von  ^g>(XiXk)  zu  ermitteln,  wo  g>  eine  ganze  Funktion  ist  und  sich 

die   Summation   auf  alle  Wurzelpaare   x,-,  Xt  (}  ^  k)   bezieht,   nehme 

man    den    Koeffizienten    il^{Xj)    von    —    in    der    Entwickelung    von 
d  /  fix)  \ 

/>/  V    ^    y(^i;^)?   <iftnn  ist  ^fp(XiXk)   der  Koeffizient   von  —  in 

/{X)  X 


•C  ~"~  «J»! 


fix) 
der  Entwickelung  von  -jj^  ^  (x)  u.  s.  w. 


fi^) 

5.    Erzeugende   Funktionen   von   Borohardt    und   Kroneoker. 

Wie  sich  aus  der  Entwickelung  von 

11)  Ä.  Cauchy,  Exercices  d.  math.  4,  Paris  1829,  p.  103;  L.  Kronecker, 
Berl.  Ber.  1878,  p.  117  =  Werke  1,  p.  303;  Grundzüge  einer  arithmetischen 
Theorie  der  algebraischen  Grössen,  Berlin  1882,  p.  89  »  Werke  2,  p.  290$ 
E.  Blutel,  Par.  Soc.  math.  Bull.  20,  1892,  p.  92. 

12)  Cauchy,  Exercices  d.  math.  1,  Par.  1826. 

13)  Abel  Transon,  Nouv.  ann.  9,  1850,  p.  75;  J.  Dienger,  Arch.  f.  Math.  u. 
Ph.  16,  1850,  p.  471. 
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^  t—Xi         f{x) 

nach  fallenden  Potenzen  von  t  durch  Eoeffizientenyergleichimg  die 
Werte  der  Potenzsummen  als  Funktionen  der  o^,  o^, . . .  o»  ergeben, 
so  ergeben  sich  aus  der  Entwickelung  der  Borchardt'schen  erzeugen- 
den Funktion: 

^     ^       mti-W      d\  dt,"dt^\f{t,)f{t,)''f(tjj 

die  Werte  aller  m- förmigen  Funktionen  der  x^y , ,,  Xn.  Die  Summation 
bezieht  sich  auf  alle  Möglichkeiten,  die  verschiedenen  Indioes  ii,i^y"jim 
aus  l,2,..,w  auszuwählen,  das  Produkt  11  {U  —  tk)  auf  alle  Werte 
i,  Ä  =  1,  2, .  . ,  m,  far  welche  i  <  Ä  ist**). 

Eine  andere  erzeugende  Funktion  hat  Kronecker  ^)  angegebeiL 
Sind  —  ^1  >  +  &a  >  —  &3  >  •  •  ?  i  *m  ^®  elementaren  symmetrische 
Funktionen  von  Vi^  y^y  -   yVmy  so  ist  JJ{\  —  a:,y*)  gleich 


/i=  1,2,. .,ny 
\k  =  1,  2, . . ,  m/ 


Nimmt  man  m<,n  und  setzt  voraus,  dass  man  die  symmetrischen 
Funktionen  von  weniger  als  n  Grössen  durch  die  elementaren  aus- 
drücken könne,  so  ergiebt  die  Entwickelung  des  linksstehenden  Pro- 
duktes, wenn  man  für  die  symmetrischen  Funktionen  der  y  ihre  Werte 
als  Funktionen  der  h  einsetzt,  als  Koeffizienten  von  h^^  b^^ .  .  b^m  jeu 
Ausdruck  der  symmetrischen  Funktion  (l*i2^  .  •  m^)  der  x  als  Funktion 
der  a.  Für  m  =  n  —  1  erhält  man  alle  symmetrischen  Funktionen 
der  Xy  in  denen  kein  Exponent  grösser  als  w  —  1  ist  Hierin  liegt 
keine  Beschränkung,  da  jede  beliebige  symmetrische  Funktion  durch 

die  Gleichungen: 

f(xd  =  0  (i  =  l,2,..,n) 

auf  eine  solche  zurückgeführt  wird,  in  welcher  jeder  Exponent  kleiner 
als  n  ist. 


14)  C.  W.  Borchardt,  Berl.  Bar.  1865,  p.  166  =  J.  f.  Math.  68,  1867,  p.  198 
«=  Werke,  p.  97;  Faä  dt  Bruno,  J.  f.  Math.  81,  1876,  p.  217;  C.  Kastka,  J.  f.  Math. 
82,  1876,  p.  212;   W.  ^ehorovsky,  Casopis  11, 1882,  p.  111. 

16)  Krofiecker,  Berl.  Ber.  1880,  p.  936. 
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6.  Fundamentalsysteme.  Unter  einem  ^^undamentalsystem^'  fQr 
symmetrische  Funktionen  versteht  man  ein  System  rationaler  symme- 
trischer Funktionen  der  Art,  dass  jede  andere  rationale  symmetrische 
Funktion  eine  rationale  Funktion  der  Funktionen  des  Systems  ist. 
Ausser  den  elementaren  symmetrischen  Funktionen  bilden,  wie  aus 
den  Newton*schen  Formeln  hervorgeht,  die  Potenzsummen  5^,52,.., />\ 
ein  Fundamentalsystem.  Borchardt^^)  hat  gezeigt,  dass  auch  die 
Potenzsummen  «j,  Sj,  55, . .,  Sjn— i  ein  Fundamentalsystem  bilden,  und 
FaAfe«"),  dass  überhaupt  diejenigen  n  ersten  Potenzsimimen  ein 
Fundamentalsystem  bilden,  deren  Indices  nicht  Vielfache  einer  ge- 
gebenen ganzen  Zahl  sind. 

7.  Sätse  über  Grad  und  Gewicht;  Klassifikationen.    Das  Glied 

a*ia*« . .  a*»  hat  das   „Gewicht"   ^*i  +  ZAg  +  SÄ^,  H f-  nit«.    Haben 

alle  Glieder  der  Funktion  ^Ci,t^..*^a*'a*^ ..  a*«  dasselbe   Gewicht  q 
so  heisst  die  Funktion  „isobar"  vom  Gewichte  q  [I  B  2,  Nr.  18]. 

Eine  typische  symmetrische  Funktion  {i^  i^  .  .  «„)  ist  als  Funktion 
der  Koeffizienten  isobar  vom  Gewichte  i'i  +  ^  "h  '  '  '  "l"  *»•  Dir 
Grad  in  den  Koeffizienten  ist  gleich  dem  höchsten  der  Exponenten 
ij,  ig, .  .,  in^^)  Umgekehrt,  ersetzt  man  in  einer  ganzen  Funktion  der 
0^,027 ..;  a«  diese  durch  die  elementaren  symmetrischen  Funktionen, 
so  ist  in  jedem  Gliede  der  erhaltenen  Funktion  von  x^yX^y .  ,jXn  der 
höchste  Exponent  höchstens  gleich  dem  Grade  der  Funktion  in  den  a, 
und  die  Anzahl  der  Wurzeln,  die  in  einem  Gliede  vorkonunen,  höch- 
stens gleich  dem  Gewichte  der  Funktion^®). 

Diese  Sätze  über  Grad  und  Gewicht  sind  spezielle  Fälle  eines 
allgemeineren  von  G.  Kohn  ^)  aufgestellten  Satzes.  Bezeichnet  man 
nämlich  mit  gr  den  Grad  der  Funktion; 

in  r  Wurzeln,  so  ist  die  Summe 

im  allgemeinen  grösser  als  gr  und  für   bestimmte   stets  vorhandene 
Glieder  gleich  gr]  und  es  ist  die  Summe 


16)  Borchardt,   Berl.  Ber.  1867,  p.  301  =  Werke,    p.  107. 

17)  VcMen,  Acta  math.  23,  1899  (erscheint  demnächst). 

18)  Sylvester,  Phil.  Mag.  (4)6,  1868,  p.  199;  Brioschi,  Ann.mat  fis.  6,  1864, 
p.  313;    Faä  di  Bruno,  Ann.  mat.  fis.  6,  1866,  p.  338. 

19)  Cayl^y,  Lond.  Trans.  147,  1867,  p.  490  =  Coli.  Pap.  2,  p.  418. 

20)  Wien.  Ber.  102,  2»,  1893,  p.  199. 
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rkn  +  (r—  l)Jfc«-i  H 1-  2kn^r  +  fei-r-l 

im  allgemeinen  kleiner  als  gr  und  fQr  bestimmte  stets  vorhandene 
Glieder  gleich  gr- 

Ausser  nach  Grad  und  Gewicht  sind  die  symmetrischen  Funk- 
tionen in  verschiedener  Weise  klassifiziert  worden.  Die  Funktion 
(1**  2'*»  3** . .)  heisst  „(ij  +  i^  +  *8  +-0"^"^^8''-  Sie  heisst  „unitar**,  wenn 
«\  >  0,  sonst  „nonunitar";  sie  heisst  „binär'',  wenn  «i  =  0,  ij  >  0;  „ultra- 
binär", wenn  i^  =  0,  i^  =  0,  u.  s.  w.  G.  Mathews  empfiehlt  in  eine  Klasse 
zusammenzufassen  die  (2* -|- Ä;)-nären  Funktionen,  für  Ä  =  0,1,2,..., 
2* — 1 ,  da  es  für  diese  gemeinsame  Fundamentalsysteme  giebt  (s.  Nr.  8). 

Mit  Hülfe  der  Sätze  über  Grad  und  Gewicht  ist  man  im  Stande, 
den  Ausdruck  einer  symmetrischen  Funktion  als  Funktion  der  elemen- 
taren symmetrischen  Funktionen,  abgesehen  von  den  Werten  der 
Zahlenkoeffizienten,  aufzustellen.  Die  Zahlenkoeffizienten  bestimmt 
man  entweder  durch  eine  hinreichende  Anzahl  spezieller  Wertsysteme 
der  Wurzeln,  oder  aus  den  namentlich  von  Brioschi^^)  aufgestellten 
partiellen  Differentialgleichungen  für  eine  symmetrische  Funktion  9. 

8.  Partielle  Differentialgleichungen  und  Differentialoperatoren. 
Die  Brio8chi*8chen  Differentialgleichungen  zerfallen  in  die  beiden  Serien: 


OD 


;i=i  *  ;i=i  ^      i=i  ^ 

der  erste  Ausdruck  in  II  ist  von  Netto^^)  hinzugefügt  worden.    Netto 
hat   ferner   beide   Serien   aus    einer   gemeinsamen   Quelle   hei^eleitet, 


21)  F.  Brioschi,  Ann.  mat.  fis.  6,  1854,  p.  422  [Nr.  8]. 

22)  Auf  folgenden  Untergchied  ist  aufmerksam  zu  machen:   während  es  in 

^  ^^XA-i—i  '^~  gleichgültig  ist,  durch  welche  und  wie  viele  Potenzsummen  9 

o 

ausgedrückt  wird,  bleibt  II  im  allgemeinen  nur  richtig,  wenn  in  (n  —  i)  - 

die  Funktion  (p  durch  «1,  ^,, .    •,  «^  dargestellt  ist.     Man  erkennt   dies  z.  B.  an 
dorn  Falle  n  =  3,  t  =  1,  9  ==«4  =  a, *  —  4ai'a, +  2a,'  +  4a,rtj  =-— {«j*  — BSj*«, 

+  8SiS,  +  3s,«}-     Hier  wird   _||A+ajp| 4a,    und   2  |^^  =  0,  aber 

28)  E.  Netto,  Zeitechr.  f.  Math.  u.  Phys.  38,  1893,  p.  867;  40, 1895,  p.  376. 
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^i 


durch   Substitution   von   Xk  +  .,.   .  t  für  Xk  (Ä  =  1,  2, .  .,  n)   in   die 

Funktion  %  diese  als  Funktion  einmal  der  x,  zweitens  der  a^  drittens 
der  s  genommen;  die  Vergleichung  der  Koeffizienten  von  t  liefert 
eine  Formelserie,  aus  der  sich  beide  Serien  I  und  II  folgern  lassen. 
Diese  beiden  Serien  sind  also  nur  der  Form,  nicht  dem  Inhalte  nach 
von  einander  verschieden.  Vermöge  der  Newton*schen  Formeln  und 
der  Identitäten 

lassen  sich  alle  Formeln  von  I  aus  den  n  ersten  (für  i  =  0,l, ..,n — 1) 
zusammensetzen,  sodass  es  im  wesentlichen  nur  n  verschiedene  solcher 
Formeln  giebt.     Die  n  Differentialgleichungen 


n 


ir  =  n  —  i 


^-«+*  1^  =  (^  —  0  ^^,       {i  =  0, 1, . .,  n—\) 


werden  benutzt,  um  die  Zahlenkoeffizienteu  symmetrischer  Funktionen 
zu  berechnen,  deren  litteraler  Teil  in  den  a^,  o,, . .,  a»  und  vermöge 
der  Newton'schen  Formeln  in  den  Si,Sg,  ..,5„  vorliegt  Dass  die 
Anzahl  der  erhaltenen  Oleichungen  zur  Bestimmung  der  Koeffizienten 
ausreicht,  hat  Netto  gezeigt  (1.  c). 

Die  aus  I  für  9  =  Sk  und  9  =  «jt  folgenden  Gleichungen: 

J^      ^  CXj  *+i  — 1 

*« 

nebst  den  Newton'schen  Identitäten  sind  nur  dann  charakteristisch  f&r 
die  Potenzsummen  und  für  die  elementaren  symmetrischen  Funktionen, 
wenn  die  Bedingungen  a« 4.1=0,  0*4-2  =  0,..,  hinzugenommen 
werden  (Netto  1.  c). 

Die  Differentialgleichungen  gelten  auch  für  nichtsynmietrische 
Funktionen.  Z.  B.  erhält  man  aus  I  für  g>  =  Xk  die  Raabe'sche  Diffe- 
rentialgleichung [II  A  5  a,  7  c] : 

-  4 = 2^(«.«i-i + «,+i«i-» + •  •)  ä^  ")• 


24)  J.  L.  Eaabe,  J.  f.  Math.  48,  1864,  p.  167. 
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Aus  I  erhält  man  für  i  =  0,  1,  2: 

X  =  l  2  =  1  i«=l 

*     ;i=i  ;i=i 

wenn  q  das  Gewicht  der  Funktion  g>  ist.  Aus  der  letzten  Gleichung 
folgt  för  g>  =»  Sp  und  g>  =  0^: 

1   ^  ds 

sp+i  =  -^  (—  Oi  Ol  +  a  + 1)  Oi+i)  g^^ 

Hieraus  erhält  man,  von  Sj  =  —  a^  ausgehend,  successive  die  Potenz- 
summen  als  Funktionen  der  elementaren  symmetrischen  Funktionen 
und  umgekehrt*^). 

Aus  der  Differentialgleichung: 

^^  -1- /i  ^^  o.      J_ /»       dfp    .d(p  ^ 

doi    '      ^^a,    '  '      "    ^da^    '    08^ 

folgt,  dass  das  Integral  der  Gleichung: 

(ä^  +  «>?!;  +  ««  ä^  +  ••  +  «»- 1  g^j  9"  =  ^ 

eine  blosse  Funktion  von  Sg,  «g, . .,  s„  ist.  Allgemeiner  hat  Sylvester^ 
gezeigt,  dass  das  Integral  von 

eine  Funktion  von  der  Form: 

9)=F(5.-f.i,..,5n)  +  Fi(5/+i,--,5n)-SiH |-^.-i(s.+i,--,Si.)-5r^  ist. 

Bezeichnet  man  den  Operator 

mit  diy  so  ergiebt  sich  umgekehrt"): 


26)  F.  Junker,  Zeitschr.  f.  Math.  u.  Phys.  41,  1896,  p.  199. 

26)  Sylvester,  Par.  C.  R.  98,  1884,  p.  858. 

27)  P.  A.  Mac  Mahon,  Brit.  Ass.  Rep.  1883;   Lond.  Math.  Soc.  Proc.  16, 
1884,  p.  20. 
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g^  =  rf^  +  «1  dx-^i  +  fc^g  dx^i  +  •  • , 

wo  ijti  die  Alephfunktion  ^)  i**"  Grades  ist. 

Mit  den  Alephfiinktionen  stehen  die  symmetrischen  Funktionen 

in  Zusammenhang;  es  ist  nämlich 

(-  ly^T/'  =  (i)  «.»*  +  (2)  «••+»«*->  +  •  •' 

und  die  Anwendung  von  Differentialoperatoren   fQhrt  MacMahon  zu 
der  Verallgemeinerung  der  Newton'schen  Formeln: 

Eine  nichtunitäre  Funktion  ist  eine  blosse  Funktion   von  s^yS^, 
'-y^Hf  geiiügt  also  der  Differentialgleichung: 

und    diese   Differentialgleichung   ist   charakteristisch   für   eine    nicht- 
unitäre Funktion '®). 

Eine  ultrabinäre  Funktion  ist  eine  blosse  Funktion  von  «3,  5^, .  .,s„, 
genügt  also  den  Differentialgleichungen: 

d 


und  diese  Differentialgleichungen  sind  charakteristisch  für  eine  ultra- 
binäre Funktion  u.  s.  w. 

Zu  dem  obigen  Satz^  betreffend  nichtunitäre  Funktionen,  hat 
J.Ham^notid^)  einen  anderen  über  die  Darstellbarkeit  dieser  Funktionen 
hinzugefügt:  Eine  nichtunitäre  Funktion  ist  ganze  Funktion  von  den 

Grossen 

i  =  0, 1 

«2*+.-  =  (-  1)*  (2*-S  2  +  i)  I  oo  =  1 

Diese  beiden  Sätze  hat  Mathews^^)  verallgemeinert: 

28)  Vgl.  Nr.  12. 

29)  Mac  Mahon  1.  c. ;  B.  Lachlan,  Lond.  Math.  Soc.  Proc.  18,  1887,  p.  89 
19,  1888,  p.  294. 

30)  Hammond,  ebenda  1882,  p.  79;  Amer.  J.  of  maih.  6,  1882,  p.  218. 

31)  G,  B.  Mathetos,  Quart.  Joom.  25,  1891,  p.  127. 
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Eine   ultratemäre  Funktion ,   als  Funktion   der  a«,   genügt  den 
beiden  Differentialgleichungen : 

und  umgekehrt;  eine  ganze  Funktion  der  a'ky  welche  diesen  beiden 
Differentialgleichungen  genügt ^  ist  ultratemär.  Femer:  Eine  ultra- 
temäre Funktion  ist  ganze  Funktion  von  den  Grossen 

/  i  =  0,l,2,3 

o« + .•  =  (-  1)*  (4*-  > ,  4  +  i)  <'=  1 

Eine  ultraseptenäre  Funktion,  als  Funktion  der  a'ky  genügt  den 
vier  Differentialgleichungen: 

und  umgekehrt,  eine  ganze  Funktion  der  ai',  welche  diesen  vier  Diffe- 
rentialgleichungen genügt,  ist  ultraseptenär.  Femer:  Eine  ultra- 
septenäre Funktion  ist  ganze  Funktion  von  den  Grössen 

/    i  =  0,l,2,3,4,5,6,7 

ai*+,  =  (-  1)»  (8*- S  8  +  i)  ao"'=  1 

u.  s.  w. 

9.     Tabellen;    tabellarisohe    G^setae.     Das    Oayley-Betti*BOlie 
SsrmmetriegeBetB   und   seine  VeraUgemeinemng   dnroh  MaolfahoiL 

Tabellen  für  symmetrische  Funktionen  sind  zuerst  von   Vandermonde 

(1.  c),  später  von  Meier  Hirsch  (1.  c),  BrunOy  Cayley,  Behoiovshj, 
Mac  Mahon,  Junker,  Dtirfee^^)  u.  a.   aufgestellt  worden;  vom  letzir 


32)  Faä  dt  Bnmo,  Par.  Compt.  Rend.  76,  1873,  p.  163;  Gott.  Nachr.  1876; 
G.  Metzler,  Die  symm.  Funkt.,  Darmstadt  1870;  W.  Aehoravsky,  Wien.  Denkschr. 
1882;  math.-nat.  Cl.  46,  p.  61;  Cayley,  Amer.  J.  of  math.  7,  1886,  p.  47;  Mae 
Mahon,  Amer.  J.  of  math.  6,  1884,  p.  289;  W.  P.  Durfee,  Amer.  J.  of  math.  6, 
1882,  p.  46;  J.  Hopk.  Circ.  2,  1882,  p.  23;  ebenda  2,  1888,  p.  72;  Amer.  J.  of 
math.  6,  1882,  p.  348;  9,  1887,  p.  278;  Junker,  Wien.  Denkschr.  64,  1896,  p.  439. 
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genannten   bis  zum  Gewichte  14.    Die  Anordnung   solcher  Tabellen 
ist  aus  dem  Beispiel  der  Tafel  vom  Gewichte  3  ersichtlich: 

«8        a^a^      a^^ 


2x^^        i  —  3      +3      —  1 
2x^^x^     1+3      —  1 
^2  x^  x^  x^  1       1 

Ist  Q  das  Gewicht  der  Tafel,  so  sind  die  Elemente  der  Neben- 
diagonale gleich  ( —  1)?,  die  Elemente  rechts  derselben  gleich  Null 
und  es  ist  die  Tafel  bezüglich  der  Hauptdiagonale  symmetrisch.  Damit 
dies  stattfindet,  müssen  die  „konjugierten"  der  Glieder  der  Kopfzeile, 
mit  a^  =  1  homogen  gemacht  und  a^  =  -4,  a^  =  By  a,  =  0,  •  •  ge- 
setzt, sich  von  rechts  nach  links  in  alphabetischer  Ordnung  befinden 
und  die  Glieder  der  Eopfkolonne  der  Reihe  nach  „associiert"  denen  der 
Kopfzeile  sein^').  Associiert  zu  a^^a/^'a^..  heisst  die  symmetrische 
Funktion  (A'^  f*'^  v "  •  •) ;  konjugiert  zu  aj'  o'*'  a*'  •  •  (A  >  ^  >  v  •  •)   das 

Ausser  diesem  Gayley'schen  Symmetriegesetz  giebt  es  einige  andere 
Gesetze,  welche  die  Aufstellung  der  Tafeln  erleichtem.  Z.  B.  ist  die 
Summe  der  Koeffizienten  der  zu  der  symmetrischen  Funktion  (»**  i*« . .) 

gehörigen  Zeile  gleich  ( —  1)*^*  ,  ;  ,  \'    •    Femer,  wenn  q  das  Gewicht 

der  Tafel  ist,  und  man  multipliziert  die  zu  ajb^  ak^ . .  gehörige  Kolonne 

mit  ,  ^' — ,  so  giebt  jede  Zeile  die  Summe  Null,  mit  Ausnahme 

der  letzten**). 

Das  Cayley'sche  Symmetriegesetz  ist  von  MacMahon  verall- 
gemeinert worden. 

Setzt  man: 

Z,  =  (2)fe  +  (l»)Si', 

h  =  (3)  I,  +  (21)  S,  gl  +  (1»)  Ix» 

und  wird: 

so  ist  der  Zahlenkoeffizient  0  gleich  dem  Zahlenkoeffizienten  17.    Das 


38)  Cayley,  Lond.  Trans.  147,  1867,  p.  489  «  Coli.  Pap.  2,  p.  417;   Bnmo, 
Par.  Compt.  Bend.  76,  1873,  p.  163;   Kohn,  Wien.  Ber.  102,  1893,  p.  199. 

34)  ttehorovsky,  1.  c.  32);  J.  Tgitzeica,  J.  de  math.  sp^c.  (4)  4,  1896;  p.  86, 
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Cayley'sche  Gesetz  ergiebt  sich  aus  diesem,  wenn  man  nur  die  Koeffi- 
zienten der  Potenzen  von  Ij  betrachtet  •*•). 

10.  Mao  Mahon's  neue  Theorie  der  symmetriBOhen  FunktioneiL 
Das  Mac  Mahon'sche  Symmetriegesetz  kommt  in  dessen  ,,neuer  Theorie" 
der  symmetrischen  Funktionen  zur  Geltung.  Dieselbe  beruht  auf 
folgendem  Theorem. 

Man  fasse  das  Symbol  der  monomen  symmetrischen  Funktion 
{Pi  Pi  JPs  •  •)  ^Is  ,^artition"  der  Zahl  ft  +  ft  +  ft  H —  auf  [I B  2,  Nr.  12]. 
Die  Symbole  der  zusammengesetzten  symmetrischen  Funktionen  {PiPt) 

(PiPi)P6"f{PiPiP3){PAP5)"}  ^'  s-  ^-  repräsentieren  dann  zugleich 
„Separationen"  jener  Partition.  Femer  gehört  zu  jeder  Separation 
eine  Spezialpartition,  z.  B.  zu  (Pift)  (fti^Jft  diese:  (p,  -fft,  ft+ft,  ft), 

und  zu  (j>iPiPi){p^Ps)PB  diese:  (Pi+p^+Ps,  Pa+PsiPb)-  Nun- 
mehr besteht  der  Satz: 

Die  Funktion  (jpj+^j+jp,  +  ..,  ?i+?g+?8  +  -,  n+^s+^s+'v) 
ist  als  lineares  Aggregat  der  Separationen  von  {PiP%p^  -  'iiq^Qi- 
fif^r^*-)  darstellbar;  und  zwar  treten  diese  Separationen  nur  in  den- 
jenigen Verbindungen  und  mit  den  Koeffizienten  auf,  die  sie  in  den 
zugehörigen  ;|5 -Produkten  haben.  Z.B.  hat  l^^^l^  ^^  XiXs  den  Koeffi- 
zienten (21)  (V)  +  (1»)  (2),  femer  ^^%  in  x^hi  den  Koeffizienten 
2  (2)  (P)  (1).  Durch  die  Separationen  (21»),  (21«)  (1),  (21)  (1*)  +  (1»)(2), 
(21)  (1)«,  2(2)(P)(1),  (2)(iy  von  (2P)  lassen  sich  also  die  zu- 
gehörigen Spezialpartitionen:  (5),  (41),  (32),  (31«),  (2*  1),  (21»)  aus- 
drücken und  umgekehrt.  Beide  Koeffiziententafeln  werden  bei  geeig- 
neter Anordnung  symmetrisch,  z.  B.: 

(5)    (41)     (32)    (3P)    (2n)     (21») 


(21») 

1 

(2V)  (1) 

1 

2 

3 

(21)  (1*)  +  (1»)  (2) 

1 

3 

2 

4 

(21)  (1)* 

1 

3 

4 

6 

6 

2(2)(1»)(1) 

2 

2 

6 

1 

6 

(2)  (1)» 

1 

3 

4 

6 

6 

6 

Auf  die  gewöhnliche  Theorie  der  symmetrischen  Funktionen 
kommt  man  zurück,  wenn  man  nur  die  Separationen  von  (1111.) 
einführt.  Jeder  Formel  der  gewöhnlichen  Theorie  entspricht  eine 
allgemeinere  Formel  der  neuen  Theorie. 


34»)  W.  H.  Metzler,  Lond.  Math.  S.  Proc.  28,  1897,  p.  890  stellt  drei  Ge- 
setze auf,  die  gewisse  symmetrische  Funktionen  durch  schon  bekannte  tixa- 
drücken. 
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An  die  Stelle  der  Newton'sehen  Formeln: 

Si-(1)  =  0, 
s, -(!)«,  + 2(1»)  =  0 

treten  die  allgemeineren: 

si  —  W  =  0, 
Si+i-(l)si  +  (Al)  =  0, 

Si+,  -  (1)  Si+r  +  (1*)  sx  -  {X  V)  =  0, 

m 

zusammenzufassen  in  die  eine: 

Aus  diesen  Formeln  ergiebt  sich  Sk,  ausgedrückt  durch  Separationen 
von  (A  1*-^). 

Setzt  man  zur  Abkürzung: 

so  ergiebt  sich  allgemeiner: 

dA  dfi  —  dx+f.  = i_(i)a.  +  .. ^ 

"""   "  1  — (1)«  +  .. 

u.  s.  w.,  analog  den  Waring'schen  oder  der  Paa  di  Bruno'schen  Formel. 
Aus  diesen  Formeln  ergeben  sich  die  Potenzsummen  ausgedrückt 
durch  Separationen  von  (A  ^  1  1  1  .  .),  von  (A  ^  v  1  1  1  . .),  u.  s.  w. 
Für  das  Gleich  werden  einiger  von  den  Indices  X,  fi,  v  , .  erleiden  die 
Formeln  dieselbe  Modifikation  wie  die  Waring'schen. 

Durch  die  Separationen  einer  beliebigen  Partition  (A'  ft*" . .)  von  h 
lässt  sich  Sk  ausdrücken  vermöge  einer  der  Girard'schen  analoge  Formel: 

in  welcher  sich  die  Summation  auf  alle  Separationen  (e/^)"'*  («/^y*  •  • 
von  (A*  ft"'  . .)  bezieht. 

Auch  die  auf  die  Tabellen  bezüglichen  Gesetze  haben  ihre  Analoga 
in  der  neuen  Theorie.    Z.  B.:  im  Ausdruck  der  symmetrischen  Funktion 
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(p^^p^' . .)  durch  die  Separationen  von  (f^  ^ .  .)  ist  die 
summe  in  jeder  Gruppe  gleich  Null^  wenn  die  P^irtitioii  {fi/^-) 
keine  Separationen  der  Spezialpartition  {t^ti,  i^^»  - .)  bestit  In  öue 
Gruppe  werden  dabei  z.  B.  die  vier  Separationen 

(A«)  (A,i)  Oi),     (A»)(A)(^)',    (AV)(A)0.),     (IV)  (ll«) 

gerechnet;  weil  aus  jeder  von  ihnen  nach  ForÜassnng  tod  l  die 
Separation  (fiY,  nach  Fortlassung  von  fi  die  Separstion  {l^){l) 
entsteht»*). 

11«     Beziehungen    snr    Zahlentheorie.      Bezeichnet    man   mii 

fi^if^i)'  *>^m)  ^i^^  ^^  ^^^  beliebige  Elementenzahl  definierte  syn- 
metrische  Funktion,  und  setzt: 

wo  die  ^  kombinatorische  Summen  bedeuten,  so  ist  umgekehrt: 

fip^u  ^27  •  '}^n)  =  F{xi,  x^, ",Xn)  —^F(x^,  •  • ;  ^«)  H"-^ -^(a:,, . . , X.) 

+  ..+(-  iy-'2F(xn)  +  (-  i)-i^(o). 

Dieser  Satz  von  Baker  ^^)  ist  eine  Verallgemeinerung  bekannter  zahlen- 
theoretischer Sätze.  Sind  z.  B.  die  x  die  Primfaktoren  einer  durdi 
kein  Quadrat  teilbaren  Zahl  n  und  f{x^y  x^y .  ,yXk)^=^  f(x^ x^  . . a?*),  w 

ergiebt  sich  f{n)  =  2^-^©  ^(^  ^  ^^^^^  ^^^  •^(**)  =-2'/'(<0;  '^ 
sich  die  Summationen  auf  alle  Divisoren  d  von  n  beziehen  und  p 
den  Möbius'schen  Faktor  bezeichnet  [I  C  1]. 

Hieran  anknüpfend  zeigt  Gegetibatier^'^  an  mehreren  Beispielen, 
dass  überhaupt  Theoreme  der  Zahlen theorie,  welche  in  letzter  Linie 
auf  der  Zerlegung  ganzer  Zahlen  in  Primfaktoren  fiissen,  Analoga  im 
Gebiete  der  Funktionen  mehrerer  Veränderlichen  haben.  Gegenbcaur 
zeigt  aber  auch,  dass  diese  Sätze  nicht  auf  symmetrische  Funktional 
beschränkt  sind. 

12.  Spezielle  symmetrisohe  Funktionen.  Von  speziellen  sym- 
metrischen Funktionen  sind  bemerkenswert  die  von  Jacöbi,  Jcümson^ 
Nägelsbachj  Kostka,  Wronski  u.  a.  betrachteten  und  von  letztgenanntem 

36)  Über  Ma<i  Mahon'B  neue  Theorie  vgl.  namentlich :  Mac  Mahon,  Amer. 
J.  of  math.  11,  1889,  p.  1 ;  12, 1890,  p.  61.  Femer:  Amer.  J.  of  math.  10, 1888,  p.42; 
13,  1891,  p.  193;  14,  1892,  p.  16;  Quart.  J.  22,  1887,  p.  74;  23,  1889,  p.  13«; 
Loud.  Math.  Sog.  Proc.  19,   1888,  p.  220;   Lond.  Trans.  181,  1890,  p.  181. 

36)  H.  F.  Baker,  Lond.  Math.  Soc.  Proc.  21,  1890,  p.  80. 

87)  L.  Gegenbauer,  Wien.  Ber.  102,  2»,  1893,  961. 
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als  ^;Aleplifunktionen'^  bezeicimeten  Funktionen.  Bezeichnet  man  mit 
^{^17^2} '  -f^n)  die  Summe  aller  Produkte  m^^  Ordnung,  die  sich 
aus  x^,x^,,.yXn  bilden  lassen,  so  ist  dies  die  Alephfunktion  m**' 
Ordnung.     Dieselbe  ist  auch  zu  definieren  durch: 

fe(      j.,  =  i^=V-^  Ä  =  0,l,..,n  — 2,r 


a*\       jLj  n^i)         \^Jk  =  0,l,..,n  — 2,n  — 1 

woraus  insbesondere  för  r ^n  —  1  die  Euler*schen  Formeln  folgen. 
Diese  Funktionen  sind  in  vielen  Beziehungen  analog  den  elemen- 
taren symmetrischen  Funktionen;  z.  B.  ist: 

1^(X^  ,..,Xn)  =  t^(Xi  >  •  •  ;  ^*)  +  ^^li^i,  --y^k)  ^i  {^k+l,  .  .  ,  0?,)  +  *  * 

femer,  entsprechend  der  Newton'schen  und  der  Girard'schen  Formel: 

(■■i+»vt- ••+»'■■='■) 
Ein  anderes  Analogon  der  Newton'schen  Formel  iat  die  Ton  CroaM: 

Die  aUgemeinere  Punktion 


ar"* 


/»=l,2,..,n       \ 
\Ä;  =  0,  l,..,n  — 1/ 


I      *    I 

lasst  sich  durch  Alephfunktionen  ausdrücken;  sie  ist  gleich 

l'^m^^i  I  (i,  t  =  0, 1, . . ,  n  —  1) , 

dieselbe  lässt  sich  auch  als  Determinante   der  Koeffizienten  a^^ ,  ,jan 
darstellen. 

Man  kann  dies  zur  Darstellung  einer  beliebigen  ganzen  symme- 
trischen Funktion  durch  die  Koeffizienten  benutzen;  denn  eine  solche 
zerfallt  durch  Multiplikation  mit 

I        /i=l,2,..,n        \ 
1^1        \Ä  =  0,l,..,n  — 1/ 

in  derartige  Funktionen:   hpj**  •**) 


38)  K.  G.  J,  Jacobi,  J.  f.  Math.  22,  p.  860  »  Werke  8,  p.  489;  J7.  NägeU- 
b<Mch,  Üb.  eine  Klasse  symm.  Funkt.,  Zweibrücken  1872;  J.  f.  Math.  81,  1875, 
p.  281;  N.  Trudi,  Gi.  di  mat.  3,  1866;  X.  Crocchi,  Gi.  di  mat.  17,  1879,  p.  218; 
18,  1880,  p.  377;  20,  1882,  p.  801;  Sylvester,  Johns  Hopk.  Circ.  2,  1882,  p.  2; 
F,  Frafiklin,  ebenda  2,  1882,  p.  24;  0.  H.  Mitchell,  ebenda  2,  1882,  p.  242;  Amer. 

EnoyUop.  d.  math.  Wiiienioh.    L  SO 
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13.  Syxmnetrisohe  Funktionen  «von  WnneldiffeTensen;  Sem- 
invaxianten.  Besondere  Bedeutung  haben  diejenigen  symmetrischen 
Funktionen  erlangt^  welche  zugleich  symmetrische  Funktionen  der 
Wurzeldifferenzen  sind.  Sind  9>ii9>2;98;'*  Produkte  von  Wurzel- 
differenzen und  ist  0  =  9i  +  9,  +  98  +  . .  eine  derartige  Funktion, 
so  ist  O  eine  Invariante  [I  B  2,  Nr.  2],  wenn  jede  Wurzel  in  jedem 
Gliede  (pi  gleich  oft,   p-mal,   vorkommt;    O  ist   dann  offenbar  vom 

Gewichte    -~  •    Andernfalls  heisst  O  eine  Seminvariante  [I  B  2,  Nr.  23] 

(Semi-Invariante,   Subinvariante,  p^ninvariant).    Eine  Seminvariante 
0  der  Gleichung: 

^  +  (l)^^"^'  +  (2)  «8^"~^  +  •  •  =  0 

ändert  sich  der  Definition  zufolge  nicht  bei  der  Substitution 

Xk\\Xk  +  0,         (Ä  =  l,  2,  ..,n) 

also,  als  Funktion  der  Koeffizienten  betrachtet,  nicht  bei  der  Sub- 
stitution 

die  man  zusammenfassen  kann  in: 

l  +  ^  +  ^.  +  3fe+--||e^(l  +  |  +  äfe  +  3S?  +  "). 
Die  Heranziehung  der  Identität: 

^  +  :s"  +  2!^  +  • '  =  ^' 

zeigt,    dass    sich    bei    jener    Substitution    von    den    Potenzsummen 
SifS^yS^,,.  der  Gleichung: 

a;*  +  a^a^-^  +  ^  a;»-«  +  ^  ar«-»  +  . .  =  0 

M !  Ol 

nur  s^  ändert,  sodass  die  Seminvariante  O  von  ^^  unabhängig,  eine 
nicht-unitäre  Funktion  der  Gleichung 


J.  of  math.  4,  1881,  p.  341 ;  W.  Kapteyn,  Archiv  f.  Math.  u.  Phys.  67, 1882,  p.  IW; 
C.  Kostka,  J.  f.  Math.  93,  1882,  p.  89;  Ä.  H,  Änglin,  J.  f.  Math.  98,  p.  176; 
W.  W.  Johnson,  Quart.  J.  21,  1886,  p.  92;  S.  Dickstein,  Krak.  Denkschr.  1«, 
1886;  M.  Marione,  La  fimzione  alef  di  HoSn^  Wronski,  1891,  Catanzaro;  E.  Sadunf 
Per.  di  mat.  9,  1894,  p.  1. 
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ist.  Dieser  Sylvester^sche  Sata  gilt  allgemeiner  auch  für  solche  sym- 
metrische Funktionen  der  Wurzeln,  welche  imsymmetrische  Funktionen 
der  Wurzeldifferenzen  sind  (Netto) ,  wie  aus  der  obigen  Herleitung 
hervorgeht    Die  Seminvariante  0  genügt  den  Differentialgleichungen: 


2'äl.  =^^*^-'lr  =  0' 


charakteristisch  fQr  symmetrische  Funktionen,  die  unsymmetrisch  in 
den  Wurzeldifferenzen  sind*^. 

Über  die  hierhergehörigen  Stürmischen  Funktionen  vgl.  I B  3  a, 
Nr.  6. 

14.  Zweiwertige  und  alternierende  Funktionen.  Eine  rationale 
Funktion  von  Xi,x^,..,Xn,  welche  bei  allen  n!  Permutationen  der 
x^yX^y..jXn  w  Werte  annimmt,  heisst  eine  m;- wertige  Funktion. 

Sind  9i  und  tp^  die  beiden  Werte  einer  zweiwertigen  Funktion, 
so  ist  auch  q>^  —  tp^  eine  zweiwertige  Funktion;  die  beiden  Werte 
derselben  y^  —  q>^  und  y,  —  tp^  unterscheiden  sich  nur  durch  das 
Vorzeichen.  Eine  solche  Funktion  heisst  „alternierend".  Das  Diffe- 
renzenprodukt: 

ist  eine  alternierende  Funktion,  sein  Quadrat  eine  symmetrische  Funktion: 

Jede  alternierende  Funktion  ist  in  der  Form  BYA  enthalten,  wo  B 
eine  symmetrische  Funktion. 

Jede  zweiwertige  Funktion  ist  ih  der  Form  A^  B "j/A  ent- 
halten, wo  A  und  B  symmetrische  Funktionen  sind;  und  umgekehrt. 
Die  beiden  Werte  einer  zweiwertigen  Funktion  tp  sind  die  Wurzeln 
einer  quadratischen  Gleichung 

39)  Sylvester,  Amer.  J.  of  math.  5,  1882,  p.  79;  Cayley,  Quart.  J.  19,  1883, 
p.  131  =  Pap.  12,  p.  22;  MacMdhwi,  Amer.  J.  of  math.  6,  1884,  p.  181;  Quart. 
J.  19,  p.  837;  Sylvester,  Par.  C.  B.  98,  1884,  p.  779,  868;  J.  Tafinery,  Par.  C. 
R.  98, 1884,  p.  1420;  Sylvester  u.  W.  8.  Curran  Sharp,  Educ.  Times  42, 1885,  p.  86; 
Cayley,  Quart.  J.  20,  1885,  p.  212  :=»  Pap.  12,  p.  826;  Mac  Mahon,  ebenda  20, 
1885,  p.  362;  Cayley,  ebenda  21, 1886,  p.  92  »  Pap.  12,  p.  844;  D.  F.  Seliwanow, 
Mosk.  Math.  Samml.  16,  1891;  Cayley,  Lond.  Trans.  158,  1868  »>  Pap.  6,  p.  292; 
Amer.  J.  of  math.  15,  1893,  p.  1.  —  Weitere  Litteratur  s.  namentlich  bei  W,  F, 
Meyer,  Bericht  über  die  Fortschritte  der  projektiven  Invariantentheorie  im 
letzten  Yierteljahrhundert,  Deutsche  Math.-Ver.  1, 1892,  p.  245  ff.  [I  B  2,  Nr.  28]. 

80* 
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^«-Py  +  ö-O, 

deren  Koeffizienten  P  und  Q  symmetrische  Funktionen  sind;  aber 
nicht  umgekehrt  [Ckmchy,  Abel,  s.  I A  6^  Anm.  46]. 

15«  Mehrwertige  Affektftinktionen.   Gruppe  [I  A  6,  Nr.  5].   Die 

sämtlichen  Permutationen  der  Wurzehi,  bei  denen  eine  fi7-wertige 
Punktion  ungeandert  bleibt,  bilden  eine  Gruppe:  die  „Gruppe  der  Punk- 
tion".    Umgekehrt  heisst  die  Punktion  eine  „Punktion  der  Gruppe". 

16.  Allgemeine  Sätze  von  Lagrange,  GtalolB,  Jordan  [I A  6^ 
Nr.  5].  Die  w  Werte  einer  e«;- wertigen  Punktion  sind  die  tr  Wurzeln 
einer  Gleichung  w^^  Grades,  deren  Koeffizienten  rationale  Funktionen 
von  «1,  »2;  • .,  »B  sind*®). 

Ist  die  Gruppe  der  Punktion  tp  unter  der  von  ^  enthalten,  so 
ist  ^  eine  rationale  Punktion  von  tp  mit  Koeffizienten,  welche  rationale 
Punktionen  von  o^,  a^, . .,  a«  sind*^). 

Punktionen  mit  einer  gemeinsamen  Gruppe  sind  rationale  Punk- 
tionen von  einander,  mit  Koeffizienten,  welche  Punktionen  der  Gruppe 
sind«). 

17.  MögUohe  WertezaUen  [I  A  6,  Nr.  8].  Die  Wertezahl  w 
muss  offenbar  ^n!  sein;  dass  sie  stets  ein  Teiler  von  n!  sein  muss^ 
hat  Lagra/nge  (a.  a.  0.)  gezeigt.  Aber  nicht  alle  Teiler  von  n!  können 
Wertezahlen  sein.  Die  ersten  einschränkenden  Sätze  fanden  Ikrffim, 
Abbau,  CatAcliy:  es  giebt  keine  3-  oder  4-wertige  Punktionen  von 
5  Elementen;  es  giebt  keine  3-  oder  4-  oder  5-wertige  Punktionen 
von  6  Elementen;  eine  weniger  als  5-wertige  Punktion  ist  2-  oder 
1-wertig;  eine  weniger  als  p-  (grösste  Primzahl  unter  n)  wertige  Punk- 
tion  ist  2-  oder  1-wertig. 

Diese  Sätze  sind  besondere  Pälle  des  Bertrand'schen  Satzes:  eine 
weniger  als  n-wertige  Punktion  von  n  Elementen  ist  2-  oder  1-wertig; 
ausgenommen  n  =  4,  in  welchem  Pall  es  3-wertige  Punktionen  giebi 

Bertrand  bewies  diesen  Satz  auf  Grund  des  Postulates:  zwischen 
a  -f-  1  und  2  a  (a  >  2)  liegt  eine  Primzahl,  welches  erst  später  von 
L,  Tchebicheff  bewiesen  wurde  [I  C  3]. 

Ausser  den  Sätzen,  welche  die  Wertezahl  beschränken,  giebt  es 
Sätze,  welche  für  gegebene  Wertezahl  die  Porm  der  Punktion  be- 
stimmen; z.  B.  eine  n-wertige  Punktion  ist  symmetrisch  in  n  - 1 
Elementen,  ausgenommen  n  =  6  {Bertrand), 

40)  L.  Lagrange,  Paris.  Ac.  Uist.  1771 ;  Vandermonde,  ebenda  [I A  G,  Anm.  30]. 

41)  K  Gahis,  J.  de  math.  1846,  p.  881. 

42)  C.  Jordan,  Trait^  des  substitutions,  Paris  1870. 
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Weitere  Sätze  sind  von  Serret,  Mathieu,  Jordan,  Bochert  u.  a. 
aufgestellt  worden**). 

18.  HersteUung  von  Affektfonktionen,  SIirkman'8  Problem. 
Die  Summe  aller  derjenigen  Glieder  einer  ganzen  M;-wertigen  Funktion, 
welche  durch  die  Permutationen  der  Gruppe  aus  einem  derselben 
hervorgehen,  bildet  eine  „Elementarfunktion''  {Kirkman  1.  c).  Eine 
Elementarfunktion,  welche  einen  Teil  der  symmetrischen  Funktion 
(ii  *  ij* . .)  bildet,  wird  mit  [if'  ^* . .]  bezeichnet.  Alle  aus  einer  Ele- 
mentarfunktion durch  Änderung  der  Exponenten  ^i;^;^,..  (wobei 
aber  stets  i*  =f=  it)  hervorgehenden  Funktionen  haben  dieselbe  Gruppe 
und  bilden  eine  „Familie''  (fh.)  Sh)  Ih  - ')-  ^^^  Aufgabe:  alle  zu  einem 
System  fJ^^p^hyth'-  ^^^  ^Ue  zu  einer  Gruppe  gehörenden  Familien 
zu  finden,  bezeichnet  Jordan  (1.  c.)  als  „Kirkman's  Problem".  Einige 
Beispiele  hierzu  hat  Kirhnan  gegeben. 

19.  AufiBähltingeii.  Aufzählungen  aller  möglichen  Funktionen 
bzw.  Gruppen  sind  von  Cayley,  Askwüh,  Miller  u.  a.**)  bis  zu  n  =  14 
vorgenommen  worden  (vgl.  I  A  6,  Nr.  18). 

20.  Bationalwerden  von  Affektfanktionen;  Affekt  einer  Glei- 
ohong.  Wenn  eine  M;-wertige  Funktion  einer  Gleichung  niedrigeren 
als  «;*•**  Grades  genügt,  so  giebt  es  w'-wertige  Funktionen,  welche 
linearen  Gleichungen  genügen.  Alsdann  sagt  Kroneclcer^)^  in  An- 
lehnung an  Jacobij  die  Gleichung  /*(a:)  =  0  habe  einen  „Affekt";  die 
Funktionen,  deren  Rationalwerden  den  Affekt  bedingt,  heissen  „Affekt- 
funktionen". Die  Gruppe  der  Affektfunktionen  ist  die  Ghiippe  der 
Gleichung. 

21.  OykliBOhe,  oykloYdisohe,  metaoykliBohe  Funktionen.  Funk- 
tionen, welche  sich  nicht  bei  den  Substitutionen 


Vr*4-*'/ 


/A;,Ä;'  =  0,l,..,n  — 1\ 


43)  Cauchy,  J.  de.  pol.  10,  1815,  cah.  17,  p.  1,  29;  J,  Bertrand,  J.  6c, 
pol.  18,  1846,  cah.  30,  p.  123;  J.  A.  Serret,  J.  d.  Math.  (1)  16,  1860,  p.  1  u.  46; 
E.  Mathieu,  J.  d.  Math.  (2)  6,  1860,  p.  9;  Par.  Compt.  Rend.  1868,  p.  46;  Jordan, 
J.  6c.  pol.  22,  1861,  cah.  38,  p.  113;  E.  Mathieu,  J.  d.  Math.  (2)  6,  1861,  p.  241; 
Th.  P.  Kirhman,  Theory  of  groups  and  manyvalued  fonctions,  Manchester  1861; 
Memoirs  of  the  lit.  and  phil.  soc.  of  Manchester,  Lond.  u.  Par.  1862;  NeUo, 
J.  f.  Math.  86,  1878,  p.  327;  A.  Bochert,  Math.  Ann.  83,  1889,  p.  684;  E.  H. 
Aßkwith,  Quart.  J.  24,  1890,  p.  111  u.  268;  Cayley,  ebenda  26,  1891,  p.  71  u. 
137  =  Pap.  13,  p.  117;  G,  B.  Mathews,  ebenda  26,  1891,  p.  127;  A.  Bochert, 
Math.  Ann.  40,  1892,  p.  167;  E.  Cartan,  Paris  Compt.  Rend.  119,  1894;  Bochert, 
Math.  Ann.  49,  1897,  p.  113. 

44)  Kronecker,  Arithm.  Theorie  d.  alg.  Grössen,  1881,  p.  34  =  Werke  2,  p.  284. 


470     IB8b.   Rationale  Funkt,  d.  Wurzeln;  symmetrische  u.  AffektfnnktioDeiL 

ändern,  heissen  „cyklische";  Funktionen  von  den  n^tt,  . .  n«  Grössen 

A^i  =  0, 1, . . ,  nj  —  1 
Äj  =  0, 1, . . ,  nj  —  1 

solche,  welche  sich  nicht  bei  den  Substitutionen 

1  y    1  ^^    /     7 '  *  f  '^  """" 

/Co  •     Äo      '^^    \ßy     X  a    .     •  j    Itn   "^~"     J. 


ändern,  heissen  ,,cykloidi8che"*^). 

Ist  n  prim,  so  heisst  eine  Funktion,  welche  sich  nicht  bei  den 

Substitutionen 

t  =  0, 1, . . ,  n  —  1 

s  =  0, 1, . . ,  n  —  1 

'k+sj  \   r=l,2,  ..,n  —  1 


\Xrk4-s/ 


ändert,  eine  „metacyklische"**).  Beschränkt  man  die  Werte  von  r  auf 
die  quadratischen  Reste  von  n,  so  heisst  die  zugehörige  Funktion 
„hemimetacyklisch"*')  [I  A  6,  Nr.  10]. 

23.  Dnroh  Wurzeln  auflösbare  Gleichungen.  Durch  Quadrat- 
wurzeln auflösbare  Gleichungen  [I  B  3  c,  d,  Nr.  28].  Für  die  Auf- 
lösbarkeit einer  Gleichung  von  Primzahlgrad  durch  Radikale  ist  das 
Rationalwerden  der  metacyklischen  Funktionen  notwendig  und  hin- 
reichend. 

Für  die  Auflösbarkeit  einer  Gleichung  durch  Quadratwurzeln  ist 
das  Rationalwerden  derjenigen  Affektfunktionen  erforderlich  und  hin- 
reichend, welche  die  grösstmögliche  ungrade  Wertezahl  haben.  Die 
Ordnung  der  Gruppe  ist  die  grösste  in  n!  enthaltene  Potenz  von  2 
[I  B  3  c,  d,  Nr.  14]. 

23.  Gleichungen  7^°  Grades,  deren  30-wertige  Affektfunktionen 
rational  sind  [I B  3  f,  Nr.  16].  Von  Gleichungen  höheren  Grades,  welche 
einen  Affekt  haben,  sind  insbesondere  diejenigen  7*®°  Grades,  deren  30- 
wertige  Affektfunktionen  rational  sind,  untersucht  worden.    Dieselben 


45)  Von  Kronecker  in  seinen  Vorlesungen  gebraucht. 

46)  Zuerst  von  Kronecker  im  Sinne  des  Textes,   später  von  H.  Weber  in 
allgemeinerem  Sinne  gebraucht;  s.  Weber,  Algebra  1. 

47)  Kronecker. 
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sind   die   Resolventen   der   bei  der  Transformation  7**'  Ordnung  der 
elliptischen  Funktionen  auftretenden  Modulargleichung  8*®°  Grades*®). 

24.  Funktionen  Yon  mehreren  Yariabelreihen,  Wurseln  von 
Gleiohungssystemen.  Berechnung  symmetrischer  Funktionen  nach 
Poisson,  V.  Escherisch.  Eine  Funktion  von  n  Systemen  von  je  h 
Grössen: 

•^1  y  ^2  J  *  *  }  •^« 

m 

9 

heisst  eine  „symmetrische  Funktion  der  n  Systeme"   wenn  sie  sich  bei 
Vertauschung  derselben  nicht  ändert 

Eine  rationale  symmetrische  Funktion  ist  Quotient  zweier  ganzen 
symmetrischen  Funktionen  {Mertens), 

Eine  ganze  symmetrische  Funktion  zerfallt  in  „typische"  oder  „ein- 
typige"  Funktionen,  d.  h.  in  solche,  welche  aus  einem  Gliede  durch 
Summation  aller  daraus  durch  Vertauschung  der  Systeme  hervor- 
gehenden verschiedenen  Glieder  entstehen.  Man  beschrankt  sich  auf 
die  Betrachtung  solcher  symmetrischen  Funktionen  im  engeren  Sinne. 

Eine  solche  Funktion  heisst  „r-formig",  wenn  in  jedem  Gliede 
Elemente  aus  r  Systemen  vorkommen.  Sie  heisst  „elementar*',  wenn 
sie  linear  in  den  Elementen  jedes  Systems  ist.  Sie  heisst  „A-reihig", 
wenn  in  jedem  Gliede  Elemente  aus  h  Reihen  vorkommen.  Sie  heisst 
„primitiv",  wenn  sie  linear  in  den  Elementen  jeder  Reihe  ist  (Junker). 

Bezüglich  der  Berechnimg  symmetrischer  Funktionen  von  mehreren 
Grössenreihen  tritt  eine  Zweiteilung  des  Problems  ein,  je  nachdem 
die  Grössen  als  Wurzelsysteme  von  Gleichungssystemen  gegeben  sind 
oder  nicht. 

In  beiden  Fällen  werden  zunächst  die  mehrformigen  Funktionen 
durch  die  Waring'schen  Formeln  auf  einförmige  zurückgeführt;  setzt  man 

u.  s.  w.,  so  wird: 


48)  Kronecker,  Berl.  ßer.  1868,  p.  287;  Hermiie,  Annal.  di  mat.  1869;  Par. 
C.  R.  67,  18.68,  p.  760;  Brioschi,  Gott.  Nachr.  1869;  Klem,  Math.  Ann.  14,  1879, 
p.  428;  16,  1879,  p.  261;  Noether,  ebenda  16,  1879,  p.  89;  Brioschi,  ebenda  16» 
1879,  p.  241 ;  Par.  C.  B.  96, 1882,  p.  666, 814, 1264;  P.  Gordan,  Math.  Ann.  20, 1882, 
p.  616  (auch  Bd.  17  u.  19),  der  p.  627  ein  „yolles  System^^  von  Affektfonktionen 
aufstellt  [I B  2,  Nr.  6,  Anm.  107];  Cayley,  J.  f.  Math.  118,  1894,  p.  42  =  Pap.  18, 
p.  473.  Des  weiteren  vgl.  I  B  3  c,  d,  Nr.  28).  —  Der  Fall  des  Textes  ist  als  ein 
bes.  charakteristisches  Beispiel  gewählt  worden. 
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(jPiSi--,  Ä9«-0  =  (jPi?r-)(A?j-)  — (a  +  A7?i  +  8j"-) 
u.  s.  w.y  analog  den  Fonneln  für  Funktionen  einer  Grossenreihe. 
Um  femer  die  einförmigen  Funktionen: 

durch  die  Koeffizienten  des  Gleichungssystems 

auszudrücken,  berechne  man  die  Potenzsummen  der  Wurzeln  t  der 
Gleichung;  die  sich  durch  Elimination  von  x,yy..  aus  den  Gleichungen 

^  =  tij;  +  ^y  4"  • ' 

/)(«,?,  ••)  =  0        (»=1,2,..,*) 

ergiebt.    Dann  ist  Spg..  der  Koeffizient  von        ,    .  u^ifi  .  .  in  der 

Entwickelung   von^t-^+*+'   nach  Potenzen   von  w,  t;, ..    (Pioisso«, 

Schläfliy  Hess), 

Anders  verfährt  Waring  (1.  c):  er  bildet  die  Gleichung  fftr 
t  =  x^y^  . .  und  sucht  deren  Wurzelsumme. 

So  kommt  man  zu  dem  Satze:  Jede  symmetrische  Funktion  der 
Wurzelsysteme  eines  Gleichungssystems  ist  rationale  Funktion  der 
Koeffizienten  des  Gleichungssystems  (Gayley,  ScJdäfli). 

Die  Methoden  von  Cauchy,  Transan,  Borchardt  hat  G.  v,  Escherich 

auf  Gleichungssysteme  ausgedehnt. 

Es  seien 

F,(x)  =  0,    F,(y)  =  0,.. 

die  Endgleichungen  vom  Grade  n,  die  sich  aus  den  Gleichungen 

fi{^,y,-)  =  0  (i=  1,2,..,  Je) 

durch  Elimination  von  je  h  —  1  der  Grössen  x,y, . .  ergeben.  Femer 
sei  I){x,  y, . .)  die  Funktionaldeterminante  [I  B  1  b,  Nr.  21]  der  Funk- 
tionen fi{x,  y, . .).  Die  Funktion  0{x,  y, . .)  werde  durch  die  Gleichung 
definiert: 

1 


»=i 


Dann  ergiebt  sich  die  „einförmige"  Funktion  ^'^{Xi,  y,, . .)  als  Koeffi- 

i 

zient  von  -i-  in  der  Entwickelung  von: 
xy , .  ^ 

y (a;,  y, . .)  ^(g,  y, . .)  J  (a?,  y, . .) 
F,{x)F,{y)., 

Um  den  Wert  der  „zweiförmigen'*  Funktion 
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zu  finden^  nehme  man  den  Koeffizienten  if{Xi,yi, . .)  von  in  der 

xy . . 

Entwickelung  von 

^(XV-        X  ii     ^[^{x,y,.)B(x,y,..) 1 1 

derselbe  ist  gleich 

und  die  cresuchte  Funktion   ist  der  Koeffizient  von  in  der  Ent- 

^  xy.. 

Wickelung  von 

^{x,  y, . .)  ^(a;,  y, . .)  D{x,  y, .  .) 

F,{x)F^i^).. 

U.    8.    W. 

Eine  erzeugende  Funktion  für  die  symmetrischen  Fimktionen  der 

Grossensysteme 

Xi,yi,..  (f=l,  2,  ..,n) 

ist  offenbar: 


V 


1 


zu  summieren  über  alle  Permutationen  der  Systeme 

Ui,Vi,. .  (i  =  1,  2,  ..,n). 

Den  Wert  dieser  erzeugenden  Funktion  findet  van  Escherisch  gleich: 

F,(u,)F,(fi,)..F,(t^,)F,(t^,)...D(«i,«„..)  •    > 

25.  Symmetrisohe  i^inktionen  von  Beihen  von  Yariabeln,  die 
von  einander  unabhängig  sind.  Sätie,  Formeln,  Yerftthren  von 
Mertens,  Waring,  Schläfli,  Mac  Mahon,  Jnnker.  Will  man  dagegen 
die  einförmigen  Funktionen  durch  die  elementaren: 

^x^x^ '  •  Xpyp^i  •  •  yp+j  •  •  =  Cpg,. 

ausdrücken,  so  hat  man  nur  die  Newton'schen  oder  die  Girard'schen 
Formeln  auf  die  Potenzsummen  und  Koeffizienten  der  Gleichung  für 

^  =:  ua?  +  t?y  -| — 

anzuwenden  und   die  Koeffiizienten   der  einzelnen  Glieder  u^ffi.,  zu 
annullieren.     So  erhält  man  z.  B. 
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Sioo..  =  CiQO.. 

Sfoo..  =  ^100..  —  2caoo.. 
^lioo..  =  C100..C0100..  —  Ciioo.. 
25nioo . .  =  Cnioo  —  Cooio . . Cnoo . .  —  Coioo . .  ^loioo  .  —  ^loo. .  Coiooo.. 

+  2cioo..Coioo..  ^^moo..} 

und  umirekehrt: 

jr/r.—  l 

(Mac  Mahofi),     Die    Summationen    beziehen    sich    auf   alle    Gliederi 
deren  „Partialgewichte" 

^1^  +  ^th  H — 
bzw.  die  Werte  p,  q, . .  haben.     So  erhält  man  den  Satz:   Jede  sym- 
metrische Funktion  eines  Grössensystems  ist  rationale  Funktion  der 
elementaren  Funktionen  des  Systems. 

Kürzer  als  der  angegebene  Weg  ist  die  Methode  der  unbestimmten 
Koeffizienten.  Da  nämlich  jede  eintypige  Funktion  isobar  in  allen 
Partialgewichten  ist  (L.  Schläfli,  E.  Betti),  kann  man  die  litterale  Form 
einer  eintypigen  Funktion  als  Funktion  der  elementaren  aufstellen. 
Die  Koeffizienten  bestimmt  man  dann  aus  einer  hinreichenden  Anzahl 
spezieller  Wertsysteme  oder  durch  Koeffizientenvergleichung  der  ein- 
typigen Funktionen,  nachdem  man  die  elementaren  Funktionen  durch 

^17  Vi) ' ')  ^%i  Vi} '  •  ausgedrückt  hat. 

Mac  Mdhon  hat  seine  ,pieue  Theorie"  [Nr.  10]  auch  auf  sym- 
metrische Funktionen  von  Grössensystemen  ausgedehnt.  An  die  Stelle 
der  Partitionen  des  Gewichts  tritt  ein  System  von  Partitionen  der 
Partialcrewichte : 

welche  man  symbolisch  zusammenfasse  in 


pq  ..=p^q^  .  .  -f2>2?a  ••  +  *    • 
Dann    ist    die    symmetrische   Funktion    l^p\  1  <?i  t .  . ,    2pt •  ä'a o  •  •) 
ausdrückbar  als  lineares  Aggregat  der  Separationen  von 
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und  die  Koeffizienten  befolgen  ein  analoges  Symmetriegesetz  wie  im 
Falle  Ä  ==  1.     Insbesondere  ist: 

und  umgekehrt: 

(—1)*         (Pi«!-.'*' Aft--"^) 

Hier  bedeutet  s/ ^r, ti,   \  den  Ausdruck  von  s««    ,  wo 

\Pi9i'       Pt9i'     "J 
P  =  ^lPl  +^«A  +  --^   ?  =  ^1?1  +  ^2?2  +  ••>••• 

durch  die  Separationen  von  (pi  g^ .  .**  p^  &••**•  )  und  die  Summation 
bezieht  sich  in  der  ersten  Formel  auf  alle  Separationen  {J^^^  (^iV*  •  • 
von    (Pi Qi . ."^  Piii"^')}    üi    der    zweiten    auf    alle    Separationen 

von  (i^ig^i..**  P2(?2--^")*  J^^®  Separationen  lassen  sich  analog  wie  im 
Falle  J;  =  1  in  Gruppen  zusammenfassen  und  es  besteht  der  Satz 
Im  Ausdruck  der  symmetrischen  Funktion  [p^qi-f^  A?2--^")  durch 
Separationen  von  {a^  b^ .  .***  o^  ft^  •  •"*  * ')  ^^*  ^®  Koeffizientensunmie  in 
jeder  Gruppe  Null,  wenn  die  Partition  (Pigi»*^'  ^2^2-  '^")  teine 
Separation  der  Spezialpartition  (Spezifikation)  (a^^7^^iü>">  ^^>  ^^2r •) 
besitzt*^). 

26.    Belationen  zwischen  den  elementar-Byrnmetrisohen  Funk- 
tionen:  Brill  und  Junker.     Auf  einen  wesentlichen  Unterschied  in 


49)  F.  Hertens,  Wien.  Ber.  81*,  1880,  p.  988;  Krak.  Ak.  17,  1890,  p.  143; 
(2)  1,  1891,  p.  333;  S.  D.  Poisson,  J.  6c.  pol.  4,  an  X,  cah.  11,  p.  199;  E.  Hess, 
Zeitschr.  f.  Math.  u.  Phys.  16,  1870,  p.  326;  Schläfli,  Wien.  Ber.,  math.-nat.  Kl.  4*, 
1852,  p.  1;  Cayley,  Lond.  Trans.  147,  1867,  p.  717  ==  tap.  2,  p.  464;  MacMahon, 
ebenda  181 A,  1890,  p.  481;  E.Betti,  Ann.  mat.  fis.  4,  1868;  G.  v.  Escherich, 
Wien.  Ber.,  math.-nat.  Kl.  36*,  1876,  p.  261;  Ä.  Brül,  Gott.  Nachr.  1893,  p.  767; 
Fr.  Junker,  Über  alg.  Korrespondenzen^  Diss.  Tübingen  1889;  Math.  Ann.  88,  1891, 
p.  91;  43,  1893,  p.  226;  45,  1894,  p.  1. 
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der  Theorie  der  symmetrisclien  Funktionen  für  i  =  1  und  i  >  1 
scheint  zuerst  ScMäfli  aufinerksam  gemacht  zu  haben.  Wahrend  im 
ersten  Fall  die  Anzahl  der  elementaren  Funktionen  mit  der  der 
Variablen  übereinstimmt,  sind  im  zweiten  FaU  weniger  Variable  ab 
elementar-synmietrische  Funktionen  vorhanden,  die  letzteren  also  durch 
eine  Anzahl  identischer  Relationen  verbunden. 

unter  den  elementaren  Funktionen  bilden  die  folgenden  hn: 

ClW..)        CjOO..,        Csoo..,    ..,    CnOO.. 

^010. >     Ciio.-j      Cno..}  •  •>  c«-_i,  10.. 

COOIO..;      CioiO..?       ^2010..,    ••>    ^«  —  1,010.. 
CimiO..}    CtQ010,.y    ^20010.9    ••>    C«— 1,0010.. 

•  •  •  • 

•  •  •  • 

ein  Fundamentalsystem,  da  jede  symmetrische  Funktion  durch  die 
Gleichungen: 

zf(x)  =*  y^  Zi  /^  =  Cooio..  a;*-*  —  Cioio..  a;—*  +  •  • 

m 

auf  eine  symmetrische  Funktion  von  Xi,x^,..yXn9  und  durch  die 
Gleichung: 

f(x)  =  x^  —  Cioo..a^"""*  +  C2oo..a^~* =  0 

auf  einen  von  den  x  freien  Ausdruck  reduziert  wird,  der  nur  von 
den  obigen  kn  Grössen  abhängt.     Insbesondere  entstehen   durch  die 

Darstellung  der  übrigen  c  durch  die  angegebenen  \     "T     j  —  ^^  —  ^ 

rationale  Relationen  unter  den  elementaren  symmetrischen  Funktionen. 
Diese  sind  von  einander  unabhängig  imd  alle  überhaupt  vorhandenen 
Relationen  sind  durch  sie  rational  darstellbar  {Netto), 

Auf  anderem  Wege  hat  BriU  ein  vollständiges  Relationensystem 
aufgestellt.    Es  sei  k  =  2.     Setzt  man 

ti  =  uxi  +  vyi  (i  =  1,  2, . . ,  w) 

so  wird 

^ti      =CioW  +  Coit;, 

und  die  Bedingungen  dafür,  dass  die  Grössen  dk  die  elementaren 
symmetrischen  Funktionen  der  n  Grössenpaare  x^^y^,  x^jy^y-  sind, 
müssen  übereinstimmen  mit  den  Bedingungen  dafür,  dass  die  Temärform 
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in  Linearfaktoren  zerfallt  [I  B  1  b,  Nr.  6].  Die  Bedingungen  hierfür 
bestehen  in  dem  identischen  Verschwinden  der  Formen: 

(«  >  p);  hierin  bedeutet  (P,  Q)p  die  p^  Überschiebung  [I  B  2,  Nr.  14] 
der  Formen  P  und  Q,  und  die  Funktionen  der  t  sind  durch  die 
Koeffizienten  der  Form  ^Cn{ —  <)»"*"*«'»*,  abo  als  Formen  von  « 
und  V  auszudrücken.    Setzt  man  zur  Abkürzung 

SO  ergiebt  sich  für  w  =  2  als  Bedingung  das  Verschwinden  der  In- 
variante: 

für  w  =  3  das  identische  Verschwinden  der  Govarianten: 
(/■/  -  3/1^,  +  3/i,  f,),  -  3(/i«  -  2f„  f,\  =  0, 
(/i*  -  4/lY,  +  2^,»  +  4/-/„  f,\  -  3(/l»  -  3/-/,  +  3/i,  /;),  ==  0 
u.  s.  w. 

Am  ausfiihrlichsten  hat  diese  Relationen  Junker  behandelt.  Er 
erhält  dieselben  z.  B.  folgendermassen:  Entwickelt  man  die  symme- 
trische Funktion 

nach  Potenzen  der  x,  j/, . . : 
t(':,!l,-)-'p(0,0,-)-{':2'^  +  »2w.+--) 

•  .  • 

■  •  • 

SO  ergiebt  sich,  wegen  ^tp(xt^  yo  •  •)  '^  0>  ^®  Relation: 

o  =  ««p(o,o,..)-(2-'-2'I5+2j"2I5)  +  "' 

in  der  man  ^a;,- =  Cioo..,  ^y.-  =  A)io..,  u.  s.  w.  und 

2 1|  ^^-ä^  '{n—p  +  l)Cp-i,,,..  u.  8.  w. 
am  setzen  hat. 
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Junker  zeigt  femer,  dass  das  niedrigste  Gewicht  ftlr  diese  Rela- 
tionen n  -{-  2  ist.  Daraus  folgt  insbesondere,  dass  es  Relationen,  die 
für  jeden  Wert  von  n  gültig  sind,  nicht  geben  kann.  Bei  un- 
bestimmtem n  giebt  es  daher  keine  Relationen  zwischen  den  elemen- 
taren symmetrischen  Funktionen,  sodass  sich  in  diesem  Falle  jede 
symmetrische  Funktion  nur  auf  eine  Art  durch  die  elementaren  dar- 
stellen lässt.  Diese  Darstellung  braucht  bei  einer  ganzzahligen  Funk- 
tion nicht  notwendig  ganzzahlig  zu  sein,  wie  z.  B.  aus  der  verall- 
gemeinerten Girard*schen  Formel  hervorgeht. 

Aus  jeder  Relation  zwischen  symmetrischen  Funktionen  lassen 
sich  nach  Junker  neue  herleiten,  indem  man  folgende  Prozesse  an- 
wendet.    Durch  eine  Substitution  der  Art: 


X  =  xx'x" 


•  ■ 

•  * 


wird  eine  Funktion  in  eine  andere  von  mehr  Reihen  von  Grössen 
verwandelt.  Die  elementaren  Funktionen  gehen  dadurch  in  elemen- 
tare Funktionen  der  neuen  Grössen  über. 

Durch  Koincidenz  mehrerer  Reihen,  z.  B. 

Xi  =  yi  (i  =  1,  2,  ..,w) 

wird  eine  Funktion  in  eine  andere  von  weniger  Reihen  von  Grössen 
verwandelt.     Die  einförmigen  Funktionen  bleiben  einförmig. 

Beide  Prozesse,  nebst  den  Beziehungen  zwischen  den  einförmigen 
und  den  elementaren  Funktionen  genügen  offenbar,  um  aus  den  Aus- 
drücken der  primitiven  Elementarfunktionen: 

^^iVi     =  5ioo..Soio..  —  «HO.. 

-^^iy2^3=  5l00..S010..S0010..  •••-{-  251110.. 

successive  die  Ausdrücke  aller  eintypigen  symmetrischen  Funktionen 
zu  erhalten. 

Andere  derartige  Prozesse  sind  die  Differentialoperatoren: 

-Sil:  =2  äf -("-■P  +  ^)'^''-'.'-=2  IT^^*"-»-«-' 


p,q,..  Pi-  p,t,..  P9- 


tf 


2 


Die  letzteren  können  z.  B.  dazu  dienen,  aus  dem  Ausdruck  einer  ein- 
typigen Funktion  durch  die  elementaren  oder  die  einförmigen  Funk- 
tionen den  Ausdruck  jeder  anderen  eintypigen  Funktion  von  dem- 
selben Totalgewicht  abzuleiten. 

Die  Mehrdeutigkeit  in  der  Darstellung  einer  eintypigen  Funktiou 
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durch  die  elementaren  macht  die  Einführung  einer  ^^kanonischen^  Form 
erforderlich.  JunTcer  definiert  als  solche  diejenige  Form  einer  Ä- 
formigen  Funktion,  in  welcher  die  A-förmigen  Elementarfunktionen 
im  höchstmöglichen  Grad  homogen  auftreten.  Er  lehrt  die  kanonische 
Form  herzustellen  und  beweist,  dass  der  Grad,  in  welchem  die  h- 
förmigen  Elementarfunktionen  auftreten,  dem  kleinsten  Teilgewicht 
höchstens  gleich  sein  kann.  Unter  Teilgewicht  der  Funktion 
^^i'yi* . .  ^?y^  . .  versteht  JuYiker  die  Summen 

«1  +  A  +  •  • 

«2  +  A  H — 

während  er  die  Partialgewichte  als  „Reihengewichte"  bezeichnet*'). 

27.  Allgemeinere  Funktionen.  Junker  macht  auf  eine  neue 
Art  von  Funktionen,  doppeltsymmetrische  Funktionen,  aufmerksam; 
dieselben  sind  nicht  nur  symmetrisch  in  Bezug  auf  die  Vertauschungen 
von  Kolonnen,  sondern  auch  in  Bezug  auf  diejenige  der  Reihen*'). 

Ahnlich  spricht  Muir^)  von  symmetrisch-altemierenden  Funk- 
tionen. Determinanten  sind  alternierend -alternierende  Funktionen. 
Allgemeinere  Funktionen  dieser  Art  sind  bisher  nicht  betrachtet 
worden.  Auch  ist  die  Untersuchung  derselben  in  einer  erschöpfenden 
Behandlung  der  Funktionen  einer  Grössenreihe  mit  enthalten. 

60)  Th,  Muir,  Edinb.  Trans.  38,  1887,  p.  809. 
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1.  Einleitung.  Evariste  Galois  hat  eine  Theorie  der  Gleichungen 
geschaffen^),  die  ein  Kriterium  für  die  Auflösbarkeit  spezieller  Glei- 
chungen durch  Wurzelzeichen  ergiebt,  aber  zugleich  weit  über  dieses  Ziel 
hinausführt.  Diese  Theorie  knüpft  an  den  Begriff  der  Irreducibilität  an. 

Eine  Gleichung  f(x)  =  0  wird  reducibel  genannt,  wenn  die 
ganze  Funktion  f(x)y  welche  die  linke  Seite  bildet,  so  in  Faktoren 
gespalten  werden  kann,  dass  die  Koeffizienten  der  Faktoren  „rational 
bekannt^^  sind;  im  andern  Fall  heisst  die  Gleichung  irreducibd  [IB  1  a, 
Nr.  10].  Die  Eigenschaft  der  Irreducibilität  kommt  also  einer  Gleichung 
nur  mit  Rücksicht  auf  eine  vorher  zu  machende  Festsetzung  zu.  Man 
hat  gewisse  Grössen  it,  R\  ...  zu  bezeichnen,  die  als  rational  bekannt 
angesehen  werden  sollen.     Zugleich  sind  auch  diejenigen  Grössen  als 

*  _ 

rational  bekannt  zu  betrachten,  die  sich  aus  R,  R\  .  . .  mit  Hülfe  der 
Operationen  der  Addition,  Subtraktion,  Multiplikation  und  Division 
ergeben.  Alle  diese  Grössen  bilden  den  Rationalitatsbereich  [JB,  jR', . .  .].^) 
Die  Grössen  i?,  ü',  . . .  können  bis  auf  einen  gewissen  Grad  willkür- 


1)  Oeuvres  mathämatiques  d*ilvariste  Gdlois,  Abdruck  aus  J.  d.  math.  11  (1846), 
p.  381;  neu  hsg.  von  J&.  Picard,  Par.  1897;  deutsche  Ausg.  von  Maser,  Berlin 
1889.  Die  wichtigste  Arbeit  p.  33,  die  vor  1846  nicht  gedruckt  war,  ist  im 
Jahre  1831  niedergeschrieben.  Einige  Resultate  waren  von  Galois  im  Bulletin 
des  sciences  mathäm.  von  F^russac  13  (1830),  p.  271  veröffentlicht  worden.  Be- 
sonders bemerkenswert  ist  auch  p.  24  der  oeuvres,  der  Brief  bji  ChevaUer,  der 
nach  Gätois*  Tod  1832  in  der  Revue  encyclop^dique  erschien. 

2)  Vgl.  L.  Kronecker,  Grundzüge  einer  arithmetischen  Theorie  der  alge- 
braischen Grössen,  Berlin  1882,  p.  8  (J.  f.  M.  92  [1882])  »  Werke  2,  p.  250.  Vgl. 
auch  Galois,  mäm.  sur  les  cond.  de  resol.,  principes :  „on  pourra  convenir  de  re- 
garder**  etc  ;  N.  H.  Abel,  Bd.  1,  p.  479  Pussn.;  2,  p.  220,  Z.  3  v.  o. ;  p.  330,  Z.  24  v.  o. 
Andere  Autoren  nennen  eine  solche  Gesamtheit  von  GrOssen  einen  „KOrper^*;  vgl. 
R.  Dedekind'»  11.  Supplement  zu  den  Vorlesungen  von  P.  G.  L^eune-Dirichlet 
über  Zahlentheorie,  3.  Aufl.  1879  [I  B  1  c,  Nr.  2]. 
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lieh  angenommen  werden,  es  müssen  nur  die  Koeffizienten  von  f{x) 
selbst  dem  Bationalitatsbereich  angehören.  Der  einfachste  Rationalitats- 
bereich  ist  der  ,,absolute^',  der  nur  aus  den  rationalen  Zahlen  besteht. 
Wenn  die  Gleichung  g(x)  ==  0  für  eine  Wurzel  der  irreducibeln 
Gleichung  f(x)  =  0  erfüllt  ist,  so  ist  g  =  0  erfüllt  für  alle  Wurzeh 
der  irreducibeln  Gleichung').  Voraussetzung  ist  dabei,  dass  ein  Ratio- 
naliiätsbereich  zu  Grunde  liegt,  dem  die  Koeffizienten  der  beiden 
Gleichungen  angehören,  und  in  dem  die  zweite  Gleichung  irreducibel 
ist.  Der  genannte  Satz  besagt,  dass  in  gewissem  Sinn  von  jeder 
Wurzel  einer  irreducibeln  Gleichung  ausgesagt  werden  kann,  was  von 
einer  Wurael  gilt.  Anders  verhält  sich  die  Sache,  wenn  man  Paare 
von  Wurzeln  betrachtet.  Es  hat  z.  B.  die  im  absoluten  Bationalitats- 
bereich irreducible  Gleichung  j;*  +  ^  +  ^*4"^+l  =  0  ^^  Wurzeln 

2Tti  im  8jti  Grti 

Xi=  e^  ^  x^  =  e  '^  y  x^  =  e  ^  y  x^=  e  ^  ,  und  es  besteht  die  Relation 
Xj^  —  x^  =  0.  Diese  Relation  würde  nicht  bestehen  bleiben,  wenn  wir 
für  das  Wurzelpaar  x^y  x^  das  Paar  x^y  x^  setzen  wollten,  dagegen  ist 

III  Xa      ~-~"   «Ä/a    — —    \)  ,         X9  Xa    ^^   \J  y         Xa       X-t    ^^^    yJ  • 

Es  gilt  also  nicht  für  jedes  Wurzelpaar,  was  für  ein  Wurzelpaar  gilt. 
Ahnliches  findet  man,  wenn  man  Relationen  aus  Wurzeltripeln  bildet 
So  ist 

(  Ä  )         Xt    ~~~   XaXa  ^^  v/,         Xa  """"   XoXa  — ^~  V/,        X«  ~~~  XtX-f   — —  \J  y        Xa  ~~^  X*Xa  ^~^  v/, 

während  der  Ausdruck  x^  —  x^Xq  einen  von  Null  verschiedenen  Wert  hat 
Die  Relationen  (1)  gehen  durch  die  cyklische  Vertauschimg 
(Xj^X2X^x^)  [I A  6,  Nr.  3]  aus  einander  hervor,  und  es  gilt  dasselbe  von  den 
Relationen  (2).  Besteht  nun  vermöge  der  speeieUen  Werte  der  Grössen 
x^y  x^y  x^y  x^  irgend  eine  Relation  (p{x^y  x^y  x^,  x^  =  0y  in  welche 
ausserdem  nur  noch  Grössen  des  Rationalitätsbereichs  als  Koeffizienten 
eingehen,  so  lässt  sich  zeigen,  dass  auch  in  dieser  Relation  die  Ver- 
tauschung {x^y  x^y  x^y  x^)  ausgeführt  werden  darf,  ohne  dass  die  Re- 
lation aufhört,  zu  bestehen;  dagegen  giebt  es  ausser  den  Wieder- 
holungen (Potenzen)  des  genannten  Cyklus  keine  Substitution,  die  in 
allen  Relationen  g?  =  0  der  genannten  Art  ausgeführt  werden  dürfte. 
So  ergiebt  sich  eine  aus  den  Potenzen  der  Substitution  {x^oc^x^x^ 
gebildete  Gruppe*),  welche  der  vorgelegten  Gleichung  zugehört 

Galois  hat  nun  die  Entdeckung  gemacht,   dass  in  dieser  Weise 


3)  N.  H,  Abel,  J.  f.  M.  4  (1829),  p.  131,  oeuvr.  nouv.  dd.  publ.  par  L.  Sylow 
et  8.  Lie  (1881)  1,  p.  480. 

4)  Vgl.  Anm.  11. 
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jeder  speziellen  Gleichung^  nachdem  ein  Bationalitätsbereich  zu  Grunde 
gelegt  ist,  eine  völlig  bestimmte  Gruppe  von  Substitutionen  zugehört^). 
Aus  der  „(roZois'schen  Gruppe  einer  Gleichung^^  kann  man  die  wesent- 
lichsten Eigenschaften  der  Gleichung  erkennen.  Von  Gleichungen, 
welche  dieselbe  Gruppe  besitzen,  sagt  man,  dass  sie  den  gleichen 
„Affekt"  haben«)  [I B  3  b,  Nr.  20]. 

Einen  Keim  der  G^a^ts'schen  Theorie  kann  man  bei  Lagrange 
finden.  Dieser  knüpft  an  die  Betrachtungen  an,  welche  Budde  und 
Waring  über  solche  Gleichungen  angestellt  hatten,  in  welchen  zwischen 
den  Wurzeln  gewisse  einfache  Relationen  bestehen^.  Lagrange  denkt 
sich  an  jener  bemerkenswerten  Stelle  eine  Relation,  welche  zwischen 
einem  Teil  der  Wurzeln  vermöge  der  numerischen  Werte  dieser  Wur- 
zeln besteht,  und  unterscheidet  nun  den  Fall,  in  welchem  diese  Rela- 
tion „nur  für  diese  Wurzeln  und  nur  auf  eine  Weise"  statt  hat,  von 
dem  andern,  in  welchem  in  der  Relation  gewisse  Yertauschungen  vor- 
genommen werden  können.  Die  Wichtigkeit  der  zwischen  den  Wur-* 
zeln  bestehenden  Relationen  trat  später  noch  mehr  durch  die  von 
Gauss  über  die  Kreisteilimg®)  ausgeführten  Untersuchungen  hervor, 
auf  welche  Gcüois  auch  Bezug  genommen  hat^). 

2.  Definition  der  Gruppe  einer  Gleiohnng.  Die  Gleichung 
fix)  =  0  werde  vom  n*®°  Grad  und  ohne  Doppelwurzel,  dagegen  nicht 
notwendig  als  irreducibel  angenommen.  Die  Wurzeln  x^jX^y,..x^ 
der  Gleichung  sind  von  einander  verschieden.  Nun  wähle  man  eine 
Irrationalität  Wy  in  welcher  jede  der  Grössen  x^y  x^y , , ,  Xn  rational 
ausgedrückt,  und  die  selbst  in  allen  den  Grössen  x^yX^,.-^Xn  zu- 
sammen rational  dargestellt  werden  kann;  eine  solche  Irrationalität 
lässt  sich  immer  finden,  z.  B.  indem  man  w=^m^x^'\'fn^x^'\-'^*'\-mnXn 
setzt  imd  m^y  m^, . . ,  mn  als  ganze  Zahlen  so  bestimmt,  dass  die  n! 
Ausdrücke,  die  aus   m^x^  •{'  ni^x^  '\'    •  -  -{-  ninXn    durch   die   sämmt- 


5)  Oeuvr.  p.  37. 

6)  L.  Kronecker,  Berl.  Ber.  1858,  p.  288  und  1861,  p.  616. 

7)  J.  L.  Lagrange,  räflexions  sur  la  r^solution  alg^brique  des  ^uations  (nou- 
veaux  m^moires  de  Facad.  roy.  de  Berlin  1770,  p.  134  ff.,  1771,  p.  188  ff.),  oeuvr. 
publ.  par  J.  A.  Serret,  Paris  1869,  3,  p.  408  ff.  Jöhannis  Huddenii  epistola  prima 
de  reductione  aequationum  (1657).  Dieser  Brief  ist  der  Geometria  a  Benato 
DeS'Cartes  0^.  atque  stud.  F.a  Schooten,  Amstelodami  (1.  Aufl.  1649,  2.  Aufl.  1659, 
3.  Aufl.  1683)  beigedruckt  und  findet  sich  in  der  3.  Aufl.  dieser  lat.  Über- 
setzung der  „G^omätrie'^  auf  S.  401.  Man  vgl.  besonders  p.  426.  Sd,  Waring, 
miscellanea  analytica,  Cantabrigiae  1762,  p.  26. 

8)  Vgl.  Nr.  22. 

9)  Oeuvr.  p.  26. 
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liehen  Yertauschungen  der  Grössen  x  entstehen,  verschieden  sind^. 
Drückt  man  die  Wurzehi  x  ia  tv  aus,  so  erhält  man 

(3)  Xi  =  *i(m?),      X^  =  ^i(w),    .    .    .   Xn^  ifn(u?). 

Jetzt  bedeute  G{x)  =  0  die  in  dem  zu  Grunde  gel^^n  Rationalitats- 
bereich  [it,  R\  . . .]  irreducible  Gleichung,  der  die  Grosse  w  genügt^ 
und  seien  w,  w',  w'\  . . .  m;^'— *>  die  samtlichen  Wurzeln  der  Gleichung 
(?  =  0.    Es  gehen  nun  aus  (3)  im  ganzen  r  Grössenreihen 

(4)       V'iC«^")),     *2(w^^"0;  .  •  •  *n(ti;(«)),     (a  =  0, 1,  2, . . .  r  -  1) 

hervor,  die  nichts  anderes  sind,  als  r  verschiedene  Anordnungen  (Per- 
mutationen)  jener  selben  Wurzeln  x^,  x^, , , ,  Xn-  Bedeutet  wieder 
(p{x^,  x^, , , ,  Xn)  =  0  eine  zwischen  den  Grössen  x  vermöge  der  spe- 
ziellen Werte  dieser  Grössen  bestehende  Relation,  deren  Koeffizienten 
dem  Rationalitatsbereich  [12,  i2', . . .]  angehören,  so  kann  in  der  Re- 
lation 9)  =  0  für  Xj^y  x^, . , .  Xn  jede  der  Anordnungen  (4)  eingesetzt 
werden,  ohne  dass  die  Relation  aufhörte,  richtig  zu  sein.  Das  ist 
eine  Folge  des  in  Nr.  1  erwähnten  Satzes.  Man  darf  also  in  der 
Gleichung  fp(x^,  x^, . . .  x^)  ^'O  alle  die  in  der  Formel 

far  a  =  0, 1,  2, . . .  r  —  1  enthaltenen  r  Substitutionen  ausfahren. 
Es  lässt  sich  beweisen,  dass  diese  Substitutionen  eine  Gruppe  bilden^), 
und  dass  eine  in  dieser  Gruppe  nicht  enthaltene  Substitution  jeden- 
falls nicht  in  aUen  Relationen  (p  =  0  ausgeführt  werden  darf  Die 
so  definierte  Gruppe  ist,  wenn  der  Rationalitätsbereich  [JJ,  JB', . . .]  zu 
Grunde  gelegt  wird,  die  ,yG(üois'sche  Grwppef^  der  Gleichung  f{x)  ==  0. 
Die  hier  angeführten  Eigenschaften  dieser  Gruppe  zeigen,  dass  sie 
nur  durch  die  Gleichung  selbst  und  durch  den  Rationalitätsbereich 
bestimmt  und  von  der  zu  ihrer  Konstruktion  benutzten  Grösse  no 
unabhängig  ist^^). 


10)  Galois,  oeuvr.  p.  36. 

11)  d.  h.  dass  je  zwei  solche  Substitutionen,  wenn  man  sie  auf  die  eine 
oder  die  andere  Art  zusammensetzt,  wieder  eine  solche  Substitution  ergeben. 
Galois  hat  das  nicht  bewiesen;  man  vgl.  den  Beweis  bei  E.  Betti,  Ann.  mat.  ^. 
3  (1862),  p.  87,  88.  Hinsichtlich  aller  gruppentheoretischen  Begriffe  vgl.  man 
auch  JA 6. 

12)  Eine  andere  Auffassung  der  GaZois'schen  Gruppe  einer  Gleichung  hat 
L.  Kronecker  gegeben,  Grundzüge  einer  arithmetischen  Theorie  der  algebraischen 
Grössen,  Berlin  1882,  p.  32—34  ==  Werke  2,  p.  281—286.  Diese  Auffassung  ist 
von  A.  Kneser,  J.  f.  Math.  102  (1888),  p.  20  näher  ausgeführt  worden.  Wieder 
anders  hat  H,  Weber  die  Gruppe  einer  Gleichung  eingeführt,  indem  er  für  die 
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Die  zur  Definition  der  Gruppe  benutzte  Gleichung  G  =  0  wird 
als  „Gaiois'sche  Resolvente"  der  Gleichung  /*=0  bezeichnet**).  Der 
Grad  r  dieser  Resolvente  ist  gleich  der  Anzahl  der  Substitutionen 
der  öafciVschen  Gruppe,  d.  h.  gleich  der  „Ordnung^'  dieser  Gruppe. 

3.  Weitere  Eigensohaften  der  Gruppe.  Man  kann  die  Eigen- 
schaften der  Gaiois^schen  Gruppe  einer  Gleichung  auch  etwas  anders 
formulieren.  Es  sei  x(^i>  ^>  •  •  •  ^«)  ^i"®  ganze  Punktion  der  Wur- 
zeln x^y  x^, . . .  Xn  der  Gleichung,  und  es  soll  %  ^^  j^^^  Substitution 
der  Gleichungsgruppe  seinen  numerischen  Wert  behalten.  Man  kann 
dann  den  Wert  von  %  folgendermassen  berechnen.  Man  drücke 
x^fX^,.,.Xn  durch  w  aus,  wodurch  x(p^i}  ^f  -  -  -  ^n)  =^  (o(w)  wird. 
Diejenigen  Werte,  die  aus  der  Funktion  x(^i>  ^2>  •  •  •  ^«)  <iurch  die 
Substitutionen  der  Gruppe  hervorgehen,  sind  €o{w\  (o(w'\  (o(w")y . .  . 
(o{tc^'''~^^).  Diese  Werte  müssen  hier  einander  gleich  sein,  und  es  ist 
somit 

X{xi,  x^, .  ..Xn)  =  y  {(o(w)  +  (o(w')  +  (ö(m;")  H f-  cj(u;<'— *))}. 

Die  rechte  Seite  der  erhaltenen  Gleichung  stellt  sich  als  Grösse  des 
Rationalitätsbereichs  dar  [I  B  3  b  Nr.  1].  Eine  Funktion  %,  welche  bei 
den  Substitutionen  der  Gruppe  numerisch  ungeändert  bleibt,  hat  also 
einen  rational  bekannten  Wert.  Die  Umkehrung  dieses  Satzes  ist 
gleichfalls  richtig,  was  im  Grunde  schon  in  Nr.  2  enthalten  ist*^). 

Ausserdem  lässt  sich  noch  beweisen:  wenn  eine  Gruppe  f  von 
Substitutionen  der  Wurzeln  x^^  s^, , , ,  Xn  existiert  von  der  Eigenschaft, 
dass  jede  ganze  Funktion  der  Wurzeln,  die  bei  den  Substitutionen 
von  r  numerisch  imgeändert  bleibt,  rational  bekannt  ist,  und  jede 
ganze  Fimktion  der  Wurzeln,  deren  Wert  rational  bekannt  ist,  bei 
den  Substitutionen  von  f  numerisch  ungeändert  bleibt,  so  ist  f  die 
ßofots'sche  Gruppe  der  Gleichimg  f(x)  =  0,  der  die  Wurzeln  x^jX^,,,.Xn 
angehören^*). 

Die  Koeffizienten  der  Funktionen  sind  hier  stillschweigend  als 
rational  bekannt  angenommen  worden. 


sämtlichen   GrOssen   eines   „Normalkörpers^^   Substitutionen   definirt  hat,    Acta 
math.  8  (1886),  p.  196  u.  Lehrbuch  der  Algebra,  1.  Aufl.  1,  p.  467  ff.,  476  ff. 

13)  Betti,  a.  a.  0.  p.  86. 

14)  Gälois,  oeuvr.  p.  87. 

16)  J.  Ä.  Serret,  Cours  d*algäbre  3.  ^d.,  2,  p.  612.  Man  vgl.  auch  die  Be- 
handlung der  Gdlois'fichen  Fundamentalsätze  bei  C.  Jordan,  Math.  Ann.  1  (1869), 
p.  141;  J.  König,  Math.  Ann.  14  (1879),  p.  212;  Th.  Söderberg,  Acta  math.  11 
(1888),  p.  297;  O.HÖlder,  Math.  Ann.  34  (1889),  p.  26  u.  464;  0.  Bolza,  Am.  J.  of 
math.  13  (1891),  p.  1. 
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4«  Wirkliche  Herstellung  der  Gruppe.  Will  man  in  einem  ge- 
gebenen Falle  die  Gdlois^sche  Gruppe  rechnerisch  aufstellen^  so  kann 
man  folgendermassen  verfahren.     Man  bilde  das  Produkt 

F(x)^n(x-u,x,,-u,x^ U.X.J 

über  alle  die  n!  Permutationen  Xi^,  a:,^, . . .  Xi^  der  Wurzeln  a:^,  ajj, . . .ic». 
Die  Gleichimg  F(x)  =  0  hat  eine  Diskriminante  [I  B  1  a,  Nr.  20],  die 
als  Funktion  von  u^^  u^, .  . .  Un  nicht  identisch  verschwindet.  Setzt  man 
jetzt  für  Uj^,  ti^y , . .  Uf^  solche  ganze  Zahlen  m^^  m^, . .  ,mn,  f£lr  welche 
die  Diskriminante  von  Null  verschieden  ist**),  so  erfüllen  Wj,  wi,, ... 
die  in  Nr.  2  ausgesprochene  Bedingung.  Das  (roZois^sche  Verfidiren*^ 
kann  dann  so  durchgeführt  werden,  dass  die  rationalen  Ausdrücke 

(5)  *lW,   ^2W>   •  •   •    ^n(w), 

die  x^y  x^, . , ,  Xn  in  w;  =  m^Xi  +  m^x^  +  *  *  •  +  ff^n^n  darstellen,  wirk- 
lich fertig  gerechnet  werden.  Man  kann  auch  die  linearen  Ausdrücke 
m^Xi^  4"  ^^',  4"  •  •  •  +  ff^nXi^  in  w  berechnen,  so  dass  also 

m^Xi^  +  m^Xi^  H [-  ninXi^  =  Xi(w), 

Die  Funktion  F(x),  deren  Koeffizienten  nach  Einsetzung  der  Zahlen 
m^y  m^, .  .  .nin  dem  Rationalitätsbereich  angehören,  ist  nun  in  ihre 
irreducibeln  Faktoren  zu  zerlegen,  was  durch  eine  endliche  Zahl  von 
Operationen  geschehen  kann*®).  Die  Rechnungen,  die  wir  uns  im 
vorhergehenden  durchgeführt  dachten,  setzen,  wie  eine  naher«  Über- 
legung  zeigt,  noch  nichts  darüber  voraus,  welche  der  Wurzeln  der 
vorliegenden  speziellen  Gleichung  f(x)  =  0  mit  x^,  welche  mit  x^  u.  s.  f. 
bezeichnet  sein  soll.  Man  kann  deshalb  einen  beliebigen  irreducibeln 
Faktor  G(x)  der  Funktion  F(x)  wählen  und  annehmen,  dass  w  eine 
Wurzel  der  Gleichung  G  =  0  sein  soll.  Von  den  Ausdrücken  ^[.(w) 
kann  man  dann  diejenigen  aussuchen,  welche  die  Gleichung  G  =0 
befriedigen.  Diese  Ausdrücke  Xi(w)  sind  in  (5)  für  w  einzusetzen- 
Dadurch  entstehen  gewisse  Permutationen,  die  man  wirklich  mit  ein- 
ander vergleichen  kann  und  die  deshalb  die  gewünschte  Goiois'sche 
Gruppe  in  völlig  ausgerechneter  Form  ergeben*^). 

16)  Vgl.  z.  B.  Weber,  Algebra  1.  Aufl.  1,  p.  467.  Vgl.  den  Satz  von  D.  Hilberth 
J.  f.  Math.  110  (1892),  p.  104. 

17)  Oeuvr.  p.  36. 

18)  Die  oben  genannte  epistola  Huddenii  enthält  schon  eine  Methode  für 
die  Zerlegung  der  Gleichungen.  Für  jeden  beliebigen  Rationalitötsbereich  ist 
diese  Zerlegung  von  L.  Kronecker  behandelt  worden,  Grundzüge  einer  arithme- 
tischen Theorie  der  algebraischen  Grössen,  p.  10  ff.  =  Werke  2,  p,  256  ff.  Man 
vgl.  auch  K.  Bunge,  J.  f.  Math.  99  (1886),  p.  89  [I  B  1  a,  Nr.  10]. 

19)  Liegt  eine  Gleichung  von  2.,  3.  oder  4.  Grad  gegeben  vor,  so  kann  man 
die  Gruppe  in  besonders  einfacher  Weise  finden,  vgl.  F.  Hack,  Diss.  Tübingen  1895. 
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5.  Monodromiegrappe.  Sind  die  Koeffizienten  einer  Gleichung 
rationale  Punktionen  einer  Variabein  5  (oder  auch  mehrerer),  etwa 
mit  rationalen  Zahlkoefßzienten,  so  sind  unter  den  yerschiedenen 
Arten,  wie  der  Rationalitätsbereich  angenommen  werden  kann,  zwei 
besonders  bemerkenswert.  Entweder  man  rechnet  zum  Bationalitäts- 
bereich  nur  rationale  Funktionen  von  g  mit  rationalen  Koeffizienten, 
oder  man  rechnet  dazu  alle  rationalen  Funktionen  von  ^,  gleichviel 
wie  die  Koeffizienten  dieser  Funktionen  beschaffen  sein  mögen;  man 
„adjungiert^^  in  diesem  Fall  gewissermassen  alle  numerischen  Grössen. 
Die  Gruppe,  welche  sich  bei  der  zweiten  Annahme  ergiebt,  kann  man 
auch  so  definieren.  Man  suche  für  einen  variabeln  Wert  5  die  sämt- 
lichen Wurzeln  der  Gleichung  und  setze  nun  diese  Funktionen  von  5 
gleichzeitig  auf  demselben  Wege  fort,  indem  |  eine  kontinuierliche 
Reihe  komplexer  Werte  von  einem  festen  Wert  ^  bis  wieder  nach  1^ 
zurück  annimmt.  SchUessUch  werden  sich  die  Wurzeln  im  allge- 
meinen  vertauscht  haben.  Alle  Vertauschungen,  die  man  so  durch 
Benutzung  verschiedener  Wege  erhalten  kann,  büden  zusammen  die 
Gruppe,  um  die  es  sich  handelt.  Diese  Gruppe  wird  „Monodromie- 
gruppef^  genannt*^)  zum  Unterschied  von  der  „algebraischen  Gruppe",  die 
sich  bei  der  ersten  Annahme  über  den  Rationalitätsbereich  oder  auch 
bei  der  Adjunktion  von  nur  einigen  bestimmten  IrrationaUtäten  ergiebt. 

Die  aus  dem  Fortsetzungsprinzip  sich  ergebenden  Substitutionen 
hat  zuerst  F.  Puiseux  studiert ^^).  Ch,  Hermite  hat  dann  gezeigt,  dass 
die  Gesamtheit  dieser  Substitutionen  nichts  anderes  ist,  als  —  bei  einer 
gewissen  Annahme  über  den  Rationalitätsbereich  —  die  6ra2ois'sche 
Gruppe  der  Gleichung**).  C.  Jordan  hat  bewiesen,  dass  die  Mono- 
dromiegmppe eine  ausgezeichnete  [I  A  6,  Nr.  16]  Untergruppe  von  der 
algebraischen  Gruppe  der  Gleichung  ist*»). 

6.  Traositivität  und  Frimitiyität.  Es  wurde  schon  erwähnt, 
dass  die  Gleichung  f{x)  =  0  nicht  irreducibel  zu  sein  braucht.  Wenn 
sie  es  ist,  und  nur  dann,  ist  die  Gruppe  transitiv*^),  d.  h.  es  erlauben 
die  Substitutionen  der  Gruppe,  von  jedem  Xh  zu  jedem  Xi  überzugehen; 
in  diesem  Falle  ist  auch  die  Ordnung  der  Gruppe  durch  den  Grad 
der  Gleichung   teilbar*^).    Der  äusserste   Fall   der  Reducibilität   der 

20)  C.  Jordan,  trait^  p.  277. 

21)  J.  d.  math.  16  (1850),  p.  366. 

22)  Par.  C.  R.  1861,  1.  s^m.  p.  468. 

23)  Traitä  p.  278.    Ausgezeichnete  Untergruppe  Tgl.  hier  Nr.  11. 

24)  C.  Jordan,  J.  de  math.  (2)  12  (1867),  p.  111  [I A  6,  Nr.  28] ;  Math.  Ann.  1 
(1869)  p.  147  u.  trait^  p.  259. 

25)  Begriff  der  Transitivität  zuerst  bei  P.  Bitfimi  [I  A  6,  Nr.  6],  der  Name 
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Oleichung  ist  derjenige,  in  welchem  die  Gleichung  in  lauter  Linear- 
faktoren zerfällt,  deren  Koeffizienten  dem  Rationalitatsbereich  ange- 
hören. In  diesem  Falle  reduziert  sich  die  Gruppe  auf  die  identische'' 
Substitution,  die  jedes  Xh  durch  Xh  selbst  ersetzt. 

Die  Gruppen  von  Buchstabenyertauschungen,  welche  tnuisiti? 
sind,  werden  in  primitive  und  imprimitive  eingeteilt*^.  Eine  solche 
Gruppe  heisst  „imprimitiy^^,  wenn  man  die  Buchstaben  x^,  j:^,  . . .  o;,  in 
Systeme  so  einteilen  kann,  dass  jede  Substitution  die  Buchstaben  eines 
und  desselben  Systems  wieder  in  Buchstaben  eines  einzigen  Systems 
verwandelt.  Im  andern  Falle  heisst  die  Gruppe  „primitiv".  Die  Gruppe  T 
unserer  Gleichung  n^^  Grades  ist,  wie  H,  Weber  gezeigt  hat^  imprimitiT 
oder  primitiv,  je  nachdem  man  aus  x^  und  den  Grossen  des  Batio- 
nalitätsbereichs  eine  Irrationalität  rational  zusammensetzen  kann  oder 
nicht,  für  welche  der  Grad  der  im  gegebenen  Rationalitatsbereich 
irreducibeln  Gleichung  >  1  und  <  n  ist*'). 

7.  Adjunktion  einer  natürliclien  Irrationalität.  Der  Rationalifits- 
bereich,  der  bei  der  Betrachtung  einer  gegebenen  Gleichung  zu  Grande 
gelegt  wird,  ist  noch  bis  auf  einen  gewissen  Grad  willkürlich;  er 
unterliegt  nur  der  einen  Bedingung,  dass  ihm  die  Koeffizienten  der 
Gleichung  angehören.  Insbesondere  kann  also  der  Rationalifötsbereich 
durch  ZufQgung  von  Irrationalitäten,  d.  h.  durch  ,^djunktion"  er- 
weitert werden*®).  Durch  eine  solche  Adjunktion  kann  die  Gruppe 
der  Gleichung  sich  ändern. 

Zunächst  ergiebt  eine  einfache  Überlegung,  dass  jedenüedls  alle 
Substitutionen  der  neuen  Gruppe  auch  der  alten  angehören  müssen. 
Tritt  also  überhaupt  eine  Änderung  ein,  so  besteht  die  neue  Gruppe 
aus  einem  Teil  der  Substitutionen  der  alten  Gruppe,  d.  h.  die  neue 
Gruppe  ist  eine  „Untergruppe"  der  alten  [I  A  6,  Nr.  6.]. 

Will  man  die  neue  Gruppe,  die  nach  der  Adjunktion  der  Glei- 
chung zukonunt,  berechnen,  so  kann  man  wieder  dieselbe  Irrationalität 
IV  wie  früher  benutzen,  um  die  Wurzeln  x^jX^y^-^Xn  in  ihr  aus- 
zudrücken. Als  Galois'sche  Resolvente  hat  man  nun  die  im  neuen, 
erweiterten  Rationalitätsbereich  irreducible  Gleichung  G^  =  0  anzu- 
wenden, der  w  genügt.  Man  hat  also  G^  als  einen  der  irreducibeln 
Faktoren  zu  bestimmen,  in   die  nach  der  Adjunktion   G{x)  zerfallt 


bei  A.  Cauchy,  Par.  C.  R.  1845,  2.  sem.  p.  668  (oeuvr.  [1]  9,  p.  294),    hier  auch 
der  Satz  über  die  Ordnung  der  transitiven  Gruppe. 

26)  C.  Jordan,  trait^  p.  34.    Die  Sache  schon  bei  Ruffini  [I  A  6,  Nr.  6]. 

27)  Algebra  1,  p.  48.3—487. 

28)  Galois,  oeuvr.  p.  34. 
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Diese  Zerf  ällung  ist  wieder  durch  eine  endliche  Zahl  von  Operationen 
ausfilhrbar. 

Die  einfachste  Adjunktion  ist  die  einer  ^^natürlichen''  Irrationa- 
lität Dies  ist  eine  solche  Irrationalität,  die  sich  als  ganze  Funktion 
g{p(^y  x^y .  . ,  Xn)  der  Wurzeln  ausdrücken  lässt*^),  wobei  die  Koeffi- 
zienten der  Funktion  dem  Rationalitatsbereich  angehören.  Nach  einer 
solchen  Adjunktion  besteht  die  neue  Gruppe  A  aus  denjenigen  Sub- 
stitutionen der  alten  Gruppe  f,  die  den  Ausdruck  gix^y  x^y  .  .  .  Xn) 
numerisch  nicht  ändern^).  Dabei  ist  zu  bemerken,  dass  diejenigen 
Substitutionen,  welche  einen  gegebenen  Ausdruck  numerisch  nicht 
ändern,  eine  Gruppe  bilden  unter  der  Voraussetzung,  dass  man  sich 
auf  Substitutionen  der  Gleichungsgruppe  f  beschränkt'^).  Ohne  diese 
Voraussetzung  bilden  sie  nicht  immer  eine  Gruppe. 

Nun  seien  zwei  Funktionen  der  Wurzeln  g(oCi,  x^, . , ,  Xn)  und 
9i(^if  ^> '  ' '  ^n)  gegeben,  und  es  soll  die  Funktion  gi(xi,  x^j , . ,  Xn) 
ihren  numerischen  Wert  mindestens  bei  allen  den  Substitutionen  der 
Gruppe  r  beibehalten,  welche  die  Funktion  gix^y  x^y . . .  Xn)  numerisch 
nicht  ändern.  In  diesem  Falle  bleibt  S^i(^i,  ajg, . . .  Xn)  numerisch  un- 
geändert  bei  jeder  Substitution  der  Gruppe  A,  die  nach  Adjunktion 
von  g  der  Gleichung  zugehört,  g^  ist  also  eine  Grösse  des  neuen 
Rationalitätsbereichs,  d.  h.  g^  setzt  sich  aus  den  Grössen  des  alten 
Rationalitätsbereichs  und  ans  g  rational  zusammen.  Es  gestatten  auch 
hier  die  früher  erwähnten  Mittel,  bis  zur  wirklichen  Berechnung  vor- 
zuschreiten. 

Bleibt  eine  Funktion  gQ(xi,  x^,  .  »  ^  Xn)  numerisch  ungeändert 
bei  allen  Substitutionen  der  Gruppe  f,  die  mehrere  Funktionen 
g(x^,  x^y,..  Xn)y  giix^j  x^y  . . .  Xn),  .  .  .  ggi^^y  x^,  . . ,  Xn)  gleichzeitig 
numerisch  nicht  ändern,  so  kann  g^  aus  g^g^j.^.g^  und  den  Grössen 
des  ursprünglichen  Rationalitätsbereichs  zusammengesetzt  werden. 

Diese  Sätze  sind  mit  gewissen  Sätzen  von  Lagrmige,  die  sich 
auf  Funktionen  von  Veränderlichen  beziehen,  analog'*);  man  kann 
die  Iki^on^e'schen  Sätze  aus  den  eben  genannten  ableiten"). 


29)  L.  Kronecker  hat  zuerst  den  unterschied  zwischen  diesen  Irrationali- 
täten und  anderen  betont,  Berl.  Mon.-Ber.  1861,  p.  609;  man  vgl.  dazu  F.  Klein, 
Vorlesungen  über  das  Ikosaeder  etc.  Leipzig  18B4,  p.  167. 

30)  Gdlois,  oeuyr.  p.  41;  der  Beweis  ist  hier  unvollständig,  man  vgl.  dazu 
Serret,  Cours  d'algäbre  3.  äd.,  2,  p.  626. 

31)  C.  Jordan,  Math.  Ann.  1  (1869),  p.  148;  traitä  p.  261. 

32)  Lagrange^  oeuvr.  3  (1869),  p.  374 ff.;  Klein,  Ikosaeder  p.  86. 

33)  Vgl.  Nr.  16.  Das  Umgekehrte  ist  schwieriger,  man  vgl.  Söderberg, 
Acta  math.  11  (1888),  p.  297.    Dabei  hat  man  die  Ausfährungen  von  Latgrange, 
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8.  Oykliflohe  Gleiohuiigen.  Wenn  die  Gruppe  der  Gleichung 
f(x)  =  0  aus  den  Potenzen  des  Cyklus  (a^^x^  , , ,  Xn)  =  S  besteht**), 
kann  die  Gleichung  durch  Wurzelzeichen  aufgelost  werden.  Der  ein- 
fachste Fall  ist  der,  in  dem  n  eine  Primzahl  ist.    Adjungiert  man  in 

inj 

diesem  Falle  a  =  e  "  ,  so  ändert  sich  die  Gruppe  (Nr.  11)  nicht 
Die  Funktion 

9k(x^,  ^87  •••  ^»)  =  ^i+«*^2  +  «"a;8H [- a<»-i>*a;,, 

deren  Koeffizienten  dem  so  erweiterten  Rationalifötsbereich  angehören, 
wird  durch  die  Substitution  S  in  cc^gk  übergefiihrt;  es  wird  dso 
Qi!^  für  die  Substitutionen  der  Gruppe  numerisch  unveränderlich  sein 
und  dem  erweiterten  Bationalitatsbereich  angehören.  Somit  ergiebt 
sich  gk  durch  Radizieren.  Falls  nun  Tc  eine  Zahl  von  1  bis  n  —  1 
bedeutet,  und  gj,  nicht  etwa  gleich  Null  ist,  wird  gj^  durch  jede  nicht- 
identische  Substitution  der  Gruppe  numerisch  geändert.  Somit  müssen 
(Nr.  '(l)  Xij  x^y  ..,  Xn  sich  ixi  gj^j  a  und  den  Grössen  des  alten  Ratjo- 
nalitatsbereichs  darstellen  lassen.  Dies  geschieht  genauer  so.  Es  sei 
hk'  ^  1  modp  [I  C  1],  dann  ist  gigk^"*"^^^' ,  was  auch  l  bedeuten  möge, 
für  die  Substitutionen  der  Gruppe  unveränderlich,  also  in  dem  erweiter- 
ten Rationalitätsbereich  enthalten.  Man  kann  so  gi  berechnen.  Aus 
den  Gleichungen: 

Xi+      X2+      Xfi-\ [-  Xn  =  go 

Xi  +   aXi  +  a^Xz  + f-  a^"""^^  ^n  =  g\ 

Xi  +  «*a?2  +  o^a^s  + 1-  a^^"""^)a?„  =  g^ 

Xi  +  a^x^  +  a^x^  +  •  •  •  +  «'^""^^iCn  =  gz 


kann  man  dann  x^,  x^j  "  x^  finden.  Die  Forderung,  dass  gk  von 
Null  verschieden  sein  soll,  ist  jedenfalls  für  einen  der  Indices 
1,  2,  ...  n  —  1  erfüllt. 

9.  Beine  Gleichungen.   Eine  Gleichung  von  der  Form  o?"  —  a  =0 
wird  eine  „reine  Gleichung"  genannt.     Der  Rationalitätsbereich  muss 

hier  a  enthalten,  es  soll  ihm  aber  auch  a  =  e  "  angehören.  Die 
Wurzeln  der  reinen  Gleichung  sind 

Xx  =  Xij  X2=  ccxiy  x,i=  a^Xiy  •  •  •  Xn=  a'*~^a:i. 

Wenn    n    eine   Primzahl    ist,    so    sind    entweder    alle   Wurzeln 


oeuvr.  3,  p.  379 ff.  zu  benutzen;  man  vgl.  auch  0.  Höldtr,  Math.  Ann.  34  (1889), 
p.  464. 

34)  Diese  Gleichungen  decken  sich  mit  den  gewöhnlichen  ^^efschen  Glei- 
chungen (Nr.  21). 
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Grössen  des  Rationalitätsbereichs,  oder  es  ist  die  Gleichung  irredu- 
cibel**).  Im  ersten  Falle  besteht  die  Gruppe  aus  der  identischen  'Sub- 
stitution allein.  Im  zweiten  Falle  kann  man  die  Gruppe  bestimmen 
(Nr.  2),  indem  man  alle  Wurzeln  in  x^^  ausdrückt,  so  dass  also  die 
Gleichung  ihre  eigene  Galois'sche  Resolvente  ist.  Die  Gruppe  besteht 
dann  aus  den  Potenzen  des  Cyklus  (a?iiP2^8  .  • .  ^j»)  • 

10.  Zerleg^ung  des  Gleiohungsproblems  durch  Besolventen- 
bildung.  Die  Bestimmung  der  Wurzeln  der  Gleichung  f(x)  =  0  wird 
oft  dadurch  vereinfacht,  dass  man  zuerst  einen  aus  den  Wurzeln 
kombinierten  Ausdruck  bestimmt.  Es  sei  wieder  gi{xi,a^, ..,  Xn)  eine 
ganze  Funktion  der  Wurzeln,  deren  Koeffizienten  dem  Rationalitäts- 
bereich angehören.  Durch  die  Substitutionen  der  (raJois'schen  Gruppe  V 
sollen  aus  gi  die  verschiedenen  Werte  gifffsij  -"  ffv  entstehen,  alsdann 
hat  die  Gleichung 

(6)  {x  —  gi){x  —  g2),..{x  —  g^)  =  0, 

nachdem  sie  entwickelt  ist,  lauter  dem  Rationalitätsbereich  angehörende 
Koeffizienten.  Diese  Gleichung  wird  als  „rationale  Resolvente''  der 
Gleichung  f{x)  =  0  bezeichnet.  Die  öafois'sche  Gruppe  dieser  Re- 
solvente wird  so  bestimmt**):  Man  führe  in  der  Reihe  gi,gi, . ..  ffy 
die  Substitutionen  der  Gruppe  T  aus,  wodurch  gewisse  Anordnungen 
der  Grössen  g  entstehen.  Die  Gesamtheit  der  Substitutionen,  welche 
den  Übergang  der  ursprünglichen  Reihenfolge  gu  9%^  - » -  9v  in  die  neuen 
Anordnungen  darstellen,  konstituieren  eine  transitive  Gruppe  V\  Diese 
Gruppe  gehört  der  Resolvente  an*^,  und  diese  ist  somit  auch  irredu- 
cibel  (Nr.  6). 

Jetzt  sollen  die  sämtlichen  Substitutionen  von  V  betrachtet  werden, 
die  giixiyXij ...  Xn)  numerisch  nicht  ändern.  Sie  bilden  eine  Gruppe  A; 
auf  diese  Gruppe  A  reduziert  sich  die  Gleichungsgruppe,  wenn  man 
die  Grösse  gi  adjungiert.  Die  Gruppe  A  enthält  den  v*®"  Teil  der 
Substitutionen  der  Gruppe  f,  was  man  auch  dadurch  ausdrückt,  dass 
man  sagt,  A  besitze  als  Untergruppe  von  f  den  „Index"  v.  Dieser 
Index  ist  also  gleich  der  Zahl  der  numerisch  verschiedenen  Werte, 
die  aus  //i  entstehen  [I  A  6,  Nr.  6.]. 

Von  besonderer  Wichtigkeit  ist  der  Fall,  in   dem  A  eine  „aus- 


35)  Abel,  oeuvr.  1,  p.  73.    Kranecker,  Berl.  Mon.-Ber.  1879,  p.  206  nimmt  einen 
allgemeineren  Standpunkt  ein,  indem  bei  ihm  a  dem  Rationalitätsbereich  nicht 
anzugehören  braucht;  es  ist  dann  im  Falle  der  Beducibilität  der  reinen  Gleichung 
eine  Wurzel  rational  bekannt. 
^     36)  Klein,  Ikosaeder  p.  88. 

37)  Der  Beweis  ergiebt  sich  leicht  aus  Nr.  8. 
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gezeichnete"  oder  ,^n Variante"  Untergruppe  von  f  ist^),  und  dieser 
Fall  soll  allein  weiter  verfolgt  werden.  Es  seien  Ti,  Ti  ...  T^  die 
Substitutionen  von  A^  so  lassen  diese  in  dem  nunmelir  betrachteten 
Falle  auch  g%y  g%,  ^  *  >  g^  ungeändert. 

Man  wähle  nun  die  Substitutionen  1^  Siy  S^^ ...  5y— i  so  aus,  dass 
in  der  Tabelle  der  Produkte  [I  A  6,  Nr.  1]: 

Ti  T2  Tz         '"  Tfi 

TiSi        TiSi        T^Si      . . .  TfiSi 
Ti  Si        T2  82        Tz  8%      ...  Tf^  S% 


TiSv—i   TiSy—i   TzSv—i...TfgSp—i 

jede  Substitution  der  Gruppe  f  genau  einmal  enthalten  ist.  Wenn 
nun  A  eine  ausgezeichnete  Untergruppe  von  f  ist,  so  gilt  folgendes. 
Wählt  man  aus  der  Ä**"*  und  aus  der  i**°  Horizontalreihe  je  eine  Sub- 
stitution beliebig  aus  und  multipliziert  die  erste  auf  ihrer  rechten 
Seite  mit  der  zweiten ,  so  entsteht  eine  Substitution  einer  nur  durch 
h  und  i  bestimmten  Horizontalreihe.  Man  erhält  dadurch  ein  Mul- 
tiplikationsprinzip von  Reihen;  durch  das  eine  neue  Gruppe  definiert 
wird^*),  die  man  mit  f/A  bezeichnet. 

Die  Substitutionen ;  die  in  derselben  Horizontalreihe  stehen,  be- 
wirken in  dem  betrachteten  Falle  dieselbe  Substitution  der  Grössen 
giyg*}  -'-gv,  und  solche,  die  in  verschiedenen  Horizontalreihen  stehen, 
bewirken  verschiedene  Substitutionen.  Es  ergiebt  sich  so,  dass  die 
Gruppe  r/A  mit  der  Gruppe  f  holoedrisch  isomorph  ist**). 

Ist  der  Index  v  eine  Primzahl,  so  tritt  eine  Vereinfachung  ein*'). 
Bedeutet  nämlich  jetzt  S  irgend  eine  Substitution  von  f,  die  nicht 
in  A  enthalten  ist,  so  kann  die  obige  Tabelle  in  die  Form 

Ti  Tj  Tz  ...  Tfi 

TiS        T^S        TzS       . . .  Tf^S 
TiS"       T.S"       TzS"      ...T.S' 


r,iS^-i  TiS'-'  TzS^-'.^.T^S''-' 

gesetzt  werden.     Die  Gruppe  f/A  ist  nunmehr  mit  der  aus 
1,5,  S*,...fi^-* 

38)  Vgl.  Nr.  11.     Man  vgl.  auch  I  A  6,  Nr.  16. 

39)  I  A  6,  Nr.  16;  C.  Jordan,  Par.  soc.  math.  Bull.  1  (1878),  p.  48;  0. Holder, 
Math.  Ann.  34  (1889),  p.  31. 

40)  I  A  6,  Nr.  14,  die  Substitutionen  der  beiden  Gruppen  lassen  sich  ein- 
eindeutig aufeinander  beziehen. 

41)  Serret,  Cours  d'alg^bre,  8.  ^d.  2,  p.  627. 
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bestellenden  Gruppe  holoedrisch  isomorph  und  dasselbe  muss  somit 
von  r'  gelten.  Es  ergiebt  sich  in  diesem  Falle  noch,  dass  f  eine 
cyklische  Gruppe ^^)  sein  muss,  und  zwar  kann  man  bei  geeigneter 
Bezeichnung  der  Grössen  g  annehmen,  dass  T'  aus  den  Potenzen  des 
Cyklus  (gig2'-'9v)  besteht. 

Die  Auflösung  der  Besolvente  geschieht  also  nach  Nr.  8  durch 
Berechnung  der  v^^  Einheitswurzeln  und  eines  Radikals  mit  dem  Ex- 
ponenten V.  Durch  Adjunktion  einer  Wurzel  der  Resolvente  reduziert 
sich  die  Gruppe  der  ursprünglichen  Gleichung  auf  die  ausgezeichnete 
Untergruppe  A  vom  Index  v.  So  oft  eine  ausgezeichnete  Unter- 
gruppe vom  Primzahlindex  vorhanden  ist,  lässt  sich  die  genannte 
Vereinfachung  vornehmen,  weil  eine  Funktion  gi(xif  ic«, . . .  ic»),  die  nur 
för  die  Substitutionen  von  A  unverändert  bleibt,  sich  bilden  lässt*'). 

11.  Adjunktion  einer  aooessorisohen  Irrationalität.  Eine 
Irrationalität,  die  nicht  in  der  Form  g{xiy  Xi^  .,.  Xn)  ausgedrückt 
werden  kann,  wird  „accessorisch"  genannt**).  Es  sei  F{x)  =  0  die 
irreducible  Gleichung,  der  die  accessorische  Irrationalität  h  genügt 
und  Ä,  A',  . . .  Ä^*~^J  die  Wurzeln  dieser  Gleichung,  d.  h.  es  seien 
h\  A",  . . .  Ä^*~"*)  die  „Konjugierten"  von  h  [I  B  1  c,  Nr.  4].  Ist  nun  f 
die  ursprüngliche  Gleichungsgruppe,  A  die  Gleichungsgruppe  nach 
Adjunktion  der  einzigen  Irrationalität  h,  A'  die  Gleichungsgruppe 
nach  Adjunktion  der  einzigen  Irrationalität  K  u.  s.  f.,  so  besteht  die 
Reihe  A,  A',  . . .  A^*""^^  aus  den  sämtlichen  Gruppen,  die  entstehen, 
wenn  A  mit  den  Substitutionen  von  f  „transformiert"  wird**).  In 
der  Reihe  A,  A',  . . .  A^*—^)  kann  eine  und  dieselbe  Gruppe  mehr- 
mals auftreten. 

Der  Index  (Nr.  10),  der  der  Gruppe  A  als  einer  Untergruppe 
der  Gruppe  f  zukommt,  ist  ein  Teiler  von  dem  Grad  s  der  Gleichung 
-F=0. 

Ist  die  Gleichung  -F  =  0  so  beschaffen,  dass  von  ihren  Wurzeln 
h,  h\  . .  .  jede  in  jeder  rational  ist,  so  bedeutet  z.  B.  die  Adjunktion 


42)  Hier  soll  dies  heissen,  dass  die  Grössen  g  cyklisch  vertauscht  werden; 
bisweilen  wird  auch  jede  Gruppe  irgend  welcher  Operationen  cyklisch  genannt, 
wenn  sie  aus  den  Potenzen  einer  Operation  besteht  [I A  6,  Nr.  8]. 

43)  J.  A.  Serret,  Cours  d'alg^bre  sup^rieure,  S^me  ^dit.,  2,  p.  629— 6d0 
C.  Jordan,  Math.  Ann.  1  (1869),  p.  143,  trait^  p.  258. 

44)  Klein,  Ikosaeder  p.  157. 

45)  Oalois,  oeuvr.  p.  89,  40;  J.  Ä.  Serret,  Cours  d'algöbre,  3.  Aufl.,  2,  p.  619. 
Man  „transformiert**  die  Gruppe  der  Substitutionen  Tj ,  T, ,  T, ,  . . .  mit  der  Sub- 
stitution 5,  indem  man  ^r^T^fif,  ^T^Tj/Sf,  5~"*T,iSf,  . . .  büdet,  wobei  fiT»  die 
Umkehrung  der  Substitution  S  bedeutet  [I  A  6,  Nr.  8]. 
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von  h'  dasselbe,  wie  die  Adjunktion  von  hy  und  es  müssen  die  Grup- 
pen A,  A',  A'',  . . .  A^'~~^)  sämtlich  miteinander  identisch  sein.  Man 
nennt  nun  eine  Gruppe  in  einer  imifassenderen  dann  ^ausgezeichnet^ 
enthalten ;  wenn  sie  bei  allen  Transformationen^  die  man  mit  Sub- 
stitutionen der  umfassenderen  Gruppe  ausffihren  kann,  in  sich  über- 
geht. Es  ist  also  in  dem  eben  angenonmienen  Fall  A  eine  aus- 
gezeichnete oder  „invariante"  Untergruppe  von  f,  womit  übrigens 
nicht  gesagt  sein  soll,  dass  nicht  A  mit  V  zusammenfallen  kann. 

Adjungiert  man  einer  Gleichung  die  sämtlichen  Wurzeln  irgend 
einer  Gleichung  F=^0,  so  kann  man  statt  dessen  eine  Wurzel  der 
öoiois'schen  Resolvente  (Nr.  2)  der  Gleichung  2^  =  0  adjungieren, 
und  es  liegt  dann  der  eben  angenonmiene  besondere  Fall  vor. 

Es  sollen  nun  f{x)  =  0  und  /J,  {x)  =  0  zwei  Gleichungen  be- 
deuten, die  beide  ohne  Doppelwurzeln  sind;  sie  werden  in  demselben 
Rationalitätsbereich  betrachtet  und  besitzen  beziehungsweise  die 
Gruppen  V  und  Fq.  Nach  der  Adjunktion  aller  Wurzeln  der  zweiten 
Gleichung  soll  die  erste  die  Gruppe  A,  nach  Adjunktion  aller  Wurzeln 
der  ersten  die  zweite  die  Gruppe  Aq  besitzen;  es  sind  dann  A  und 
Aq  ausgezeichnete  Untergruppen  beziehungsweise  von  V  und  Fq.  Es 
lässt  sich  nun  folgendes  beweisen: 

I.  Der  Index  (Nr.  10),  welcher  A  als  einer  Untergruppe  von  F 
zukommt,   ist   gleich   demjenigen,   der  Aq   als  einer  Unter- 
gruppe von  Fq  angehört;  er  sei  gleich  m. 
IL  Die    Gruppen   F/A    und    Fq/Aq    sind    holoedrisch    isomorph 

(Anm.  40));  ihre  Ordnung  ist  m. 
III.  Es  existiert  eine  Irrationalität  6y  deren  Adjunktion  gleich- 
zeitig die  Gruppe  der  ersten  Gleichung  auf  A  und  die  der 
zweiten  auf  A^  reduziert;    die  irreducible   Gleichung,  der  6 
genügt,   hat   lauter   ineinander   rationale  Wurzeln    und  eine 
mit    F/A  und    Fq/Aq   holoedrisch  isomorphe   Gruppe*^);  der 
Grad  dieser  Gleichung  ist  gleich  m. 
Ist    die    zweite    Gleichung    „einfach",    d.  h.    Fq    eine    „einfache 
Gruppe"*'),  so  kann,  falls  überhaupt  Reduktion  eintritt,   Aq  nur  aus 
der  identischen  Substitution  bestehen.   Reduziert  sich  also  die  Gruppe 
einer  Gleichung   bei    der  Adjunktion    der   sämtlichen  Wurzeln  einer 
zweiten  und  zwar  einfachen  Gleichung,  so  sind  alle  Wurzeln  dieser 

46)  C.  Jordan,  Math.  Ann.  1  (1869X  p.  165,  trait^  p.  269;  P.  Bachmann,  Math. 
Ann.  18  (1881),  p.  460;  0.  Holder,  Math.  Ann.  84  (1889),  p.  47.  Man  vgl.  auch 
die  etwas  anderen  hierher  gehörenden  Sätze  bei  H.  Weher,  Algebra  1,  p.  516. 

47)  d.  h.  eine  solche,  die  ausser  sich  selbst  und  der  Identität  keine  aus- 
gezeichnete Untergruppe  besitzt.    Vgl.  IA6,  Nr.  16. 


12*  Adjunktion  eines  Radikals.     13.  Begriff  der  Auflösung.  495 

Gleichung  in  denen  der  ersten  und  den  Grössen  des  ursprünglichen 
Rationalitätsbereichs  rational  (Nr.  6)*®). 

Die  Gruppe  f  erscheint  in  gewissem  Sinn  in  die  Faktoren  f/A 
und  A  gespalten,  deren  erster  mit  Fq/Ao  und  somit  in  dem  angenom- 
menen besonderen  Falle  mit  Vq  holoedrisch  isomorph  ist.  Wird  somit 
die  Gruppe  einer  Gleichung  durch  die  Adjunktion  der  sämtlichen 
Wurzeln  einer  zweiten  Gleichung,  die  einfach  ist,  reduziert,  so  ist  die 
Gruppe  der  zweiten  Gleichung  als  „Faktorgruppe"  in  der  Gruppe 
der  ersten  enthalten. 

12«   Adjunktion  eines  Radikals.    Man  adjungiere  der  Gleichung 

f(x)  =  0  das  Radical  y  a,  worunter  ein  völlig  bestimmter  von  den 
p  Werten  dieses  Wurzelausdrucks  zu  verstehen  ist.  Die  Grösse  a  muss 
schon  vor  der  Adjunktion  dem  Rationalitätsbereich  angehören,   und 

2Tti 


dasselbe  soll  von  a  =  e  ^  gelten,  p  sei  eine  Primzahl.  Das  Re- 
sultat des  letzten  Paragraphen  lässt  sich  nun  anwenden,  indem 
f(x)  =  0  die  erste  und  die  reine  Gleichung  a^  —  a  =  0  die  zweite 

Gleichung  vorstellt.  Wenn  das  Radikal  yä  die  Gruppe  f  der  Glei- 
chung f{x)  =  0  bei  der  Adjunktion  wirklich  reduziert,  so  kann  yä 
nicht  dem  ursprünglichen  Rationalitätsbereich  angehören.  Dann  hat 
aber  (Nr.  9)  die  reine  Gleichung  eine  cyklische  Gruppe  jp**'  Ordnung. 

Also  muss  (Nr.  11)  f,  wenn  yä  adjungiert  wird,  sich  auf  eine  in- 
variante Untergruppe  vom  Index  p  reduzieren.  Zugleich  ist  ersicht- 
lich, dass  sich  das  Radikal  in  den  Wurzeln  der  Gleichung  f{x)  =  0 
ausdrücken  lässt. 

13.  Begriff  der  Auflösung.  Unter  „Auflösung^^  einer  Gleichung 
versteht  man  gewöhnlich**)  die  Darstellung  der  Wurzeln  der  Glei- 
chung durch  Radikale,  wobei  die  Radikale  beliebig  zusammengesetzt 
und  ineinander  eingeschachtelt  sein  können.  Nicht  jede  Gleichung 
ist  auflösbar.  Die  Berechnung  der  Wurzeln  einer  auflösbaren  Glei- 
chung besteht,  wenn  wir  nur  die  irrationalen  Rechnungsoperationen 
hervorheben,  darin,  dass  gewisse  Radikale  in  einer  gewissen  Reihenfolge 

V^u     Y<h}    •  •  •     Y<^ 


48)  C.  Jordan,  trait^  p.  270;  dieser  Satz-. entspricht  demjenigen,  den  Abel 
für  auflösbare  Gleichungen  bewiesen  hat  (Nr.  18). 

49)  „Auflösen"  heisst  also  hier  durch  BadikdU  auflösen  oder,  wie  man  auch 
sagt,  „algebraisch"'  auflösen.  In  allgemeinerem  Sinn  kann  man  auch  die  Re- 
duktion einer  Gleichung  auf  irgend  eine  Normalform  als  Auflösung  bezeichnen. 
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berechnet  werden.     Die  Exponenten  p^  der  Radikale   kann  man  als 

Primzahlen    annehmen;    femer    hat   man   sich   zu   denken ,    dass  die 

py 

Grösse  a^,  die  im  i/^°  Radikal  ya^  vorkommt,  aus  den  Ghrössen  des 

Rationalitätsbereichs  und  den  v  —  1  vorangehenden  Radikalen  durch 
die  vier  Spezies  sich  berechnen  lässt.  Aus  den  samtlichen  m  Radi- 
kalen und  den  Grossen  des  Rationalitätsbereichs  kann  man  dann  die 
Wurzeln  der  Gleichung  rational  zusammensetzen. 

Man  kann  die  Reihe  der  Radikale  so  einrichten,  dass  f&r  jedes 
V  die  py**°  Einheitswurzeln  sich  aus  den  ersten  v  —  1  Radikalen  und 
den  Grössen  des  Rationalitätsbereichs  rational  bilden  lassen.  Hat 
nämlich  die  Reihe  der  Radikale  diese  besondere  Eigenschaft  nicht^  so 
hat   man  zu  bedenken,   dass  nach  den  Resultaten  von  Gauss^)  die 

inj 

Einheitswnrzel  e  Py  sich  durch  Radikale  ausdrücken  lasst,  deren 
Indices  kleiner  als  p^  sind;  eine  genauere  Überlegung  zeigt  dann, 
dass  man  durch  Einschiebung  von  Radikalen  die  erwähnte  besondere 
Eigenschaft  herstellen  kann. 

14.  E^riterium  der  Auflösbarkeit.  Es  soll  jetzt  angenonunen 
werden,  dass  die  Reihe  der  Radikale 

die  besprochene  besondere  Eigenschaft  schon  besitzt.   Man  adjungiere 

nun  der  aufzulösenden  Gleichung  das  Radikal  Ya[,  nachher  adjungiere 

man  ausserdem  noch  ya^,   dann  adjungiere  man   ausser  den  beiden 

ersten  Radikalen  noch  ya^  und  fahre  so  fort.  Bei  jeder  neuen  Ad- 
junktion kann  möglicherweise  die  Gruppe  der  Gleichung  sich  ändern 
und  zwar  reduziert  sie  sich  in  diesem  Falle  nach  dem  Resultat  von 
Nr.  12  auf  eine  invariante  Untergruppe  von  Primzahlindex.  Nachdem 
das  letzte  Radikal  adjungiert  ist,  sollen  alle  Wurzeln  Xi,  x^,  ...x. 
durch  die  vier  Spezies  berechnet  werden  können,  man  hat  also  dann 
eine  Gruppe,  die  sich  auf  die  identische  Substitution  reduziert  und 
mit  1  bezeichnet  werden  kann  (Nr.  6). 

Ist  r  die  ursprüngliche  Gruppe  der  Gleichung  und  sind  fj,  f^,  .-. 
die  versctiiedenen  Gruppen,  auf  welche  die  successiven  Adjunktionen 
führen,  so  kommt  man  zu  einer  Reihe 

(7)  r,  Fl,  Tg,  ...  r^-i,  1 


50)  Disquisitiones  arithmeticae,  Lipsiae  1801,  Sectio  septima  »»  Werke  1 
(1870),  p.  412  ff.     Man  vgl.  auch  hier  Nr.  22. 
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Yon  Gruppen.  Diese  Reihe  ist  eine  ^^eihe  der  Zusammensetzung^^ 
fQr  die  Gruppe  T,  womit  gesagt  ist,  dass  jedes  Glied  fy  der  Reihe  im 
vorhergehenden  fy.i  ausgezeichnet  enthalten  ist^  und  dass  keine 
Gruppe  eingeschaltet  werden  kann,  die  umfassender  wäre  als  fy  und 
in  fy—i  ausgezeichnet  enthalten  und  von  dieser  Gruppe  verschieden 
wäre^^).  Der  letzte  Umstand  folgt  in  unserem  Falle  daraus^  dass  der 
Quotient  der  Ordnungen  von  fr-i  und  fy  eine  Primzahl  ist. 

Die  Quotienten  der  Ordnungen  von  aufeinanderfolgenden  Gruppen 
einer  Reihe  der  Zusammensetzung  werden  als  ^^aktoren  der  Zu- 
sammensetzung" bezeichnet^*).  Jede  Gruppe  hat  ein  —  abgesehen 
von  der  Ordnung  der  Faktoren  —  völlig  bestimmtes  Aggregat  von 
Faktoren  der  Zusammensetzung^  das  unabhängig  ist  von  der  zur  Auf- 
suchung der  Faktoren  verwendeten  Reihe  der  Zusammensetzung^') 
[I A6  Nr.  17.].  So  ergiebt  sich  also  der  Satz,  dass  ftir  die  Galms'sche 
Gruppe  einer  auflösbaren  Gleichung  die  Faktoren  der  Zusammensetzung 
Primzahlen  sind.  Diese  Bedingung  ist  auch  hinreichend^  wie  sich 
aus  dem  Resultat  von  Nr.  10  ergiebt^). 

Man  nennt  eine  Gruppe  von  der  eben  genannten  Beschaffenheit 
auch  selbst  ^^auflösbar^'  [I  A  6^  Nr.  23],  und  es  gilt  der  Satz,  dass  jede 
Untergruppe  einer  auflösbaren  Gruppe  auflösbar  ist^).  Liegt  eine  Gruppe 
vor,  so  kann  über  ihre  Auflösbarkeit  durch  eine  endliche  Zahl  von 
Operationen  entschieden  werden,  es  gilt  also  (Nr.  4)  dasselbe,  wenn 
eine  Gleichung  vorliegt,  deren  Auflösbarkeit  untersucht  werden  soll. 

Die  Bedingung  der  Auflösbarkeit  lässt  sich  noch  in  verschiedenen 
Formen  aussprechen.  C.  Jordan  hat  ein  besonderes  Verfahren  an- 
gegeben, für  einen  gegebenen  Grad  die  umfassendsten  Gruppen  zu 
berechnen,  die  auflösbaren  Gleichungen  zukommen;  dabei  ist  dieselbe 
Aufgabe  zuvor  fiir  die  vorangehenden  Grade  zu  lösen  ^). 

15.  Behandlang  nioht  auflösbarer  Gleiohiuigen.  Ist  die  Glei- 
chung f{x)  =  Q   nicht   auflösbar,   so  stellt  man  wiederum  fftr  ihre 


51)  C.  Jordan,  trait^  p.  41  ff.;  E,  Netto,  Substitutionentheorie  p.  87. 

52)  ebendaselbst. 

53)  Jordan  a.  a.  0.;  Netto,  Substitutionentheorie  p.  90. 

54)  Man  kann  auch  eine  Bedingung  dafär  aufstellen,  dass  ent«  Wurzel  der 
Gleichung  durch  Radikale  gefunden  werden  kann;  ist  die  Gleichung  irreducibel, 
so  kann  dann  nachher  jede  Wurzel  der  Gleichung  gefunden  werden.  Vgl.  Abel 
oeuvr.  2,  p.  221;  0.  Holder,  Math.  Ann.  88  (1891),  p.  811  n.  812,  wo  ein  spe- 
zieller Fall  behandelt  ist;  D.  Seiivanoff,  Acta  math.  19  (1896),  p.  73. 

55)  C.  Jordan,  trait^  p.  887.  H.  Weber  nennt  die  auflösbaren  Gleichungen 
metacyklisch;  man  vgl.  dazu  Nr.  25. 

56)  ebendaselbst  p.  885  ff. 

Encyklop.  d.  math.  Wissensch.    I.  82 
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Gruppe  r  die  Reihe  f^  fi^  fs^  ...  T^— i^  1  der  ZusammensetKung  her. 
Diese  Reihe  ergiebt  gewisse  Gruppen  r/fi,  Vi/Ttj  V^/Tzj  ...  T^— i,  die 
„Faktorgruppen^^  der  Gruppe  f.  Diese  Faktorgruppen  sind  einfaehy 
aber  nicht  alle  von  Primzahlordnung,  denn  sonst  wäre  die  Gleichung 
auflösbar.  Die  Gruppe  V  der  Gleichung  kann  (Nr.  10)  auf  Fi  redu- 
ziert werden  durch  Adjunktion  einer  natürlichen  Irrationalität  Diese 
genügt  dabei  einer  Gleichung^  deren  Gruppe  mit  f/fi  holoedrisch  iso- 
morph und  einfach  ist.  Durch  eine  zweite  Adjunktion  reduziert  man 
die  Gruppe  auf  r2;  die  dazu  nötige  Irrationalität  genügt  einer  Glei- 
chung, deren  Gruppe  mit  Vi/V^  holoedrisch  isomorph  und  einfach  isi 
So  fahrt  man  fori  Man  kann  also  die  ursprüngliche  Gleichung 
durch  eine  Kette  von  Gleichungen  ersetzen.  In  dieser  Kette  besitzt 
jede  Gleichung  eine  einfache  Gruppe.  Diese  einfachen  Gruppen,  die 
Faktorgruppen  der  Gruppe  f,  lassen  sich  bei  der  Behandlung  der  vor- 
liegenden Gleichung  absolut  nicht  vermeiden,  auch  dann  nicht,  wenn 
man  accessorische  Irrationalitäten  herbeizieht^^).  Die  Faktorgruppen 
müssen  immer  wieder  in  den  Gruppen  auftreten,  die  den  Gleichung^ 
der  zugezogenen  Irrationalitöten  zugehören. 

Die  Gleichungen  mit  einfacher  Gruppe  können  insofern  noch 
weiter  behandelt  werden,  als  man  sie  auf  Normalgleichungen  mit 
derselben  (Jruppe  zurückführen  kann;  man  vergl.  Nr.  24^®). 


16.  Allgemeine  Gleiohungen.  Eine  Gleichung  n^*^  Grades  wird 
„allgemein"  genannt,  wenn  die  Koeffizienten  als  willkürliche  Variable 
angesehen  werden.  Der  Rationalitatsbereich  besteht  dabei  aus  den 
rationalen  Funktionen  dieser  Variabeln.  Man  kann  zugleich  noch 
verschiedene  Auffassungen  annehmen,  von  denen  die  beiden  extremsten 
am  wichtigsten  sind.  Entweder  nimmt  man  die  Koeffizienten  dieser 
rationalen  Funktionen  als  rationale  Zahlen  an  oder  man  lasst  ganz 
beliebige  Koeffizienten  in  diesen  Fimktionen  zu,  so  dass  man  also 
gewissermassen  alle  numerischen  Irrationalitäten  adjimgiert.  Die 
letzte  Auffassung  ist  die  bequemste,  weil  alle  die  etwa  notwendig 
werdenden  Einheitswurzeln  dadurch  mit  zum  Rationalitatsbereich  ge- 


57)  Dies  hat  im  Grund  schon  Galois  erkannt:  man  vgl.  oenvr.  p.  25,  wo  es 
wenigstens  für  eine  Gleichung  mit  einfacher  Gruppe  ausgesprochen  ist  Der 
allgemeine  Beweis  beruht  auf  einem  Satz  von  C.  Jordan,  Math.  Ann.  1  (1869), 
p.  167,  trait^  p.  271;  vgl.  auch  oben  den  Schluss  von  Nr.  11.  Anrführlicher  ist 
der  Sachverhalt  bei  0.  Holder,  Math.  Ann.  84  (1889),  p.  49  ff.  dargestellt 

68)  Hinsichtlich  der  Reduktion  der  Gleichungen  auf  Normalgleichungen 
und  der  sich  darauf  beziehenden  Litteratur  vgl.  man  allgemein  I B  3  f. 
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hören.     Es  entspricht  auch   diese  Auffessung   dem  schon  von  JM 
eingenommenen  Standpimkt^^). 

Unter  der  Auflösung  der  allgemeinen  Gleichung  n^  Orades  oder 
der  „litteralen"  Losung  der  Gleichung  n}^  Grades  versteht  man  die 
Darstellung  der  Wurzeln  durch  „explicite  algebraische  Ausdrücke", 
d.  h.  durch  Ausdrücke,  die  sich  aus  Radikalen  zusammensetzen  (Nr.  13), 
wobei  diese  Ausdrücke  die  yariabeln  Koeffizienten  der  Gleichung  ent- 
halten und  für  willkürliche  Werte  der  Yariabeln  die  Gleichung  be- 
friedigen müssen.  Die  litterale  Lösung  der  Gleichungen  ist  bis  zum 
4^°  Grade  möglich.  Diese  Lösung  fügt  sich  vollständig  der  Galois- 
schen  Theorie  ein.  Da  die  Koeffizienten  der  Gleichung  jetzt  unab- 
hängige Variable  sind,  so  gilt  dasselbe  von  den  Wurzeln.  Die 
Galois*sehe  Gruppe  besteht  hier  aus  der  Gesamtheit  der  n!  Substitu- 
tionen von  a^iyrcg, ...  a;„,  fällt  also  mit  der  ,y9ymmetrischen  Gruppe" 
[I  A  6,  Nr.  7]  zusammen.  Das  Resultat  von  Nr.  7  besagt  jetzt,  dass 
von  zwei  Funktionen  der  Variabein  x  die  zweite  in  der  ersten  aus- 
gedrückt werden  kann,  wenn  die  zweite  Funktion  bei  allen  den  Sub- 
stitutionen formal  ungeändert  bleibt,  bei  denen  die  erste  formal  un- 
geändert  bleibt.  Jener  für  spezielle  Gleichungen  gültige  Satz  geht 
also  hier  in  den  Lagrange^schen  Satz  über*^). 

17.  Gleiohnngen  der  ersten  vier  Grade.  Die  Auflösung  der 
Gleichung  2^"  Grades  beruht  darauf,  dass  für  n  =  2  die  aus  der 
Identität  bestehende  Gruppe  eine  invariante  Untergruppe  der  sym- 
metrischen Gruppe  von  Primzahlindex  ist.  Die  Funktion  x^  —  x^ 
bleibt  nur  für  die  identische  Substitution  ungeändert  und  man  kann 
deshalb  mit  ihrer  Hilfe  x^  und  x^  ausdrücken,  während  sie  selbst 
durch  eine  Quadratwurzelausziehung  gefunden  wird. 

Auch  für  n  =  3  hat  die  symmetrische  Gruppe  nur  eine  ausgezeich- 
nete Untergruppe  von  Primzahlindex,  die  Gruppe  der  „geraden"  Sub- 
stitutionen *^).  Die  Adjunktion  von  P  =  (a^j  —  i*^)(^i  —  ^s)(^  —  ^s) 
reduziert  die  Gruppe  der  Gleichung  auf  die  Gruppe  der  geraden  Sub- 
stitutionen, die  hier  aus  den  Potenzen  des  Cyklus  {x^x^x^)  bestehen. 
Die  ursprüngliche  Gleichung  ist  nach  der  Adjunktion  cyklisch  und 
die  Methode  von  Nr.  8  führt  zur  Lösung.  Man  bildet  mit  Hilfe  der 
dritten  Einheitswurzel  cc  die  Funktionen 

x^  +  ax^  +  a^x^     und     x^  -f-  a^x^  -f-  c^x^, 


69)  Oeuvr.  2,  p.  219,  220. 
60)  Vgl.  Nr.  7. 

61)IA6,  Nr.  7. 
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deren  dritte  Potenzen  und  deren  Produkt  dem  durch  die  genannte  Ad- 
junktion erweiterten  Rationalitatsbereich  angehört  Ist  die  Oleichung 
x^  +  px^  '{'  qx  •■\-  r  =  0j  so  findet  man 


(8) 


s 


(9)  («1  +  «a^  4-  a*«,)  (a;,  +  «*a;,  +  aa^)  =  p*  —  3« . 

Die  GrOssen  x^,  %,  a;,  bestimmen  sich  aus  (8)  und  es  wird 


(10)  3a:,  =  -  p  +]^-_p»+i.|,2-^r--|-(«»  -  «)P 

+l^-p'+yM-^r  +  |-(«>-«)P, 

wobei  wegen  (9)  das  Produkt  der  beiden  dritten  Wurzeln  gleich/)*— 3g 
sein  muss.  Wählt  man  im  übrigen  auf  der  rechten  Seite  von  (10) 
die  dritten  Wurzeln  auf  alle  Arten,  so  erhält  man  ausser  x^  noch  x^ 
und  x^  aus  derselben  Formel.  Es  ist  P*  gleich  der  Diskriminante  D 
der  Gleichung  und 

D  =  —  ^p^r  +  p\^  +  \9^pqr  —  Aq^—  27  r«. 

Bedenkt  man  noch,  dass  a*  —  «  =  +  i  ]/3,  so  erhält  man  Mr  p  =  0 
die  gewöhnliche  Cardanische  Formel**) 


-  - y- ;  +  V?T| + K  -  T  -VtTI 

als  Lösung  der  Gleichung  s^-j-  qx  -^  r  =  0. 

Der  Fall,  in  welchem  die  Koeffizienten  q  und  r  reell  sind  und 

—  +  -It-  negativ  ist,  ist  bemerkenswert.   Es  sind  in  diesem  Falle  die 

drei  Wurzeln  rr^,  x^,  x^  reell  und  ergeben  sich  aus  der  Cardanischm 
Formel  auf  imaginärem  Wege*').  Man  kann  diesen  Fall,  welcher  der 
casus  irredudbüis  genannt  wird,  mit  der  Trisektion  des  Winkels  [III A2] 
in  Verbindung  bringen.     Zu    diesem   Zweck  hat  man  die   Gleichung 


62)  Zuerst  von  G.  Cardano  wider  den  Willen  des  Entdeckers  (p.  503)  publizieri 

63)  Dass  die  Formel  auch  in  diesem  Falle  die  Wurzeln  liefert,  hat  MafaeUo 
Bonibelli  bemerkt  (l'algebra  1679),  der  hierdurch  yeranlasst  wurde,  die  imagin&ien 
Urössen  einzuführen.    Man  vgl.  auch  Nr.  27. 
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x^-^-  px  -{-  q  =  0  auf  diejenige,  welche  sin  -|-  in  Funktion  von  sin  tp 

definiert,  d.  h.  auf  a:^  —  -  a:  +  -~  ^^^  9  "==  ^  zurückzufahren^). 

Für  den  Grad  n  =  4  hat  man  zunächst  wieder  die  GcUois'sche 
Gruppe  der  allgemeinen  Gleichung  auf  die  der  geraden  Substitutionen 
zu  reduzieren,  was  durch  Adjunktion  von 

d.  h.  durch  Adjunktion  der  Quadratwurzel  aus  der  Diskriminante  ge- 
schieht. Die  Gruppe  der  geraden  Yertauschungen  hat  auch  nur  eine 
invariante  Untergruppe  von  Primzahlindex.  Diese  Untergruppe  be- 
steht aus  den  vier  Substitutionen  1,  {x^x^{x^(x:^}  (j^i^z)i^i^A)  ^^^ 
(^1^4) (^2 ^s)-  ^^^  Funktion  x^x^-^  x^x^=^  y^^  welche  bei  diesen  Sub- 
stitutionen unge'ändert  bleibt  und  bei  allen  anderen  geraden  Substitu- 
tionen sich  ändert,  ist  Wurzel  der  Resolvente 

(y  —  x^x^--  Xf^x^)  {y  —  x^x^^  —  x^x^)  (y  —  x^x^  —  x^x^)  =  0. 

Diese  Resolvente  ergiebt  sich  in  der  Form 

(11)  f-  qy'+{pr  -  4s)  y  -  [s{p^-  4g)  +  r']  =  0, 
wenn  als  Gleichung  4*^°  Grades 

(12)  a^  +  px^'i-qs^'i'rX'+'S^O 

angenommen  worden  ist.  Die  Koef^ienten  dieser  Resolvente  sind 
also  rational  in  den  Koeffizienten  der  Gleichung  4^^*  Grades  und  er- 
fordern die  Quadratwurzel  aus  der  Diskriminante  zu  ihrer  Darstellung 
nicht.  Durch  die  Adjunktion  dieser  Quadratwurzel  erscheint  die  Re- 
solvente als  cyldische  Gleichung  dritten  Grades. 

Durch  die  Adjunktion  der  Grösse  y^,  die  noch  zu  der  Adjunktion 
von  P  hinzukommt,  wird  die  Gruppe  der  Gleichung  (12)  auf  die 
Gruppe  A  jener  vier  Substitutionen  reduziert.  Die  vier  Substitutionen 
sind  „vertauschbar'',  d.  h.  es  geben  zwei  von  ihnen  T  und  8  dasselbe 
Produkt,  ob  man  die  Produktbildung  nach  der  Formel  TS  oder  nach 
der  Formel  ST  vornimmt.  Es  konstituieren  deshalb  die  beiden  Sub- 
stitutionen 1  und  {x^x^{oc^x^  eine  invariante  Untergruppe  \  der 
Gruppe  A.  Die  Funktion  Xj^x^  bleibt  für  die  Substitutionen  von 
Aj  ungeändert  und  ändert  sich  bei  jeder  andern  Substitution  von  A 
in  x^x^.  Die  Funktion  x^x^  genügt  also  einer  Gleichung. 2**°  Grades, 
nämlich  der  Gleichung 


64)  Zuerst  findet  sich  diese  trigonometrische  Lösung  bei  Vieta,  nian  vgl. 
F,  Vieta,  Opera  mathematica  op.  atque  stnd.  F,  a  Schooten,  Lugduni  Batavorum 
1646,  p.  91,  wozu  noch  die  ebendaselbst  sich  befindende  appendix  a,h  Älexandro 
Andersono  operi  subniza  p.  159  beizuziehen  ist. 
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{z  —  x^x^{z  —  x^x^  =  jb*—  {x^x^  +  x^x^a  +  x^x^x^x^=Oj 

deren  Koeffizienten  dem  zweimal  erweiterten  Rationalitatsbereich  an- 
gehören.  Wir  erweitem  den  Rationalitatsbereich  zum  dritten  Hai, 
inden\  wir  zu  den  früher  adjungierten  Grössen  noch  x^x^  hinzu  ad- 
jungieren.  Die  Gruppe  der  Gleichung  (12)  ist  nun  die  Gruppe  A^. 
Die  Funktion  x^  —  x^  geht  für  die  nichtidentische  Substitution  von  A^ 
in  ihr  Entgegengesetztes  über,  lasst  sich  also  durch  eine  Quadrat- 
wurzelausziehung bestimmen.  In  x^  —  x^  und  den  früher  adjungierten 
Grössen  und  den  Koeffizienten  py  q,  r,  8  kann  man  x^,  s^^  x^  und  x^ 
selbst  darstellen. 

Statt  der  Funktion  y^  =^  x^x^-^-  x^x^  kann  man  auch  die  Funk- 
tion Ol  =  (iCi  +  a:i  —  x^  —  x^*  benutzen^  die  bei  genau  denselben 
Substitutionen  ungeandert  bleibt  Nach  Nr.  7  und  Nr.  16  kann  man 
y^  in  6^  ausdrücken  und  umgekehrt.    Es  ergiebt  sich 

Vi^ 4 > 

und  es  geht  durch  diese  Substitution  die  Besolyente  (11)  in 

e3_  {Sp^—  8g)e*+  (3i)*—  IGp^q  +  16g«+  I6pr  —  64s)e 

—  (/— 4pg  +  8r)«=0 

über.  Die  drei  Wurzeln  O^^  Og^  %  dieser  neuen  Resolvente  sind  Quadrate 
ganzer  Funktionen  der  x,  wodurch  nahe  gelegt  wird,  die  Quadrat- 
wurzeln yö^,  V%9  V%  einzuführen.    Es  ist  dann 

^  +  ^  +  ^z  +  ^i'^—P 
^1  +  ^2  —  ^8  —  ^4  =  V^ 

X^        X^  -y"  X^        X^  =  r  "s 

Xi    x^    x^  "T  ^4  ^^^  y%  • 

Hierdurch  ergeben  sich  x^,  x^,  x^^  x^  gleich  zusammen.  Trotz  dieser 
Veränderung  in  der  Anordnung  liegt  vom  substüutionenffiearetiscken 
Standpunkt  keine  wesentlich  neue  Lösung  vor.  Die  Adjunktion  Ton 
^1  "h  ^  —  ^8  —  ^4  bedeutet  genau  dasselbe  wie  die  Adjunktion  von 
x^x^.  Die  gleichzeitige  Adjunktion  von  x^^  -{-  x^  —  x^  —  x^  und 
Xi  —  ^8  +  ^8  —  ^4  bedeutet  dasselbe,  was  die  gleichzeitige  Adjunk- 
tion von  P,  x^x^  und  x^  —  x^  besagt,  denn  in  beiden  Fällen  ist  die 
identische  Substitution  die  einzige,  die  alle  adjungierten  Funktionen 
ungeandert  lässt.  So  braucht  nun  auch  x^  —  x^  —  ^s  +  ^4  nicht  mehr 
besonders  eingeführt  zu  werden.     Es  ist 

(Xi  -f-  X^  X3  X^)  (X^  X^  "f-  X^  X^  (Xi  X^  —  ^8  "T    ^4) 

=  — jp*  +  4tpq  —  8r. 
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Hierdurch    ist    auch    die   Willkürlichkeit    in   jenen    Quadratwurzeln 
beschränkt**). 

Die  Auflosung  der  Gleichung  2**°  Grades  war  schon  im  Altertum 
bekannt.  Die  Gleichung  vom  3**°  Grad  ist  zuerst  von  Sdpione  dal  Ferro 
(1496—1525)  und  1535  durch  Nicoh  Ta/rUigliay  die  vom  4**'*  bald  nach- 
her von  Lodovico  Ferrari  gelöst  worden.  Andere  Lösungen  sind  später 
von  Bene  Des-Cartes,  von  Walter  von  Tschimhausen  und  i.  EtUer  gegeben 
worden.  Lagrange^^)  hat,  indem  er  die  älteren  Lösungsmethoden  analy- 
sierte^ bemerkt,  dass  die  Radikale,  vermittelst  deren  die  Lösung 
erreicht  wird,  sich  in  den  Wurzeln  a;^,  x^, .  . .  der  zu  lösenden 
Gleichung  rational  ausdrücken  lassen.  Lidem  er  die  Resolvente 
bildete,  der  eine  solche  Funktion  von  x^j  x^  .  . .  genügt  und  dabei 
die  anderen  Funktionen  von  x^^x^,.,,,  welche  dieselbe  Resolvente 
befriedigen,  aufstellte,  wurde  er  zur  Anwendung  der  Substitutionen 
gefahrt.  Er  konnte  nun  direkt  Lösungen  aufbauen;  diese  unter- 
scheiden sich  in  der  Form  kaum  von  den  soeben  gegebenen.  Da 
nun  bei  der  Gleichung  3*®"  Grades  der  Ausdruck  x^  -f-  ax^  +  a^x^ 
und  beim  4*®"  Grad  der  Ausdruck  x^  —  ^g  +  ^s  —  ^a  auftrat,  so  kam 
Lagrange  dazu,  den  Ausdruck  x^-j-  QX^-j-  q^x^  +  •  •  •  +  Q*"^  Xn  zu  be- 
trachten, in  dem  q  eine  n*®  Einheitswurzel  bedeutet.  Dieser  Ausdruck 
führte  auf  die  nach  Lagrange  benannte  Resolventc  ®').  Wenn  nun 
auch  die  Auflösung  der  Gleichung  w**°  Grades  auf  diesem  Wege  nicht 
gelingen  konnte,  so  hat  diese  Betrachtung  doch  in  hohem  Masse  die 
Entwicklung  der  Gleichungstheorie  gefördert.  Ausser  Lagrange  sind 
hier  noch  besonders  Waring^)  und  Atig.  Vandermonde^)  zu  nennen 
als  solche,  welche  die  Theorie  der  symmetrischen  Funktionen  [I  B  3  b, 
Nr.  1 — 3]  und  der  Resolventenbildung  [IB3f]  entwickelt  haben. 

65)  Hinsichtlich  der  älteren  Auflösungsmethoden  für  die  Gleichungen  8^^ 
und  4^®°  Grades  vgl.  man  L.  Maähiessen,  Grundzüge  der  antiken  und  modernen 
Algebra  der  litteralen  Gleichungen,  Leipzig  1S78.  Hier  finden  sich  auch  die 
vielfachen  modernen  Formen  der  Lösungen,  insbesondere  auch  diejenigen,  die 
sich  auf  die  Invariantentheorie  [I B  2,  Nr.  8,  Anm.  169]  gründen,  und  ein  chrono- 
logisches Verzeichnis  der  Gesamtlitteratur. 

66)  Räflexions  etc.  oeuvr.  3 ,  p.  205  fP.  (nouv.  mäm.  d.  TAcad.  de  Berlin 
1770,  1771). 

67)  Oeuvr.  3,  p.  331  fif.;  man  vgl.  auch  die  ausführliche  Darstellung  bei 
J.  Ä.  Serret,  1.  Aufl.  p.  229,  3.  Aufl.  2,  p.  454,  5.  Aufl.  2,  p.  488. 

68)  Miscellanea  analytica,  Cantabrigiae  1762,  p.  34.  Meditationes  algebraicae, 
Cantabiigiae  1782,  p.  1 — 30,  wo  die  allgemeine  Theorie  der  symmetrischen 
Funktionen  behandelt  ist;  ausserdem  beachte  man  noch  besonders  p.  86,  81,  84, 
wo  verschiedene  einfache  Besolventen .  gebildet  werden. 

69)  Histoire  de  TAcaddmie  des  sciences  de  Paris  1771,  p.  365  ff.;  diese  Ar- 
beit ist  schon  im  Jahr  1770  gelesen  worden. 


504  I B  3  c,  d.   Gkdois^Bche  Theorie  mit  Anwendungen. 

18.  Niohtanflöebarkeit  der  allgemeinen  Gleiohnngmi  höherer 
Grade.  Die  Auflösung  der  allgemeinen  Gleichung  n*^  Ghrades  ist  Ar 
n  ^  5  nicht  mehr  durch  Wurzelzeichen  möglich.  Die  Ocihufsdie 
Gruppe  der  Gleichung  ist  zunächst  die  symmetrische  Gruppe,  und 
diese  hat  nur  eine  invariante  Untergruppe  von  Primzahlindex,  die 
Gruppe  der  geraden  Substitutionen  oder  die  ,,altemierende^  Ghiippe 
[I  A  6,  Nr.  7].  Diese  aber  besitzt  keine  ausgezeichnete  Untergruppe 
mehr,  die  von  ihr  selbst  und  der  Identität  verschieden  ware^).  Die 
Faktoren  der  Zusammensetzung  sind  also  für  die  symmetrische  Ghiippe 

2  und  "s-w!,   sobald  n>5  ist.    Nach  dem  Grolois^sclien  Kriterium  ist 

also  die  Auflösung  nicht  möglich. 

Den  ersten  wirklichen  Beweis  für  die  Nichtauflösbarkeit  der  all- 
gemeinen Gleichungen,  deren  Grad  den  vierten  übersteigt,  hat  1826 
Abd  gegeben'^).  Sein  Beweis  besteht  aus  zwei  Teilen.  In  dem  ersten 
Teil  wird  gezeigt,  dass  die  Lösung,  wenn  sie  überhaupt  möglich  ist^ 
so  gestaltet  werden  kann,  dass  alle  Radikale  sich  in  den  Wurzeln 
XtjX2j..'Xn  der  zu  lösenden  Gleichung  rational  ausdrücken  lassen. 
Damit  war  also  die  Allgemeingiltigkeit  der  Bemerkung  bewiesen,  die 
Lagrange  an  den  bekannten  Auflösungen  der  Gleichungen  3^°  und 
4teQ  Grades  gemacht  hatte.  Der  zweite  Teil  des  Äbel^schen  Beweises 
ist  substitutioneniheoretischer  Natur.  Es  wird  hier  gezeigt,  dass  das 
innerste  Wurzelzeichen  —  von  einer  numerischen  Konstanten  ab- 
gesehen —  mit  dem  Differenzenprodukt  der  Grössen  Xiy  Xfty . . .  x^  übei> 
einstimmen  müsste;  dasjenige  Wurzelzeichen,  welches  nur  das  eine 
innerste  Wurzelzeichen  enthielte,  führt  dann  für  n  =  5  auf  eine 
Funktion  von  x^,  x^,  . . ,  x^  mit  widersprechenden  Eigenschaften.  Nun 
wird  noch  auf  die  Nichtauflösbarkeit  der  allgemeinen  Gleichungen 
von  höherem  als  fünftem  Grad  geschlossen.  Einen  Vorlaufer  hat 
Ähd  an  P.  Ruffini  gehabt'*).  Ruffini  setzt  ohne  Beweis  voraus,  dass 
die  in  die  Lösung  eingehenden  Radikale  sich  rational  in  Xj^,a^y,..x^ 
ausdrücken  lassen;  dagegen  führt  er  den  substitutionentheoretischen 
Teil   des   Beweises    einwandsfrei    durch,   zugleich   in    derjenigen   ein- 


70)  L.  Kronecker,  Berl.  Ber.  1879,  p.  208—210;  C.  Jordan,  trait^  p.  63,  64. 

71)  J.  f.  Math.  1  (1826),  p.  65  =  oeuvres,  nouv.  ^d.  1,  p.  66;  einen  nicht  voll- 
ständig ausgeführten  Beweis  hatte  Abel  bereits  im  Jahr  1824  veröffentlicht, 
8.  oeuvr.  1,  p.  28. 

72)  Biflessioni  intomo  alla  soluzione  delle  equazioni  algebriche  generali, 
Modena  1813.  Hinsichtlich  dieser  und  der  früheren  Arbeiten  von  Buffini  vgl. 
H.  Burkhardt,  „die  Anfange  der  Gruppentheorie  und  Paolo  Ruffini",  Zeitschr. 
Math.  Phys.  37  (1892),  Suppl.  p.  119;  ital.  Ann.  di  Mat.  (2)  22  (1894),  p.  176 
[JA 6,  Nr.  1]. 
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fächeren  Form^  die  meist  als  ^fWantjseFsche  Modifikation  des  AbeVschen 
Beweises^  bezeichnet  worden  ist.  Kronecker  hat  den  ersten  Teil  des 
AbeVsehen  Beweises  noch  erheblich  vereinfacht'*). 

19.  Gleichangen  mit  regulärer  Gruppe.  Eine  irreducible  Glei- 
chung mit  der  Eigenschaft^  dass  von  ihren  Wurzeln  jede  in  jeder 
rational  ist,  wird  von  Kronecker  eine  „(raiois'sche  Gleichung^'  genannt'*); 
die  GcUois^Qchen  Resolventen  besitzen  die  Eigenschaft.  Die  Gruppe  f 
einer  solchen  Gleichung  muss  (Nr.  6)  transitiv  sein,  und  da  Xi  in  Xk 
ausgedrückt  werden  kann,  so  muss  jede  Substitution  der  Gruppe,  die 
Xk  ungeändert  lässt,  auch  x^  ungeändert  kssen.  Eine  genauere  Über- 
legung ergiebt,  dass  die  Zahl  der  Operationen  von  f,  d.  h.  die  Ord- 
nung der  Gruppe,  mit  der  Zahl  der  Buchstaben  Xi,  x^^  ,..  x»,  d.h. 
mit  dem  Grad  der  Gleichung,  also  dem  „Grad  der  Substitutionsgruppe^^, 
übereinstimmen  muss.  Es  giebt  dann  genau  eine  Substitution,  die 
einen  gegebenen  Buchstaben  in  einen  gegebenen  Buchstaben  überführt 
Eine  solche  Gruppe  wird  ab  „regulär"  bezeichnet 

20.  Gleiohxingen  mit  oommutativer  (permutabler)  Gruppe.  Eine 
Gleichung  f(x)  =  0,  deren  Gruppe  aus  vertauschbaren ''^)  Operationen 
besteht,  ist  auflösbar''^).  Es  lassen  sich  nämlich  aus  einer  solchen 
Gruppe  gewisse  Operationen  G^,  %,  %,  ...  mit  den  Ordnungen  m^, 
ni^y  m^y  ...  so  aussuchen,  dass  %  ^  ^  ^  ^  ^  -  "^  dass  femer  m^  ein 
Vielfaches  von  nt^,  dieses  ein  Vielfaches  von  m^  ist  u.  s.  f.,  und  dass 
in  der  Formel 

Gf»  eg«  ej» . . . 

für  |[ti=0,  1, ...  m^  —  1;  (1^=0,1, ...  m^  —  1;  ftj^O,  1, ...  Wj — 1, ... 
jede  Operation  der  Gruppe  einmal  und  nicht  häufiger  enthalten  ist^^. 
Ist  nun  p  ein  Primteiler  von  m^y  so  bilden  die  Operationen 

»'1=0,  l,-- 5" -1 

ej^^ef^ej...-!  ^=0,  i, ...  m,- 1 

fis=0,  1,  ...  i»s— 1 


eine  ausgezeichnete  Untergruppe  vom  Index  p. 


73)  Berl.  Ber.  1879,  p.  206. 

74)  Andere  Schriftsteller  nennen  so  die  Gleichungen  Ton  Nr.  25 ;  Weber  nennt 
die  obigen  Gleichungen  „Normalgleichungen**. 

75)  Die  Operationen  T  und  S  sind  vertauschbar,  wenn  TS  ==^  ST  ist. 

76)  C,  Jordan,  traitä  p.  287  flF. 

77)  E.  Schering,  Gott.  Abh.  14  (1868),  math.  Gl.  p.  8;  L.  Kronecker,  Berl. 
Ber.  1870,  p.  881  =  Werke  1,  p.  271;  G.Frobenius  u.  L,  Stidcelberger,  J.  f.  Math.  86 
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Nun  bilde  man  eine  Funktion  g{xij  Xtj  ...  a?»)  der  Wurzeln  der 
Gleichung^  die  sich  bei  den  Substitutionen  der  Untergruppe  nicht 
ändert  und  bei  allen  anderen  Substitutionen  der  Gleichungsgruppe 
sich  numerisch  ändert.  Die  Orösse  g  genügt  nach  Nr.  10  einer 
cyklischen  Gleichung  und  kann  nach  Nr.  8  durch  Wurzelausziehungen 
gefunden  werden.  Durch  die  Adjunktion  von  g  wird  die  Gruppe  der 
Gleichung  f{x)  =  0  auf  die  genannte  ausgezeichnete  Untergruppe 
reduziert.  Durch  Wiederholung  des  Verfahrens  wird  die  Gleichung 
aufgelöst. 

31.  AbePsohe  Gleiohiuigen.  In  seinem  ^^^moire  sur  une  classe 
particuliere  d'equations  r^solubles  alg^riquement'^  hat  Ähd  im  wesent- 
lichen drei  Sätze  aufgestellt^  die  so  formuliert  werden  können  ^^: 

Erster  Satz:  Wenn  von  zwei  Wurzeln  x^  und  x^  einer  irredu- 
cibeln  Gleichung  die  zweite  in  der  ersten  rational  ausgedrückt  werden 
kann^  so  dass  x^^=»^{x^  ist^  wenn  femer  unter  den  Grössen 

^u  ^{^i)y  ö(e(a:i)),  e (e (e (iCi))), ... 

die  n  ersten  von  einander  verschieden  und  die  n  +  1**  gleich  x^  ist, 
so  ist  m  •  n  der  Grad  der  irreducibeln  Gleichung,  und  diese  lässt  sich 
in  m  Gleichungen  n*®°  Grades  zerlegen,  deren  Koeffizienten  von  je 
einer  Wurzel  einer  Gleichung  w**°  Grades  abhängen. 

Zweiter  Satz:  Wenn  die  n  verschiedenen  Wurzeln  einer  Gleichung 
«*•**  Grades  in  der  Form  x^,  ^{Xi)y  0(9(a:i)),  ...  dargestellt  werden 
können,  wo  9  eine  rationale  Funktion  bedeutet,  für  deren  n**  Iteration 
e^")  die  Relation  G^"^  (x^)  =  x^  besteht,  so  ist  die  Gleichung  auflösbar. 

Dritter  Satz:  Die  Wurzeln  einer  Gleichung  seien  alle  in  einer 
von  ihnen  x^  rational  ausdrückbar.  Falls  irgend  zwei  Wurzeln  durch 
d(Xi)  und  Qi(x^)  dargestellt  sind,  so  sei  immer  Qi{0{xj)  =  Q(d^(Xi)). 
Die  Gleichung  ist  dann  auflösbar. 

Von  den  im  ersten  Satz  auftretenden  Gleichungen  n*®°  Grades 
hat  Äbd  ausserdem  bewiesen,  dass  jede  nach  Adjunktion  jener  Wurzel 
der  Gleichung  m*^  Grades  die  Voraussetzungen  des  zweiten  Satzes 
erfüllt,  also  lösbar  ist.  Die  Gleichungen  des  dritten  Satzes  heissen 
yyAberHche  Gleichungen^^,  die  des  zweiten  Satzes  bilden  einen  Spezialfall 
davon  und  heissen  j^einfache  ^ftePsche  Gleichungen"^^). 


(1879),  p.217;  Netto,  Substitutionentheorie  p.  143;  2f.  ITcfter,  Math.  Ann.  20  (1882), 
p.  301,  Algebra  2,  p.  32  [IA6,  Nr.  20]. 

78)  J.  f.  Math.  4  (1829),  p.  181  flf?  u.  N,  H.  Abel,  oeuvr.  nouv.  ^d.  p.  487, 
491,  499. 

79)  L.  Kronecker,  Berl.  Ber.  1877,  p.  846. 
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Die  Sätze  lassen  sich  mit  der  Gahis'&chen  Theorie  leicht  in 
Verbindung  setzen^  was  hier  nur  fttr  den  zweiten  ausgeführt  werden 
mag.  Die  Gleichung  kann  als  irreducibel  angesehen  werden  ^  da  der 
andere  Fall  sich  auf  diesen  zurückfahren  lässt.  Nun  können  die 
Wurzeln  so  mit  Xi,  Xi, ,,,  Xn  bezeichnet  werden^  dass 

ist.  Es  giebt^  wenn  k  beliebig  vorgeschrieben  wird,  eine  Substitution 
der  Gleichungsgruppe,  die  x^  in  Xi^k  überführt.  Diese  Substitution 
muss,  wenn  sie  in  den  vorigen  Relationen  ausgeführt  wird,  wieder 
richtige  Relationen  ergeben,  sie  muss  also  x^  in  Xt^ky  ^  in  ^8+* 
u.  8.  f.  verwandeln.  Die  Gruppe  besteht  somit  aus  den  Wieder- 
holungen (Potenzen)  der  cyklischen  Substitution  (xiXiX$  .,.  Xn).  Nun 
kann  aus  Nr.  8  oder  Nr.  20  auf  die  Auflösbarkeit  geschlossen  werden. 

Die  Gleichungen  des  dritten  Satzes  ergeben  sich  als  solche  mit 
permutabler  Gruppe  und  lassen  sich  also  unter  Nr.  20  subsumieren. 
Umgekehrt  sind  alle  Gleichungen  mit  permutabler  Gruppe,  wenigstens 
dann,  wenn  sie  irreducibel  sind,  ÄbeCsche  Gleichungen *^). 

Den  allgemeinen  Ausdruck  für  die  Wurzeln  ^teTscher  Gleichungen 
hat  Kranecker  gefunden  ^^);  zugleich  ergab  sich  ihm  das  Resultat,  dass 
alle  Wurzeln  Äbd'scheT  Gleichungen  mit  ganzzahligen  Koeffizienten 
gleich  rationalen  Funktionen  von  Einheitswurzeln  sind  mit  rationalen 
Koeffizienten®*). 

22«  KreisteiliingBgleiohiingen.  Es  sei  p  eine  Primzahl.  Die 
p*^  Einheitswurzeln  genügen  der  Gleichung  x^ — 1  =  0.  Nimmt 
man  aus  der  linken  Seite  den  rationalen  Faktor  x  —  1  heraus,  so 
bleibt  die  Gleichung  XP-^  +  ^~*  +  --+a:*-j-a;+  1=0  übrig. 
Diese  Gleichung  ist  irreducibel^);  dabei  ist  angenommen,   dass  zum 


80)  C.  Jordan,  tnit4  p.  286  ff.;  E.  Netto,  Substdtutionentheorie  (188S), 
p.  206;  H.  Weber,  Algebra  1,  p.  584  ff. 

81)  Berl.  Ber.  1853,  p.  371  fOr  einfache  AbeFBche  Gleichungen  und  1877, 
p.  849,  für  „mehrfaltige''.  Man  vgl.  auch  G.  P.  Young,  Am.  J.  of  math.  9  (1887), 
p.  225  n.  p.  238;  H.  Weber,  Marburger  Ber.  1892,  p.  58;  E.  Netto,  Math.  Ann.  42 
(1893),  p.  447 ;  H.  Weber,  Algebra  2,  p.  107. 

88)  Für  einfache  AbeTiche  Gleichungen  Berl.  Ber.  1853;  ausführliehe  Be- 
weise bei  H.  Weber,  Acta  math.  8  (1886),  p.  193  u.  D.  Hubert,  Gott.  Nachr.  1896, 
p.  29.  In  den  Berl.  Ber.  von  1877,  p.  845  hat  Kronecker  gezeigt,  wie  dies  Re- 
sultat auf  die  mehrfaltigen  A^ff  sehen  Gleichungen  ausgedehnt  wird,  die  durch 
Komposition  aus  den  einfachen  gebildet  werden  können.  Hinsichtlich  dieser 
Komposition  vgl.  man  noch  Kronecker,  Berl.  Ber.  1882,  p.  1059. 

83)  Gauss,  Werke  1,  p.  317.  Vgl.  hierzu  auch  Eieenstein,  J.  f.  Math.  39 
(1850),  p.  167  u.  L.  Kronecker,  J.  f.  Math.  29  (1845),  p.  280,  J.  de  math.  [1]  19 
(1854),  p.  177,  [2]  1  (1856),  p.  392  «  Werke  (1895)  1,  p.  1,  75,  99. 
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Bationalitätsbereich  nur  die  rationalen  Zahlen  gehören^  dass  also  der 
,,absolute^'  Bationalitätsbereich  zu  gründe  gelegt  ist  [I  B  1  c^  Nr.  2]. 
Die  genannten  Gleichungen  sind  von  Gauss  ausführlich  behandelt 
worden  [I C  4].  Da  die  j)^°  Einheitswurzeln  durch  p  äquidistante 
Punkte  eines  Kreises  geometrisch  repräsentiert  werden,  so  hängt  yon 
diesen  Oleichungen  die  Teilung  des  Kreises  in  p  gleiche  Teile  ab^ 
man  nennt  sie  deshalb  Ereisteilungsgleichungen^). 

Setzt  man  a  =  6  ^  ^  so  sind  die  sämtlichen  Wurzeln  der  Gleichung 

(13)  xP-^  +  xP-^  -j f-  a;  +  1  =  0 

durch  a,  a^,  a*,  .. .  «p— *  dargestellt.  Diese  Grössen  heissen  die  „primi- 
tiven jp^°  Einheitswurzeln^.  Man  kann  eine  ganze  Zahl  g  auf  mehrere 
Arten  so  bestimmen,  dass  die  Potenzen  g,  g^y  g^,  ...  g^^^  mit  p  divi- 
diert, abgesehen  von  der  Ordnung,  die  Beste  1,  2, ...  p  —  1  ergeben**); 
dabei  giebt  g^~^  stets  den  Rest  l,^)  Man  nennt  g  eine  ,J*rimitiv- 
wurzel"  der  Primzahl  p  \IC  1].  Die  primitiven  p^^  Einheitswurzeln 
können  nun  auch  in  der  Form 

cfif"     (5i  =  0,  1,  2,  ...j)  — 2) 

geschrieben  werden. 

Gauss  hat  für  die  Behandlung  der  Kreisteilungsgleichungen  zwei 
Verfahren  angegeben.  Das  eine  dient  dazu,  die  Gleichung  (13)  auf 
Gleichungen  niedrigerer  Grade  zu  reduzieren  und  beruht  auf  der  Ein- 
führung der  Perioden®^).  Unter  einer  „Periode^^  versteht  Gauss  im 
Grund  eine  Summe 

(14)  «^  +  c^^*  +  a^s^'  +  a^s^'  -j [-  a^9^^^^\ 

wo  f  ein  Teiler  von  p  —  1  und  ef  =  p  —  1  ist.  Der  Wert  dieser 
Summe  hängt  von  der  Wahl  von  g  nicht  ab  und  wird  daher  von 
Gauss  mit  (f,  A)  bezeichnet.  Gatiss  beweist  nun,  dass  die  verschie- 
denen zu  demselben  f  gehörigen,  d.  h.  aus  /"„Gliedern"  bestehenden 
Perioden  (/*,  X),  (/',  A'),  (/*,  A"),  ...  alle  in  einer  von  ihnen  rational 
dargestellt  werden  können^).     Die  eine  Periode,  die  zur  Darstellung 


84)  Ausführlich  wird  die  Ereisteilung  behandelt  von  P.  Bcuihmann,  die 
Lehre  von  der  Kreisteilung  und  ihre  Beziehungen  zur  Zahlentheorie,  Leipzig  1872. 
Vgl.  auch  E.  Netto,  Vorlesungen  über  Algebra,  Leipzig  1896,  1,  p.  259  ff. 

86)  Existenz  und  Eigenschaften  der  PrimitiYwurzeln  hat  zuerst  Ga%ut8  be- 
wiesen in  den  Disqu.  arithm.  (1801),  vgl.  Werke  1,  p.  45;  die  Eigenschaften 
waren  Lambert  und  Euler  schon  bekannt. 

86)  Satz  von  Fermat,  opera  math.  (Tolosae  1679),  p.  163. 

87)  Gauss,  Werke  1,  p.  420.     Man  vgl.  auch  p.  421  Anm. 

88)  a.  a.  0.  p.  424. 
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der  übrigen  benutzt  wird,  ergiebt  sich  als  Wurzel  einer  Gleichung 
^•^  Grades,  der  die  genannten  Perioden  genügen.  Ist  femer  f=e'f, 
so  reduziert  sich  die  Berechnung  der  aus  f  Gliedern  bestehenden 
Perioden  auf  die  Berechnung  einer  Wurzel  einer  Gleichung  c'*®**  Grades, 
deren  Koeffizienten  in  jener  früheren  schon  als  berechnet  gedachten 
/"-gliedrigen  Periode  sich  ausdrücken®^).     So  wird  dann  fortgefahren. 

Im  Besitz  der  GoZens'schen  Theorie  kann  man  dies  Verfahren  so 
auffassen.  Falls  rc^  ==  aP^  gesetzt  wird,  besteht  die  Gruppe  der  Glei- 
chung (13)  aus  den  Potenzen  der  Substitution  S  =^  {xiXf  -  Xp—^, 
Die  Potenzen  1,  S*,  S^%  ...  S^/— i)*  bilden  eine  ausgezeichnete  Unter- 
gruppe vom  Index  e.  Die  Periode  (/*,  k)  ist  eine  Funktion  der  Wur- 
zeln, die  für  die  Substitutionen  der  Untergruppe  ungeändert  bleibt 
und  bei  allen  anderen  Substitutionen  der  Gruppe  sich  numerisch 
ändert;  dies  lässt  sich  auch  direkt  beweisen.  So  wird  also  (/*,  A)  einer 
Gleichung  ^^  Grades  genügen,  und  die  Adjunktion  der  Periode  wird 
die  Gruppe  auf  die  genannte  Untergruppe  reduzieren.  Diese  ist  über- 
dies intransitiv,  und  es  zerfällt  die  Gleichung. 

Das  zweite  Gowss'sche  Verfahren*^)  dient  dazu,  die  im  vorigen 
genannten  Gleichungen  e**",  e'^^  Grades  auf  reine  Gleichungen  zu 
reduzieren.  Man  kann  auch  mit  Hilfe  des  Verfahrens  gleich  die 
ganze  Gleichung  (13)  auf  reine  Gleichungen  reduzieren.  Sind 
a,  6,  c,  . . .  m  die  Wurzeln  der  Gleichung  e**°  Grades  und  ist  R  eine 
e**  Einheitswurzel,  so  wird  der  Ausdruck 

gebildet.  Die  e^  Potenz  dieses  Ausdrucks  berechnet  sich  in  B.  rational. 
Es  spielt  also  hier  der  Ausdruck  eine  Bolle,  den  Lagrange  aus  den 
Betrachtungen  über  Gleichungen  3*^  und  4**°  Grades  gewonnen  und 
seiner  Resolvente  der  Gleichung  n****  Grades  zu  Grunde  gelegt  hatte. 

Die  Verallgemeinerung  des  zweiten  GoMSS^schen  Verfahrens  führte 
vermutlich  Abd  auf  den  in  Nr.  21  genannten  zweiten  Satz.  Als  Ver- 
allgemeinerung des  ersten  G^attös'schen  Verfahrens  kann  der  erste 
^befsche  Satz  von  Nr.  21  angesehen  werden.  Mit  Hilfe  dieser  beiden 
Sätze  hat  dann  Abel  den  dritten  Satz  entwickelt. 

23«  Teilungs-  und  Transformationsgleioliungen  der  eUiptiBohen 
Funktionen  [II B  4  a].  In  der  Gleichung  x^  —  a  =  0  kann  man  a  =  e** 
setzen,  dann  erscheint  die  Teilungsgleichung  für  die  Exponentialfunktion, 


89)  p.  426—480. 

90)  a.  a.  0.  p.  449. 
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u 

indem  die  eine  Wurzel  Xq=  e^  ist®^).    Die  sämtlichen  Wurzeln  sind 

Xy  =  e  P  y  wo  V  =  0,1,2,... p  —  1.  Hier  fasst  man  u  als  Tariabd 
auf  und  nimmt  als  Rationalitätsbereicli  die  rationalen  Funktionen  der 
Variabein  e^  mit  rationalen  Koeffizienten.  Die  Gleichung  ist  irredn- 
cibel.  Adjungiert  man  noch  die  p^^  Einheits wurzeln,  so  besteht 
(s.  o.  Nr.  9)  die  Gruppe  der  Gleichung  aus  den  Potenzen  derjenigen 
Substitution^  die  x^  in  x^+i  überfahrt.    Nachdem  man  also  die  GröBsra 

ivjti 

e  '^  ^  d.  h.  die  Wurzeln  der  ,,Periodenteilungsgleichung^  berechnet  hat^ 
braucht  man  (Nr.  8),  falls  p  eine  Primzahl  ist,  nur  noch  eine  |i^ 
Wurzel  auszuziehen,  um  die  allgemeine  Teilungsgleichung  zu  lösen. 
Die  Gleichung  für  die  Teilung  der  Perioden  ist  eben  die  in  der 
vorigen  Nummer  betrachtete  Ereisteilungsgleichung. 

Die  Teilungsgleichungen  für  die  elliptischen  Funktionen  ergeben 
sich,  indem  man  aus  den  elliptischen  Funktionen  mit  dem  Argument  u 

die  Funktionen  mit  dem  Aigument  ~  bestimmt;  dabei  mag  p  wieder 

als  Primzahl  angenommen  sein.  Die  betrachteten  Funktionen  gehören 
alle  zu  demselben  Periodensystem,  und  dieses  soll  sich  aus  den  beiden 
,^primitiyen''  Perioden  2cd  und  2(o'  ableiten.  Die  genannte  Bestim- 
mung kann  nun  für  ein  gegebenes  p  von  einer  einzigen  Gleichung 
G(w)  =  0  abhängig  gemacht  werden.  In  die  Koeffizienten  der  Glei- 
chung gehen  noch  gewisse,  lediglich  von  den  Perioden  abhängige 
Grössen,  die  „Invarianten"  —  beziehungsweise  der  „Modul"  —  ein**); 
diese  Grössen  sind  ebenso  wie  die  Perioden  als  variabel  anzusehen. 
Die  Gleichung,  die  für  variable  Invarianten  irreducibel  ist,  hat  p^ 
Wurzeln   Wy^^'    {y,  i/'  =  0,  1,  2,  .  .  .  p  —  1),    die   den   Argumenten 


91)  Der  Name  „Teilungsgleichung"   wird  vergtändliclier,  wenn  man  die 
Integrale  betrachtet,  durch  deren  Umkehrung  die  Funktionen  —  sei  es  nun  die 

Exponentialfunktion  oder  die  elliptischen  Funktionen  —  entstehen.    Sei  «"»a 


u 


und  e^  =^  X,  so  bedeutet  die  Bestimmung  von  x  die  Bestimmung  der  oberen 


a  1 

I  —  werden  soll. 
1 


M 


Grenze  in  einem  Integral    I  — ,  dessen  Wert  gleich  dem  p*®*^  Teil  des  Integrals 


92)  Hinsichtlich  der  Begriffe  aus  der  Theorie  der  elliptischen  Fimktionen 
vgl.  man  G.  H.  Halphen,  trait^  des  fonctions  elliptiques,  Paris  1886,  insbesondere 
1,  p.  3  ff.  u.  p.  25  ff. 
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»<p-r   »  <p    entsprechen.     Die  Werte,  die  aus  den  Grössen  Wr^r' 

dadurch  hervorgehen,  dass  w  =  0  gesetzt  wird,  sollen  v^^^'  heissen; 
es  sind  diese  Werte  die  Wurzeln  der  Periodenteilungsgleichung,  wobei 
aber  t;o,o  wegzulassen  ist.  Abel  hat  bereits  gezeigt**),  dass  die  allge- 
meine Teilungsgleichung  durch  Radikale  gelöst  werden  kann,  wenn 
man  die  Wurzeln  der  Periodenteilungsgleichung  als  bekannt  ansieht. 
Vom  Standpunkt  der  Galois^schen  Theorie  erklart  sich  dies  so.  Nach 
Adjunktion  der  Grössen  Vyy',  welche  der  Teilung  der  Perioden  ent- 
sprechen, ergiebt  sich  die  Gruppe  der  allgemeinen  Teilungsgleichung 

dadurch,  dass  die  Substitution  (    "» "       )  mit  der  Substitution  (•''''       ) 

auf  alle  Arten  kombiniert  wird.  Diese  Gruppe  ist  kommutativ,  wes- 
halb die  Auflösung  der  allgemeinen  Teilungsgleichung  nunmehr  durch 
Radikale  möglich  ist  (Nr.  20). 

Die  Wurzeln  der  Periodenteilungsgleichung  bestimmen  sich  durch 
^ -j- 1  Gleichungen  vom  Grade  p  —  1;^)  diese  Gleichungen  enthalten 
in  ihren  Koeffizienten  je  eine  Wurzel  einer  und  derselben  Gleichung 
p^l^en  Grades*^).  Wenn  man  diese  Gleichung  jr>  +  1*®"  Grades  als  ge- 
löst annimmt,  so  sind  die  p  -f^  1  Gleichungen  p  —  1**^°  Grades  sämtlich 
durch  Wurzelzeichen  lösbar^).  Von  der  Gleichung  p  -j-  1*®°  Grades 
hat  Abel  vermutet,  dass  sie  für  p>  S  nicht  durch  Wurzelzeichen  ge- 
löst werden  kann.  Gabis  hat  dazu  den  Beweisgrund  beigebracht; 
seine  in  dem  Briefe  an  Chevalier  nur  angedeuteten  Überlegungen  sind 
von  Betti  ergänzt  worden*^).  Die  Wurzeln  v^^^'  der  Periodenteilungs- 
gleichung lassen  sich  in  Systeme  ordnen  und  zwar  kommen  allgemein 
die  Wurzeln 

in  ein  System.  So  entstehen  i>  + 1  Systeme  von  je  p  —  1  Grössen  v. 
Die  Substitutionen  der  Gruppe  der  Periodenteilungsgleichung  führen 
die  Wurzeln  eines  Systems  in  solche  über,  die  gleichfalls  zu  einem 


98)  Oeuvr.  1,  p.  294—305;  man  vgl.  auch  K.  G.  J.  Jacohi,  J.  f.  Math.  3 
(1828),  p.  86  (Werke  1  [1881],  p.  243);  E.  Betti,  Ann,  mat.  fia.  4  (1868),  p.  81  u. 
C  Jordan,  trait^  p.  387. 

94)  Dies  ist  im  wesentlichen  bei  Abel  a.  a.  0.  bewiesen;  bei  ihm  ist  der 

Grad  allerdings  ^— - — ,  da  er  bei  seiner  Darstellung  das  Quadrat  der  Unbekannten 

als  neue  Unbekannte  einführen  kann. 

95)  Abel,  oeuvr.  1,  p.  805—810. 

96)  Abel,  a.  a.  0.  p.  310—314. 

97)  Galois,  oeuvr.  p.  26  ff.;  E.  Betti,  Ann.  mat.  fis.  4  (1858),  p.  81;  man  vgl. 
auch  C  Jordan,  trait^  p.  342  u.  L.  Kronecker,  Berl.  Ber.  1875,  p.  498. 
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System  zusammengehören;  die  Systeme  werden  dadurch  unter  einander 
vertauscht.  Die  Wurzeln  t?i,o  und  t?o,i  können  in  irgend  zwei  solche 
Wurzeln  v^,^'  und  t?v,v',  die  verschiedenen  Systemen  angehören, 
tibergeführt  werden,  und  es  wird  dann  allgemeiner  »«,«'  durch 
Va^-f  a'y,a/i'+a'»'  crsetzt.   Die  Wurzeln  eines  Systems,  z.  B.  die  Grössen 

(16)  Vo,!     t;o,2     »0,»  .  .  .  «'o.p-i 

genügen  einer  Gleichung  p  —  1*®^  Grades,  deren  Koeffizienten  sich  in 
einer  symmetrischen  Funktion  s  derselben  Grössen  (16)  ausdrücken; 
diese  Gleichung  ist  cyklisch  und  daher  durch  Wurzelzeichen  lösbar, 
wobei  natürlich  s  als  adjungiert  zu  denken  ist  Die  Grösse  s 
bestimmt  sich  aus  einer  Gleichung  p  +  !*•**  Grades.  Die  Gruppe  F 
dieser  Gleichung  ergiebt  sich  aus  der  Art,  wie  die  Systeme  mit  ein- 
ander vertauscht  wurden.  Die  zum  Systeme  (15)  gehörende  Grösse  s 
werde  mit  s^  bezeichnet,  wo  der  modp  zu  verstehende  uneigentliche 

Bruch •®)  die  Werte  0, 1,  2, . .  .|)  —  1,  oo  erhält.  Die  oben  genannte 
Substitution  führt  nun  jedes  s«   in  s   «         über,  wo  ji,  v,  /i',  v'  vier 

B/Cste  des  Moduls  p  bedeuten,  für  die  iiv' — ji'v  nicht  durch  p  teilbar 
ist.  Alle  Substitutionen  von  dieser  Art  in  der  Anzahl  (p — l)j)Cp+l) 
bilden  die  Gruppe  f.^)  Nach  Adjunktion  einer  Quadratwurzel  redu- 
ziert sich  die  Gruppe  jener  Gleichung  p  + 1*^  Grades  auf  ^^  )PKP-r 

Substitutionen  [IA6,  Nr.  11]  und  diese  Gruppe  ist  für  p^5  ein- 
fach ^*^),  weshalb  die  Gleichung  nicht  durch  Radikale  gelöst  wer- 
den kann. 

Bei  der  Ti-ansformation  2>*®'  Ordnung  der  elliptischen  Funktionen 
lässt  sich  der  neue  Modul  in  dem  alten  Modul  und  den  Grössen  v,,,' 
ausdrücken,  was  schon  von  Äbd  und  Jacobi  erkannt  worden  ist"*^). 
Zwischen  den  vierten  Wurzeln  der  beiden  Moduln  besteht  eine  Glei- 
chung, die  „Modulargleichung^'^®*);  diese  stellt  daher  im  wesentlichen 


98)  Gauss,  Werke  1,  p.  23. 

99)  Diese  Gruppe  ist  auch  von  E.  Mathieu,  J.  de  math.  [2],  5  (1860),  p.  2i 
behandelt  worden. 

100)  GaJois,  oeuvr.  p.  27  ohne  Beweis;  vgl.  dazu  C.  Jordan,  traite  p.  106. 
Die  sämtlichen  Untergruppen  dieser  Gruppe  hat  J.  Gierster,  Math.  Ann.  18  (1881), 
p.  319  bestimmt. 

101)  AM,  Werke  1,  p.  868  (J.  f.  M.  3  [1828])  K  G.  J.  Jacobi,  Werke  1, 
Berlin  1881,  p.  102  (fundamenta  nova  1829). 

102)  Jacoln,  J.  f.  M.  3  (1828X  p.  192  (Werke  1,  p.  251);  Ad.  Sofmdce,  J.  f.  Math, 
16  (1837),  p.  97 ;  H.  ScHHiter,  de  aequationibus  modularibus  diss.  B^giomonti  Pr. 
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dasselbe  Problem  wie  die  betrachtete  Teilungsgleichung  vor.  Für  die 
Modulargleichung  hat  Jacdbi  eine  andere,  gleichwertige  Gleichung 
eingeführt,  die  ebenfalls  vom  Orade  jp  +  1  ist,  die  sogenannte  „Multipli- 
katorgleichung''^^*).  Durch  die  Eigenschaften  dieser  Gleichungen  ist 
eine  besondere  Art  algebraischer  Gleichungen  p+  ^^^  Grades  definiert, 
die  wir  jetzt  „Jooöif'sche  Gleichungen"  nennen  und  unabhängig  von  der 
Theorie  der  elliptischen  Funktionen  betrachten^®*). 

24.  Beduküon  von  Gleichungen  auf  Normalformen.  Galais 
hat  gefunden,  dass  für  p  =  5,  7,  11  und  nur  für  diese  Werte  der 
Primzahl  p^6  die  Modulargleichung  durch  eine  Gleichung  von  nur 
p^^  Grade  ersetzt  werden  kann;  Betti  hat  den  Beweis  dafür  ausgeführt*®*). 
Für  p  =  5  ist  die  Gruppe  der  Gleichungen,  um  die  es  sich  hier 
handelt,  mit  der  Gruppe  der  geraden  Yertauschungen  von  fünf 
Dingen  holoedrisch  isomorph.  So  erscheinen  spezielle  Gleichungen 
6.  und  5.  Grades,  welche  dieselbe  Gruppe  besitzen  wie  —  nach  Ad- 
junktion einer  Quadratwurzel  —  die  allgemeine  Gleichung  5.  Grades. 
Durch  Untersuchungen  von  Kronecker,  Hermite  und  Brioschi  ist  be- 
wiesen, dass  die  genannten  speziellen  Gleichungen  als  Normalglei- 
chungen benutzt  werden  können,  auf  die  man  die  allgemeine  Gleichung 
5.  Grades  zurückführt*®^).  Klein  hat  dann  die  sogenannte  Ikosaeder- 
gleichung  als  Normalgleichung  eingeführt**^). 

1854;  Ch.  Hermite,  sur  la  th^orie  des  ^quations  modulaires  et  la  r^solution  de 
r^uation  du  cinquiäme  degr^,  Paris  1859  (Par.  C.  B.  1859, 1.  säm.  p.  940, 1079, 1095 
u.  2.  s^m.  p.  15, 110, 141);  H.  Schröter,  J.  f.  Math.  58  (1861),  p.  878;  F.  Müller,  de 
transformatione  functionum  ellipticarum  dies.  Berlin  1867;  L,  Königsberger,  die 
Transformation,  die  Multiplikation  u.  die  Modulargleichungen  der  elliptischen 
Funktionen,  Leipzig  1868,  vgl.  insbesondere  p.  141;  C.  Jordan,  traitä  p.  844; 
F.  Müller,  über  die  Transformation  vierten  Grades  der  elliptischen  Funktionen, 
Berlin,  Jub.schrift  der  Realschule  1872 ;  F.  Brioschi,  Par.  C.  B.  79  (1874),  p.  1065  u. 
80  (1875),  p.  261 ;  jB.  Dedekind,  J.  f.  Math.  88  (1877),  p.  265;  F.  Klein,  Math.  Ann. 
14  (1879),  p.  129,  15  (1879),  p.  538,  17  (1880),  p.  68,  Vorlesungen  über  die  Theorie 
der  elliptischen  Modulfunktionen,  ausgearbeitet  von  B.  Fricke,  2.  Bd.  (Leipzig 
1892),  p.  66.    Vgl.  n  B  6  a  und  c. 

103)  Jacobi,  J.  f.  M.  8  (1828),  p.  308  (Werke  1,  p.  261);  X.  Kiepert,  J.  f.  M. 
87  (1879),  p.  199;  F.  Klein,  Math.  Ann.  14  (1879),  p.  146,  15  (1879),  p.  86;  Ä. 
Hwnoitz,  Math.  Ann.  18  (1881),  p.  528;  W.  Byck,  ebendaselbst  p.  507. 

104)  Man  vgl.  die  nachher  zu  nennenden  Arbeiten  yon  Kronecker  u.  Brioschi, 
femer  F.  Klein,  Ikosaeder  p.  147  ff.,  Ä.  Cayley,  Math.  Ann.  80  (1887),  p.  78  » 
Pap.  12,  p.  493. 

105)  Gdlois,  oeuvr.  p.  87,  28;  E.  Betti  a.  a.  0.;  C.  Jordan,  traitä  p.  847; 
F.  Klein,  Math.  Ann.  14  (1879),  p.  417.    [VgL  I  A  6,  Anm.  68.] 

106)  CTi. JSTmiit^, Par. G.B. 46(1858), p. 508;  L.Kronecker,  ebenda p.  1150;  Berl. 
Mon.-Ber.  1861,  p.  609  und  1879,  p.  220.  Hermite  und  Brioschi  haben  ihre  zer- 
streuten Arbeiten  nachher  gesammelt:  Ch,  Hermite,  Par.  C.  B.  1865,  2.  s^m.  p.  877, 

Snexklop.  d.  in«th.  Wiuensch.  I.  33 
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Für  p  =  7  ist  die  Gruppe  der  Modulargleichung  —  nach  der 
Adjunktion  einer  Quadratwurzel  —  von  der  Ordnung  168.  Es  ent- 
stehen nun  Gleichungen  8.  und  7.  Grades  mit  einer  Gruppe  der  Ord- 
nung 168.^^)  Jede  Gleichung  7.  und  8.  Grades  mit  der  betreflfenden 
Gruppe  lässt  sich^  wie  Klein  gezeigt  hat;  auf  die  Modulaigleichung 
zurückführen^®^).  Die  Gleichungen  7.  Grades ^  um  die  es  sich  hier 
handelt;  besitzen  diejenige  Gruppe,  welche  die  Funktion 

XqX^X^  -J-  XiOC^X^  -\-  X^X^X^  -j-  X^Xj^X^  -f-  X^X^Xq  -f-  X^X^X^  -f-  X^XqX^ 

der  Wurzeln  x^,  x^y  rCj,  x^,  x^,  x^y  x^  in  sich  überführt"®),  woraus 
sich  zugleich  ergiebt,  dass  diese  Gruppe  die  hier  auftretenden  sieben 
Tripel  von  Wurzeln  0,  1,  3;  1,  2,  4  u.  s.  f  in  einander  überführt 
[IA2,  Nr.  10;  IA6,  Note  67].  Auf  diesen  Tripelcharakter  der  be- 
treffenden Gleichungen  7.  Grades  hat  M.  Noether  zuerst  aufmerksam 
gemacht"^).  Das  rechnerische  Detail,  das  erforderlich  ist,  um  solche 
Gleichungen  auf  die  von  Klein  eingeführten  kanonischen  Formen  zu 
reduzieren,  ist  von  P.  Gordan  entwickelt  worden^"). 

Die  Trisektion  der  hyperelliptischen  Funktionen  erster  Ordnung 
führt  auf  eine  Gleichung,  deren  Gruppe  einfach  ist  und  die  Ordnung 
(3*  — 1)3^(3* — 1)3  besitzt.  Man  kann  dabei  die  Gleichung  so 
wählen,  dass  sie  vom  27.  Grade  ist^^').     Klein  hat  gezeigt,  dass  auf 

966,  1078  u.  1866,  1.  s^m.  p.  66,  167,  246,  716,  919,  969,  1064,  1161,  121S; 
F.  BrioscM,  Math.  Ann.  13  (1878),  p.  109.  Man  vgl.  auch  C.  Jordan,  trait^ 
p.  872 ff.;  H.  Weber,  Algebra  2,  p.  408 ff.     Das  Nähere  s.  I  B  8f,  Nr.  9 ff, 

107)  Vgl.  insbesondere  Math.  Ann.  12  (1877),  p.  669  und  die  Vorlesungen 
über  das  Ikosaeder.  Hier  findet  sich  auch  zur  Gleichung  6.  Grades  weitere 
Litteratur.    Im  übrigen  ist  auf  I B  3  f,  Nr.  9  ff.  zu  verweisen. 

108)  E.  Betti  a.  a.  0.;  L.  Kronecker,  Berl.  Mon.-Ber.  1868,  p.  287;  hier 
hat  Kronecker  bereits  die  Vermutung  ausgesprochen,  dass  alle  Gleichungen 
7.  Grades  mit  der  betreffenden  Gruppe  sich  auf  die  Modulargleichung  für  die 
Transformation  7.  Ordnung  der  elliptischen  Funktionen  reduzieren  lassen;  Ch. 
Hermite,  a.  a.  0.;  E.  Maihieu,  J.  d.  math.  [2],  5  (1860),  p.  24;  F.  EJein,  Math. 
Ann.  14  (1879),  p.  428. 

109)  Math.  Ann.  16  (1879),  p.  261.  Allgemeine  Gleichungen  6.  u.  7.  Grades 
hat  Elein,  Math.  Ann.  28  (1887),  p.  499  betrachtet. 

110)  P.  Gordan,  Math.  Ann.  26  (1886),  p.  469. 

111)  Math.  Ann.  16  (1879),  p.  89.  Über  Tripelgleichungen  vgl.  man  noch 
E.  Netto,  Substitutionentheorie  p.  220  ff.  und  H.  Weber,  Algebra  2,  p.  842  ff. 

112)  Math.  Ann.  20  (1882),  p.  616;  26  (1886),  p.  469. 

113)  C.  Jordan,  Par.  C.  R.  68  (1869),  p.  868,  traitä  p.  866;  A  WUting,  Math. 
Ann.  29  (1887),  p.  167;  H.  Maschke,  Math.  Ann.  88  (1889),  p.  817.  Hinsichtlich 
der  Transformation  und  der  Modulargleichungen  vgl.  man  Ch.  HernUte,  sur  la 
th^orie  de  la  transformation  des  fonctions  Ab^liennes,  Par.  C.  R.  1866,  l.s^m.  p.  249, 
804,  866,  427,  486,  636,  704,  784;  L.  Königaberger,  J.  f.  M.  64  (1866),  p.  17;  67 
(1867),  p.  97  u.  Math.  Ann.  1  (1869),  p.  161. 
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diese  spezielle  Gleichung  27.  Grades  jede  andere  Gleichung  27.  Grades, 
welche  dieselbe  Gruppe  besitzt,  sich  zurückführen  lässt.  Der  Beweis 
wird  auf  eine  andere  Normalform  des  Trisektionsproblems  gestützt  ^^*). 
Zu  den  Gleichungen,  die  sich  auf  das  genannte  Problem  zurückfdhren 
lassen,  gehört  auch  diejenige,  durch  welche  die  27  Geraden  einer 
Fläche  dritter  Ordnung  bestimmt  werden.^^^). 

26.  Irreduoible  Gleichungen  von  Frimaahlgrad.  Für  irreducible 
Gleichungen  von  Primzahlgrad,  die  auflösbar  sind,  hat  GcUais  die 
Gruppen  explicite  aufgestellt^^*).  Es  seien  x^,  x^^  x^, .  . .  Xp  die  Wur- 
zeln einer  solchen  Gleichung.     Die  Substitutionen  der  Form 

/X^  X^  X^  ...  Xp         \ 

\Xa^b   ^2a-f-6   ÄJsa-f  6  •   •   •  ^pa-^l/ 

in  der  a  eine  Zahl  von  1  bis  j)  —  1  und  b  eine  Zahl  von  0  bis 
p  —  1  bedeutet,  und  in  der  die  Indices  bloss  hinsichtlich  des  Restes 
betrachtet  werden  sollen,  den  sie  bei  der  Division  mit  p  ergeben,  sind 
in  der  Zahl  p(p  —  1).  Diese  Substitutionen  bilden  eine  Gruppe, 
welche  als  „lineare"  oder  auch  „metacyklische"  Gruppe  bezeichnet 
wird^").  Diese  Gruppe  kann  auch  aus  den  beiden  cyklischen  Sub- 
stitutionen (Xj^x^x^  . . .  Xp)  und  (xtXgX^Xg» . , .  XgP—ü)  erzeugt  werden, 
wobei  g  eine  Primitivwurzel  (Nr.  22)  der  Primzahl  p  bedeutet.  Die 
Faktoren  der  Zusammensetzung  für  diese  Gruppe  sind  Primzahlen. 
Die  Gleichung  ist  also  auflösbar,  wenn  ihre  Gdhis^sche  Gruppe  mit 
der  metacyklischen  Gruppe  übereinstimmt  oder  (Nr.  14)  in  ihr  ent- 
halten ist.  Wenn  andererseits  eine  irreducible  Gleichung  vom  Prim- 
zahlgrad p  auflösbar  ist,  so  kann  man  ihre  Wurzeln  in  einer  solchen 
Ordnung  mit  x^jX^,,.,Xp  bezeichnen,  dass  nachher  die  oben  auf- 
gestellte metacyklische  Gruppe  die  Gruppe  der  Gleichung  enthalt. 

Ein  anderer  Satz,  der  auch  von  Galois  herrührt,  ergiebt  sich 
hieraus:  Eine  irreducible  Gleichung  von  Primzahlgrad  ist  dann  und 
nur  dann  auflösbar,  wenn  alle  ihre  Wurzeln  sich  in  zwei  bestimmten 
Wurzeln  rational  ausdrücken  lassen"®).    Femer  folgt,  dass  für  solche 


114)  J.  de  math.  [4],  4  (1888),  p.  169;  die  Durchffihnmg  bei  JS.BurJchardt, 
Math.  Ann.  41  (1892),  p.  318,  wo  weitere  Litteratar  angegeben. 
116)  C.  Jordan  a.  a.  0.  [Anm.  140]. 

116)  K  Galois,  oeuvr.  p.  47. 

117)  C.  Jordan^  trait^  p.  92;  der  Name  „metacjklisch"  ist  yon  L.  Kronecker 
(Berl.  Ber.  1879,  p.  217)  für  diese  Gruppen  eingeführt,  w&hrend  H,  Weher  neuer- 
dings mit  dem  Namen  „metacyklisch**  die  auflösbaren  Gruppen  bezeichnet  (man 
▼gl.  Anm.  56).  J.  A,  Serret  hat  in  Par.  C.  R.  1859,  1.  s^m.  p.  112,  178,  237  die 
lineare  Gruppe  genauer  studiert  [I  A  6,  Nr.  10]. 

118)  Oeuvr.  p.  48;  vgl.  auch  E.  BetH,  Ann.  fis.  mat.  2  (1851),  p.  5.    Eine 
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Gleichungen  die  Resolvente  von  Lagrange  eine  rationale  Wurzel  be- 
sitzt, was  schon  Abel  ausgesprochen  hatte  ^^•). 

Alel  hat  ftlr  die  Wurzeln  der  betrachteten  Gleichungen  die  Formel 

gefunden,  wobei  U^,  üj, . . .  jgp—i  die  Wurzeln  einer  Gleichung  p  —  1*®° 
Grades  bedeuten  ^*^);  Kronecker  hat  dazu  bemerkt,  dass  diese  Glei- 
chung p  ■—  1**°  Grades  eine  einfache  ^ftePsche  Gleichung  sein  muss '"). 
Explicite  Ausdrücke  für  die  Koeffizienten  einer  auflösbaren  Gleichung 
fünften  Grades,  die  in  der  JSrffM^'schen  Form^**)  (x? '\' ux '\- v  =  0 
vorausgesetzt  wird,  haben  C.  üww^e***).  und  G,  P.  Young^^)  gegeben. 
Fälle  nichtauf lösbarer  Gleichungen  fünften  Grades  sind  von  C.  Bunge^^) 
und  D.  Seiivanoff  ^^^)  gegeben  worden  ^*^). 

26.  Sylow*80he  Gleiohnngen.  Bisweilen  kann  die  Auflösbarkeit 
einer  Gleichung  schon  an  der  Ordnung  ihrer  Galois*schen  Gruppe  er- 
kannt werden.  So  sind,  wenn  p  eine  Primzahl  bedeutet,  alle  Gleichungen 
auflösbar,   deren  Gruppe  f  von  der  Ordnung  p"  ist  [I  A  6,  Nr.  22]. 


andere  Form  des  Eriteriums  hat  L.  Kronecker,  Berl.  Ber.  1868,  p.  369  ge- 
geben, die  P.  Bachmann,  Math.  Ann.  18  (1881),  p.  468  hergeleitet  hat;  vgl. 
auch  G.  P.  Young,  Am.  J.  of  math.  6  (1883),  p.  103  u.  7  (1886) ,  p.  270. 

119)  Abel,  oeuvr.  2,  p.  223  ohne  Beweis.  Für  den  6.  Grad  ygl.  man  die 
Herleitung  von  E,  Luther,  J.  f.  Math.  34  (1847),  p.  244.  Bei  der  Bildung  dieser 
Resolvente  adjungiert  man  die  p^^  Einheitswurzeln. 

120)  A.  a.  0.  p.  222;  Bew.  bei  C.  J.  Malmsten,  J.  f.  Math.  34  (1847),  p.  46 
und  für  den  6.  Grad  bei  E.  Luther,  a.  a.  0.  p.  250. 

121)  A.  a.  0.  p.  368;  hier  ist  zugleich  eine  nähere  Bestimmung  der  Grössen 
jB  gegeben,  und  damit  die  hinreichende  Bestimmung  für  die  Wurzeln  einer  auf- 
lösbaren Gleichung  p^^  Grades.  Für  p  =  5  ist  die  in  Frage  stehende  Formel 
von  Abel  in  einem  Briefe  an  Crelle  aufgestellt  worden,  oeuvr.  2,  p.  266;  diese 
Formel  hat  H.  Weber  in  den  Marburger  Ber.  1892,  p.  3  bewiesen  und  in  etwas 
berichtigt.    Man  vgl.  auch  Kronecker,  Berl.  Ber.  1856,  p.  203. 

122)  Meletemata  quaedam  mathematica  etc.,  quae  praeside]  E.  S.  Bring 
modeste  subjicit  S.  G.  Sommelius,  Lund.  1786.  Gewöhnlich  wird  diese  Form 
nach  G.  B.  Jerrard  genannt.  Man  vgl.  hierzu  auch  C.  J.  Hill,  Stockholm  Forb. 
1861  u.  Klein,  Ikosaeder  p.  143  [I  B  3f,  Nr.  9]. 

123)  Acta  math.  7  (1885),  p.  173.     Vgl.  auch  Weber,  Algebra  1,  p.  624. 

124)  Am.  J.  of  m.  7  (1885),  p.  170;  allgemeiner  ebendaselbst  10  (1888), 
p.  99.  Einzelne  auflösbare  Gleichungen  höherer  Grade  sind  schon  früher  von 
R.  Perrin,  S.  M.  F.  Bull.  10  (1881/82),  p.  139, 11  (1882/83),  p.  61   gegeben  worden. 

125)  Acta  math.  7  (1885),  p.  180. 

126)  S.  M.  F.  Bull.  21  (1898),  p.  97. 

127)  Mit  auflösbaren  primitiven  Gleichungen  beschäftigt  sich  ein  Fragment 
von  Galois,  oeuvr.  p.  50,  wobei  übrigens  zu  bemerken  ist,  dass  Galois  den  Be- 
griff der  Primitivität  etwas  anders  fasst,  als  jetzt  üblich  ist. 
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Dieses  von  L.  Sylow  gefundene  Resultat  ^^)  ergiebt  sich  aus  der  Be- 
trachtung der  ausgezeichneten  oder  invarianten  Operationen  der  Gruppe. 
Eine  Operation  S  ist  invariant,  wenn  für  jede  Operation  T  der  Gruppe 

ist,  und  jede  Gruppe  von  der  Ordnung  p"  enthält  stets  invariante 
Operationen,  auch  abgesehen  von  der  Identität  Alle  invarianten 
Operationen  von  f  mit  Einrechnung  der  Identität  bilden  eine  in- 
variante Untergruppe  A  von  der  Ordnung  p^.  Man  kann  nun  für 
die  Gleichung  eine  Resolvente  (Nr.  10)  bilden,  deren  Gruppe  f/A 
von  der  Ordnung  jp"— "»  ist,  derart,  dass  die  Adjunktion  einer  Wurzel 
der  Resolvente  die  Gruppe  der  Gleichung  auf  A  reduziert.  Nach 
dieser  Adjunktion  besitzt  also  die  Gleichung  eine  kommutative 
Gruppe  und  kann  dann  nach  Nr.  20  durch  Wurzelzeichen  aufgelöst 
werden.  Da  man  nun  die  Resolvente  wieder  ebenso  behandeln  kann 
wie  die  ursprüngliche  Gleichung,  wird  schliesslich  die  Auflösung  der 
Gleichung  von  Anfang  an  durch  die  Operationen  der  vier  Spezies  und 
durch  Radizieren  geleistet.  Eine  genauere  Überlegung  ergiebt,  dass 
man  dabei  die  p^^  Einheitswurzeln  berechnen  und  nach  einander 
n  Wurzeln  mit  dem  Exponenten  p  ausziehen  muss.  Ist  p  =  2,  so 
wird  die  Gleichung  durch  blosse  Quadratwurzeln  aufgelöst.  Umgekehrt 
muss  eine  Gleichung,  die  so  gelöst  werden  kann,  eine  Gruppe  von 
der  Ordnung  2*  besitzen.  Ist  die  Gleichung  zugleich  irreducibel,  so 
ist  die  Gruppe  transitiv  und  die  Ordnung  der  Gruppe  durch  den 
Grad  teilbar  (Nr.  6).  Es  muss  also  in  diesem  Falle  der  Grad  eine 
Potenz  von  2  sein^*^). 

Eine  irreducible  Gleichung  3.  Grades  ist  also  nie  durch  Quadrat- 
wurzeln auflösbar.  Eine  Gleichung  4.  Grades  ist  dann  und  nur  dann 
durch  Quadratwurzeln  auflösbar,  wenn  ihre  Resolvente  3.  Grades  eine 
rationale  Wurzel  hat^^);  dabei  kann  die  eine  oder  die  andere  der 
in  Nr.  17  genannten  Resolventen  genommen  werden. 

27.  OastiB  irreduoibiliB  der  knbisohen  Gleichung.  Sind  die 
Wurzeln  einer  Gleichung  alle  reell,  besteht  der  zu  Grunde  gelegte 
Rationalitätsbereich  aus  reellen  Grössen,  und  kann  die  Gleichung  bei 
dem  angenommenen  Rationalitätsbereich  durch  Quadratwurzeln  auf- 
gelöst werden,  so  könnten  immer  noch  imaginäre  Quadratwurzeln  in 


128)  Math.  Ann.  5  (1872),  p.  588. 

129)  J.  Petersen,  om  de  Ligninger,  der  kunne  loses  ved  Evadratrod,  Kjöben- 
haTn  1871.  Hier  findet  sich  für  den  genannten  Satz  ein  elementarer  Beweis, 
der  nicht  von  gruppentheoretischen  Hülfsmitteln  Gebrauch  macht. 

180)  Vgl.  z.  B.  K.  Th.  VäMen,  Acta  math.  21  (1897),  p.  298. 


6t^  IB$^.^  Gikkm 

4ie  y^mmtf  ^ütnylw«;  nun  kaan  inm  jtiatk  iiete 
WvtkIb  4ttrdi  reeOe  Quadritwiindii  finden.  liegt 
ia  <m«ni  rüselk»  Baikmalititebemdi  iiredsdUe 
Itot^r  neselksi  WonKrto,  und  ksm  eine  der  Waradn  «berlnHpl  dsrdk 
re<lk  Badikafa>  dau^gevtelli  woden,  00  ist  die  dadmg  dnek  f^v- 
draiwwrzdn  UM»r^).  Insbesoiideie  ksm  sIbo  daiiii  die  GleiffcBug 
nidii  Tom  3.  (hade  leiiu  HieraiiB  folgt  auch,  da»  kerne  T^naong  der 
Mifjaxumtm  (ileidmBg  3.  Grades  existiert^  die  im  FaDe  reeller  Koefi- 
xienUm  und  positirer  Diskriminante  die  in  diesem  FaDe  reeDen  drei 
Wurzeln  dureh  Badikide  in  reeller  Form  lieferte^*").  Daas  die  Gar- 
danisebe  Formel  (Kr  17;  in  diesem  Falle  die  drä  reellen  Wusdn 
in  imagiiiirer  Form  giebt,  war  langst  bekannt,  weshalb  der  Fall  ab 
camuf  irreducibiUB  bezeichnet  wurde. 


iH.  Konstomktionen  mit  2iricel  und  UneaL  Bereits  De$-Ccuria^) 
hatte  \ßemerkif  dass  die  Frage,  ob  eine  geometrische  Grosse  mit  Zirkel 
und  Lineal  konstruiert  werden  kann,  hinauskommt  auf  die  andere 
Frage^  ob  die  Grösse  sich  durch  Quadratwurzeln  beredmen  liest.  Die 
Konstruktion  int  also  jedenfalls  unmöglich,  wenn  die  Grosse  einer  irre- 
ducibeln  Gleichung  genügt,  deren  Qrad  einen  ungeraden  Faktor  enthalt 
Hierauf  beruht  der  Beweis  dafür,  dass  gewisse  vom  Altertum  auf  uns 
gekommene  Konstruktionsaufgaben  nicht  mit  Zirkel  und  Lineal  gelöst 
werden  können,  die  Trisektion  eines  beliebigen  Winkels  und  das  Delische 
Problem,  d.  h.  die  Verdoppelung  des  Würfels  [m  A  2].  Es  ergiebt 
Mich  hieraus  auch  die  Unmöglichkeit,  den  Kreis  mit  Zirkel  und  Lineal 
in  n  gleiches  Teile  zu  teilen  für  andere  Zahlen  n  als  für  diejenigen, 
welche  Gauss  behandelt  hat,  dass  z.  B.  die  Teilung  in  sieben  Teile 
nicht  möglich  ist'*^). 

29.  Geometrische  Gleichungen.  Die  allgemeine  Kurve  dritter 
Ordnung  besitzt  neun  Wendepunkte;  dabei  liegt  auf  der  Verbindungs- 
linie von  je  zwei  Wendepunkten  immer  ein  dritter  Wendepunkte*^. 
Uie  Bestimmung   der  Wendepunkte   hängt   ab    von    einer  Gleichiuig 

181)  ().  Holder,  Math.  Ann.  88  (1891),  p.  812. 

18«)  V.  Mollame,  Nap.  Rend.  (2)  4,  1890,  p.  167;  0.  Holder  a.  a.  0.; 
A.  Knener,  Math.  Ann.  41  (1898),  p.  844. 

188)  La  g($omdtrie,  Leyde  1688,  livre  premier;  deutsch  v.  L.  Schlesinger, 
Horlin  1804. 

184)  Gauss,  Werke  1,  p.  412 ff.,  besonders  p.  462;  man  vgl.  über  diese 
Problomo  auch  F.  Klein  ^  Vorträge  über  ausgewählte  Fragen  der  Elementar- 
georaotrio,  ausgearbeitet  von  F.  Tägert,  Leipzig  1895. 

185)  J.  V.  Pancelet,  J.  f.  M.  8  (1882),  p.  130;  0.  Hesse,  J.  f.  M.  28  (1844), 
p  68,  84  (1847),  p.  198  -=  Werke  p.  128,  187;  G.  Salmon,  J.  f.  M.  39  (1860), 
p.  866  [III  C  8]. 
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9.  Grades  f{k)  =  0,  wobei  man  X  so  wählen  wird,  dass  sich  k  in  den 
beiden  Koordinaten  eines  Wendepunktes  rational  ausdrücken  lässt  und 
dass  umgekehrt  diese  Koordinaten  sich  beide  in  X  ausdrücken  lassen. 
Den  neun  Wendepunkten  entsprechen  die  neun  Wurzeln  A^,  Aj,  A3, . . .  A,,. 
Gehören  nun  A^,  k^  und  Ag  zu  drei  Wendepunkten,  die  auf  einer  Ge- 
raden liegen,  so  ist  jede  der  drei  Grössen  A^,  A^,  A3  in  den  beiden 
anderen  rational.  Entsprechend  den  Beziehungen  zwischen  den  Wende- 
punkten lasst  sich  nun  für  die  neim  Wurzeln  A^,  A^, .  . .  A9  ein  System 
von  Tripeln  so  bilden,  dass  jedes  Wurzelpaar  gerade  in  einem  Tripel 
auftritt.  Man  kann  aus  neun  Grössen,  wenn  man  von  einer  Vertäu- 
schung  imter  diesen  Grössen  absieht,  nur  ein  solches  Tripelsystem 
bilden^**).  Dieses  wird,  indem  nur  Indices  geschrieben  werden,  in  der 
Form 

123,  145,  167,  189,  246,  259,  278,  348,  357,  369,  479,  568 

dargestellt.  Die  G^ofois'sche  Gruppe  der  Gleichung  /'(A)  =  0  besteht 
aus  solchen  Substitutionen,  welche  die  Tripel  des  obigen  Systems 
unter  einander  vertauschen.  Die  Gesamtgruppe  der  Substitutionen 
von  dieser  Eigenschaft  ist  von  der  Ordnung  432  und  hat  zu  Faktoren 
der  Zusammensetzung  lauter  Primzahlen  ^*'').  Die  Gleichung  f{X)  =  0, 
von  der  die  neun  Wendepunkte  abhängen,  ist  also  auflösbar.  Dieses 
Resultat  ist  von  Hesse  auf  etwas  anderem  Wege  entdeckt  worden^**). 
Von  anderen  geometrischen  Gleichungen,  deren  Gruppen  studiert 
worden  sind,  mögen  nur  genannt  werden  die  Gleichungen: 

1)  der  28  Doppeltangenten  einer  ebenen  Kurve  4.  Ordnung^'*), 

2)  der  27  Geraden  einer  Fläche  3.  Ordnung  ^*<>), 

3)  der   16  Geraden  einer  Fläche  4.  Ordnung  mit  Doppelkegel- 
schnitt 1*1), 

4)  der  16  Knotenpunkte  der  JTummar'schen  Fläche  1**). 


186)  E.  Netto,  Substitutionentheorie  p.  220 ff.;  JE,  Weber,  Algebra  2,  p.  842 ff. 

187)  C.  Jordan^  trait^  p.  804.  Man  vgl.  auch  Neüo^  Substitutionentheorie 
p.  232 ff.;  Weher,  Algebra  2,  p.  322 ff. 

138)  A.  a.  0. 

189)  M.  Noether,  Math.  Ann.  15  (1879),  p.  89,  hat  das  Problem  mit  den 
Gleichungen  7.  Grades,  die  Tripeleigenschaft,  und  mit  den  Gleichungen  8.  Grades, 
die  Quadrupeleigenschaft  besitzen,  in  Zusammenhang  gebracht  [DI  C  8]. 

140)  Salmon  und  Cayley,  Gamb.  Dubl.  M.  J.  4  (1849),  p.  118;  s.  Cayley, 
Math.  Pap.  1,  p.  446,  456;  J.  Steiner,  J.  f.  Math.  58  (1856),  p.  188  =•  Werke  2, 
p.  651;  C,  Jordan,  trait^  p.  316.   Man  vgl.  auch  Nr.  24  und  UI  C  6. 

141)  Clehsch,  J.  f.  Math.  69  (1861),  p.  229;  0.  Jordan,  traitä  p.  309  [HI  G  6]. 

142)  E,  Kummer,  Berl.  Ber.  1864,  p.  246;  Jordan,  J.  f.  Math.  70  (1869), 
p.  182,  traitd  p.  318  [III  C  6]. 
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Keine  dieser  Gleichungen  kann  direkt  durch  blosse  Radikale 
gelöst  werden;  die  dritte  kann  es^  wenn  die  Wurzehi  einer  Gleichung  5., 
die  vierte  y  wenn  die  Wurzeln  einer  Gleichung  6.  Grades  schon  be- 
kannt sind^").  Das  Studium  der  Gleichungsgruppen  beruht  hier  auf 
den  Eigenschaften  geometrischer  Konfigurationen,  und  es  stellen  sich 
zwischen  den  Gruppen  der  Gleichungen  1),  2)  und  3)  verschiedene 
Beziehungen  heraus^**). 

143)  C,  Jordan,  trait^  p.  309  u.  816.  Die  letztere  Reduktion  auf  eine  61. 
6.  Grades  hängt  mit  KleM^  Theorie  der  sechs  linearen  Fundamentalkomplexe 
(Math.  Ann.  2  [1870],  p.  216)  zusammen;  adjungiert  man  einen  dieser  Komplexe, 
so  bilden  sich  die  ihm  angehörigen  Doppeltangenten  der  Kommer^schen  Fläche 
auf  eine  F^  mit  Doppelkegelschnitt  ab,  und  es  entsteht  aus  dem  vierten  Problem 
des  Textes  das  dritte;  vgl.  Klein,  Math.  Ann.  4  (1871),  p.  367,  zweite  Anm.  und 
die  Citate  bei  S.  Lie,  Math.  Ann.  6  (1872),  p.  260,  251. 

144)  E.  Pascal,  Ann.   di  mat.  (2)  20  (1892),  p.  163,  269  u.  21  (1893),  p.  86. 
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Der  Inhalt  dieses  Artikels  ist  in   die  Artt.  I  B  1  b   und   I  B  S  b   mit  auf- 
genommen worden. 
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12.  Lösung  durch  die  Ikosaederirrationalität. 

18«  Zurückfährung  der  Gleichungen  5.  Grades  auf  ein  temäres  FormenproblenL 

14.  Auflösung  durch  elliptische  Transfonnationsgrössen  und  hypergeometrische 
Funktionen. 

15.  Die  allgemeinen  algebraischen  Formenprobleme. 

16.  Gleichungen  7.  Grades  mit  einer  Gruppe  von  168  Substitutionen. 
17«  EoUineationsgruppen  der  elliptischen  Normalkurven. 

18.  Gruppen  aus  der  elliptischen  Transformationstheorie. 

19.  Mit  den  Gleichungen  6.  und  7.  Grades  isomorphe  quatemäre  Formenprobleme. 
20«  Reduktion  der  allgemeinen  Gleichungen  6.  Grades  auf  ein  temäres  Formen- 
problem. 

21.  Satz  über  die  allgemeinen  Gleichungen  höheren  Grades. 

22.  Quatemäre  Gruppe  von  11520  EoUineationen. 

28.  Quatemäre  und  quinäre  Gruppen  aus  der  Dreiteilung  der  hyperelliptischen 
Funktionen. 

24.  Gruppen  von  eindeutigen  Transformationen  einer  algebraischen  Kurve  in  sich. 

25.  Endliche  Gruppen  von  birationalen  Transformationen. 
26«  Erweiterung  auf  unendliche  diskontinuierliche  Gruppen. 
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Eine   Reihe    von   Berührungspunkten   mit   dem    folgenden   Referat   bietet 
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[franz.  Ausg.  von  H.  Fehr,  Par.  1897;  ital.  Ausg.  von  G.  Vivanti,  Napoli  1899], 
nämlich  p.  121—132  dortselbst,  wo  es  sich  um  „Formen  mit  linearen  Trans- 
formationen in  sich**  handelt.    Vgl.  I  B  2,  Nr.  5. 

Lehrbücher. 

F.  Klein,  Vorlesungen  über  das  Ikosaeder  und  die  Auflösung  der  Gleichungen 

vom  fünften  Grade,  Leipzig  1884. 
H.  Weber,  Lehrbuch  der  Algebra  2,  Braunschweig  1896,  2.  Aufl.  1899. 


1.  Feriodisohe  Substitntionen.  Die  endlichen  Grwppen  linearer 
Substitutionen  spielen  jetzt  für  die  Algebra  und  die  Theorie  der  alge- 
braisch integrierbaren  linearen  Differentialgleichungen  sowie  auch  gerade 
bei  den  schönsten  und  merkwürdigsten  geometrischen  Konfigurationen 
eine  besonders  wichtige  Rolle.  Ehe  noch  eine  eigentliche  Theorie 
anfing;  kannte  man  doch  Yon  den  fraglichen  Gruppen  zwei  ausgedehnte 
Arten:  die  Gruppen  von  Buchstabenvertauschungen  und  die  periodischen 
Substitutionen,  Über  die  letzteren  hat  C.  Jordan^)  den  Satz  aus- 
gesprochen,  dass  sie^  falls  die  Periode  ft  ist;  auf  die  kanonische 
Form:  ty  =  co^Uy  (v  =  1,  •  •  •  n),  wo  die  (Oy  ft*®  Einheitswurzeln  sind,  ge- 
bracht werden  können.  Diese  Bedingungen  hat  späterhin  R.  lApschitz^) 
so  formuliert,  dass  die  zugehörige  charakteristische  Determinante  nur 
ft^  Einheitswurzeln  als  Wurzeln  besitzt,  und  dass  ihre  sämtlichen 
Elementarteiler  von  der  ersten  Ordnung  sein  sollen  [I  B  2,  Nr.  3].  Be- 
weise für  die  Möglichkeit  dieser  Reduktion  auf  die  kanonische  Form 
haben  Lipschitz^)  und  Kronecker  gegeben,  sodann  aber  auch  betreffend 
involutorische  Substitutionen  Frym  und  Comely  und  für  beliebige 
Periode  Rost^)]  die  letzteren  drei  Verfasser  haben  dabei  auch  die 
zugehörigen  Substitutionen  durch  eine  geeignete  Anzahl  frei  beweg- 
licher Parameter  rational  dargestellt. 

3«  Endliche  binäre  Gruppen.  Ohne  noch  sein  Interesse  dem 
Gruppenproblem  zuzuwenden,  gab  H,  A.  Schwarz  zuerst  die  zu  den 
endlichen  Gruppen  einer  Veränderlichen  gehörigen  fundamentalen  Funk- 
tionen, sowie  die  zwischen  diesen  stattfindenden  identischen  Relationen 
p  B  2,  Nr.  8].    Dies  gelang  ihm  bei  der  Aufsuchung  der  algebraisch 


1)  J.  f  Math.  84  (1878),  p.  112. 

2)  Acta  math.  10  (1887),  p.  137. 

8)  L.Kronecker,  Berl.  Ber.  1890,  p.  1081 ;  F.Prym,  Gott.  Abb.  88»  (1892),  p.  1 ; 
Ä.Comely,  Diss.  Würzb.  (1892);  G.  Bast,  Diss.  Würzb.  (1892).  Vgl.  H.  Maschke, 
Math.  Ann.  60  (1898),  p.  220  und  E.  H.  Moore,  ebenda  p.  216. 
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integrierbaren  hypergeometrischen  Differentialgleichungen  *).  Dabei  be- 
trachtete er  die  konforme  Abbildung,  welche  der  Quotient  s  zweier 
Integrale  von  der  unabhängigen  Variabein  Z  entwirft.  Er  fand  so 
die  positive  ^T-Halbebene  auf  ein  Kreisbogendreieck  abgebildet,  wobei 
die  analytische  Fortsetzung  sich  durch  Spiegelung  an  den  drei  Seiten 
ergab.  Für  eine  algebraische  Abhängigkeit  zwischen  s  und  Z  erwies 
es  sich  somit  (nach  Riemann'schen  Prinzipien  [11  B  a])  als  erforder- 
lich, dass  man  auf  diese  Weise  nur  eine  endliche  Zahl  von  Gebieten 
erhielt^). 

Erst  bei  F.  Klein  findet  man  aber  den  Gesichtspunkt  der  endlichen 
Substitutionsgruppe,  ebenso  wie  den  BegriflF  und  die  Bildung  des  zu- 
gehörigen vollen  Formensystems  [I  B  2,  Nr.  6].  Ohne  noch  die  be- 
sprochene Arbeit  von  Schwarz  zu  kennen,  hat  Klein  direkt  die  end- 
lichen linearen  Suhstitutionsgruppen  einer  Veränderlichen  und  die  zu- 
gehörigen invarianten  Formen  bestimmt^).  Dabei  betrachtete  er  nach 
B.  Riemann  die  Kugel  als  Trägerin  der  komplexen  Veränderlichen 
jg  =  X  -\-  iy  und  reduzierte  in  dieser  Weise  die  Aufgabe  auf  die 
Bestimmung  der  endlichen  Gruppen  von  Drehungen  im  gewöhnlichen 
Baume;  diese  sind  aber  keine  anderen  als  diejenigen,  welche  die  regtA- 
lären  Körper  in  sich  überführen^).  So  erhielt  er  die  folgenden  5 
Löäungen:  1)  die  Wiederholung  einer  periodischen  Substitution,  die 
cyMische  Gruppe;  2)  die  Erweiterung  der  vorigen  durch  Vertauschung 
der  beiden  bei  ihr  festen  Punkte  (Pole)  oder  die  Diedergruppe;  3)  die 
Tetraedergruppe;  4)  die  OJctaedergruppe ;  5)  die  Ikosaedergruppe.  Für 
die  Gradzahlen  der  Gruppen  ergab  sich  bez.:  w,  2n,  12,  24,  60;  doch 
so,  dass  die  Gruppen,  mit  Ausnahme  der  cyklischen  und  der  Dieder- 
gruppen  mit  ungeradem  n,  sich  homogen^)  mit  weniger  als  der  doppelten 

4)  Zürich.  Viertelj.  (1871),  p.  74;  J.  f.  Math.  75  (1873),  p.  292  =  Ges.  Abh.  1, 
p.  172,  211. 

6)  Die  fraglichen  Gebietseinteilungen  werden  (s.  weiter  unten)  auf  der 
Kugel  durch  die  Symmetrieebenen  der  regulären  Körper  begrenzt.  Der  Zusam- 
menhang mit  den  binären  Gruppen  beruht  natürlich  darauf,  dass  die  Integrale 
nach  der  Umkreisung  der  singulären  Punkte  sich  nach  irgend  einer  solchen 
linear  substituieren  müssen;  dass  dies  aber  hier  nach  allen  vorkommenden  end- 
lichen Gruppen  möglich  ist,  kann  man  in  gewisser  Weise  als  zufällig  betrachten. 

6)  Erl.  Ber.  1874;    Math.  Ann.  9  (1876),  p.  183. 

7)  Wozu  noch  das  ebene  reguläre  n-Eck,  das  „Dieder",  hinzugerechnet  wird. 
Über  eine  verwandte  Untersuchung  von  J.  Steiner  s.  III  A  3.  Wegen  der 
Invarianz  eines  Punktes  im  Kugelinneren  bei  diesen  endlichen  Gruppen  vgl.  Nr.  8. 

8)  Durch  das  von  Klein  hier  eingeführte  Hülfsmittel  der  homogenen  Vari<iMn 
entstehen  (s.  weiter  unten)  statt  der  invarianten  Funktionen  invariante  Formen, 
und  es  werden  die  Prozesse  der  Invariantentkeorie  verfügbar,  um  aus  einer 
solchen  Form  andere  zu  berechnen. 
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Zahl  von  Substitutionen  nicht  schreiben  lassen.  Die  Tetraedergruppe 
ist  mit  der  alternierenden  [I  A  6,  Nr.  7]  und  die  Oktaedergruppe  mit 
der  symmetrischen  Gruppe  von  4  Dingen  holoedrisch  isomorph,  ent- 
sprechend den  bezüglichen  Vertauschungen  der  4  Geraden  (=  Würfel- 
diagonalen), die  je  eine  Ecke  des  Tetraeders  mit  der  gegenüberliegenden 
des  Gegentetraeders  verbinden.  Von  den  letzteren  Operationen  führen 
vier  jede  der  drei  Oktaederdiagonalen  in  sich  über;  ihnen  entspricht 
die  Vierergruppe,  Von  grösserer  Bedeutung  für  die  Algebra  ist  es 
aber,  dass  die  Ikosaedergruppe,  als  5  gleichberechtigte  Tetraeder- 
gruppen enthaltend,  mit  der  Gruppe  der  geraden  Vertauschungen  von 
5  Dingen  holoedrisch  isomorph  [I  A  6,  Nr.  14]  ist. 

BetreflFend  die  Bestimmung  der  Formeny  welche  bei  den' einzelnen 
Substitutionsgruppen  bis  auf  einen  Faktor  invariant  bleiben,  erwies 
Klein,  dass  das  allgemeinste  bei  der  Gruppe  sich  geschlossen  permu- 
tierende Punktsystem  sich  durch  eine  Gleichung  xTI  -\-  xll'  =  0  dar- 
stellen lässt.  Die  Anzahl  der  Punkte  eines  solchen  Systems  ist  im 
allgemeinen  gleich  dem  Grade  N  der  Gruppe;  doch  giebt  es  für 
besondere  Werte  des  Parameters  x :  x  Systeme  von  geringerer  Punkte- 
zahl.  Dieselben  sind  bei  den  cyklischen  die  beiden  Fixpunkte,  bei 
den  übrigen  giebt  es  aber  immer  drei  derartige  Systeme,  so  dass  die 
definierenden  Formen,  wie  schon  Schwarz  gefunden  hatte,  durch  eine 
identische  Relation  mit  einander  verknüpft  sein  müssen.  Solche 
Systeme  sind  bei  den  Diedergruppen:  die  n  Ecken  des  Dieders,  die 
n  Kantenhalbierungspunkte  und  das  Polepaar;  bei  der  Tetraedergruppe: 
die  Ecken  des  Tetraeders  und  des  Gegentetraeders  sowie  die  Kanten- 
halbierungspunkte, welche  die  Ecken  eines  Oktaeders  darstellen^);  bei 
der  Oktaedergruppe:  die  Ecken  des  Oktaeders  und  des  Polarwürfels 
und  die  12  Kantenhalbierungspunkte;  bei  der  Ikosaedergruppe:  die 
Ecken  des  Ikosaeders  und  des  reziproken  Pentagondodekaeders  sowie 
die  30  Kantenhalbierungspunkte.  Für  die  Formen,  welche  die  Ecken 
eines  Tetraeders,  Oktaeders  oder  Ikosaeders  darstellen,  fand  Klein, 
dass  die  vierte  Überschiebung  {f,f)i  identisch  verschwindet.  Diesen 
Satz  vervollständigte  L,  Wedekind^^)  dahin,  dass  es,  von  trivialen  Fällen 
abgesehen,  keine  anderen  binären  Formen  mit  dieser  Eigenschaft  giebt. 

Ohne  Hülfe  geometrischer  Anschauungen  bestimmte  zuerst  P.  Gordan 


9)  Die  Tetraederform  ist  eine  biquadratische  Form  mit  äquianharmonischem 
Doppelverhältniss,  die  Gegentetraederform  ihre  Hesse'sche  Eovariante  und  die 
Oktaederform  die  Jacobi'sche  Kovariante  dieser  beiden  [I  B  2,  Nr.  7,  Anm.  169]; 
in  gleicher  Weise  hängen  auch  die  Formen  bei  der  Oktaeder-  und  der  Ikosaeder- 
gruppe zusammen. 

10)  Hab.-Schr.  Karlsruhe  (1876). 
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die  endlichen  binären  Gruppen  ^^).  Er  benutzte  dabei  als  Aus^^gs- 
punkt  eine  besondere  Normalfomi  der  linearen  Substitution  und  redu- 
zierte die  Frage  auf  die  Lösung  der  Qleichung  1  +  cos  q>i  +  cos  tp^ 
+  cosg?8  =  0  durch  Winkel,  welche  in  rationalem  Verhältnis  zu  n 
stehen**). 

3.  Erweiterungen.  Die  linearen  Substitutionsgruppen  einer  Ver- 
änderlichen können  dadurch  erweitert  werden,  dass  man  noch  Opera- 
tionen der  folgenden  Art:  z  =  -^-tta  tinzunimmt,  wo  i  den  kon- 
jugiert imaginären  Wert  (x  —  iy)  von  0  bezeichnet.  Diese  Substitu- 
tionen „zweiter  Art''  sind  geometrisch  durch  die  Umlegung  der  Winkel 
charakterisiert,  die  auf  der  Eugel  die  Vertauschung  der  beiden  ge- 
raden Erzeugendensysteme  involviert.  In  jeder  erweiterten  Gruppe 
bildet  selbstverständlich  die  ursprüngliche  eine  ausgezeichnete  Unter- 
gruppe vom  Index  2.  Die  Ikosaedergruppe,  Oktaedergruppe,  Tetraeder- 
gruppe und  die  Diedergruppen  können  stets  durch  Spiegdungen  an 
den  Symmetrieebenen  der  betreffenden  Konfiguration  erweit^  werden; 
für  die  Tetraedergruppe  und  die  Diedergruppen  giebt  es  aber  noch 
eine  zweite  Erweiterung,  bei  welcher  die  Operationen  2.  Art  das 
Tetraeder  in  das  Gegentetraeder,  bez.  das  reguläre  n-Eck  (=  Dieder) 
in  das  durch  die  Seitenhalbierungspunkte  gebüdete  Polygon  überfahren. 
Die  cyklischen  Gruppen  können  auf  dreierlei  Weisen  erweitert  werden: 
durch  Spiegelungen  an  einer  Meridianebene  oder  an  einer  Parallel- 
ebene oder  endlich  durch  eine  Drehung  um  die  Axe  von  der  Grösse 

— ,  kombiniert  mit  einer  Spiegelung  der  letzteren  Art.     Von   involu- 

torischen  Operationen  der  zweiten  Art  giebt  es  ausser  der  Spiegelung 
noch  eine,  nämlich  die  Inversion  [III  A  7]  vom  Centrum  aus*'). 


11)  Math.  Ann.  12  (1877),  p.  28.  Hieran  anknüpfend  Ä.  Cayley,  Math.  Ann.l6 
(1880),  p.  260,  439;    Quart.  J.  27  (1896),  p.  236  «=  Coli.  Pap.  11,  p.  237;  13,  p.  662. 

12)  Übersichtliches  über  die  Gegenstände  der  Nummern  2^^  bei  Klem, 
Vorl.  üb.  d.  Ikosaeder  1:  Kap.  1,  2, 3,  6  (1884).  In  enger  Beziehung  zu  Klein's  ur- 
sprünglichen Arbeiten  sind  die  endl.  Gruppen  einer  Veränderlichen  aus  den 
endl.  Bewegungsgruppen  der  elliptischen  Ebene  bei  A.  Glebsch-F.  Lindemann, 
Vorlesungen  üb.  Geometrie  2*,  Abt.  3:    9—13  (Leipzig  1891),  abgeleitet. 

13)  Bemerkenswert  sind  die  durch  die  Symmetrieebenen  der  jedesmaligen 
Konfigurationen  bewirkten  Gebietseinteilungen  (vgl.  die  Schwarz'schen  Kreis- 
bogendreiecke),  wodurch  man  Ftmdamentalbereiche  pi  B  6  c]  für  die  firaglichen 
Gruppen  erhält,  so  dass  je  zwei  durch  Operationen  2.  Art  aus  einander  her- 
vorgehende Bereiche  einen  Fundamentalbereich  für  die  ursprüngliche  Gruppe 
liefern  (Figuren  bei  Klein- Fricke ,  Modulf.  1,  I.  Abschn.  8  [Leipzig  1890]).  Dieae 
Gebietseinteilungen  konmien  von  der  geometrischen  Seite  her  schon  bei  JP.  Modnus 
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4«  Algebraisch  integriörbare  lineare  Differentiälgleiohtuigen 
2.  Ordnung.  Die  Bestimmung  der  allgemeinsten  algebraisch  integrier- 
baren linearen  Differentialgleichungen  mit  rationalen  Koeffizienten  wurde 
der  Gegenstand  mehrerer  Arbeiten  von  L.  Fuchs^^)\  dabei  wurde  die 
Bedingung  massgebend^  dass  die  Integrale  bei  beliebiger  Umkreisung 
der  singulären  Punkte  sich  nach  irgend  einer  endlichen  Gruppe  sub- 
stituieren müssen.  Hieraus  erschloss  Fuchs  die  Existenz  sog.  Pnw- 
f Offnen,  d.  h.  solcher  Formen  der  Integrale  Vi,  y^y  "-yn,  welche  in  ge- 
eigneter Potenz  rationale  Funktionen  der  unabhängigen  Veränderlichen  x 
darstellen.  Da  die  Koyarianten  der  Primformen  auch  Primformen  sein 
müssen,  fand  er  die  merkwürdige  Eigenschaft,  dass  für  die  niedrigsten 
Primformen  alle  Kovarianten  noch  niedrigerer  Ordnung  verschwinden 
müssen  ^*).  Für  die  Differentialgleichungen  2.  Ordnung  stellte  nun  Fuchs 
die  Oradzahlen  der  möglichen  niedrigsten  Primformen  auf  *^).  Beim  Ver- 
gleich mit  den  niedrigsten  Kovarianten  der  endlichen  binären  Gruppen 
fand  Klein,  dass  Fuchs'  Tafel  zwar  alle  in  Betracht  kommenden, 
daneben  aber  noch  überflüssige  Fälle  enthielt.  Es  wurde  weiter  von 
Klein  nachgewiesen,  wie  durch  Vermittlung  der  Differentialgleichung 
S.Ordnung**),  welcher  der  Quotient  'ri  =  y^:y^  zweier  Integrale  ge- 
nügt) aus  den  5  Schwarz'schen  hypergeometrischen  Typen  alle  übrigen 
algebraisch  integrierbaren  linearen  Differentialgleichungen  2.  Ordnung 
durch  einfache  Transformation  sich  ableiten  lassen"). 


(Werke  U,  p.  653)  vor.  Man  vergleiche,  wegen  der  in  Rede  stehenden  Symmetrie- 
Verhältnisse  A,  Schoenflies,  Erystallsysteme  und  Erystallstruktur  (Leipz.  1891).  Wir 
verweisen  noch  auf  die  arithm.  Herleitung  sowohl  der  ursp.  als  der  erw.  Gruppen 
(im  Anschluss  an  die  temären  eig.  und  uneig.  orthog.  Subst.)  bei  H.  Weber, 
Algebr.  2:  7,  8  (1896). 

14)  Umgekehrt  fand  Gordan,  Math.  Ann.  12  (1877),  p.  147,  dass  von  triy. 
Fällen  abgesehen,  die  einzigen  binären  Formen  mit  dieser  Eigenschaft  eben  die 
Tetraeder-,  Oktaeder-  und  Ikosaederform  sind. 

16)  FttCÄ«,  Gott.  Nachr.  (1876),  p.  668,  612;  J.  f.  Math.  81  (1876),  p.  97; 
86  (1878),  p.  1.  Weiteres  über  die  Primformen  bei  F.  Brumhi,  Lomb.  Bend. 
(2)  10  (1877),  p.48  und  Math.  Ann  n  (1877),  p.  401.  An  die  Fuchs'schen  Arbeiten 
schliesst  sich  naturgemäss  die  Abh.  über  die  alg.  Int.  der  Diff.-Gl.  2.  Ordn.  von 
Th.  Pepin,  Rom.  Acc.  Pont.  34  (1882),  p.  248. 

16)  Von  der  Gestalt:   n"yri  —^  n'^/n*  =  r{x)   [rat.    Funkt,   von   x], 

Cayley  nennt  bei  seiner  Behandlung  der  Schwarz'schen  Polyederfunktionen  (Cambr. 
Trans.  13  [1880],  p.  6  =  Pap.  11,  p.  149)  das  linke  Glied  den  „Schwarz*schen 
Differentialausdruck". 

17)  Klein,  Erl.  Ber.  1876;  Math.  Ann.  11  (1876),  p.  116;  12  (1877),  p.  28; 
Diff.-Gl.  2.  Ordn.  (1894),  p.  169  (Gott,  autogr.  Vorl.).  Vgl.  E.  Gownat,  Ann. 
tc,  norm.  (3)  2  (1886),  p.  87;   J.  d.  math.  (4)  3  (1887),  p.  266. 
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5«   Endliche  temare  Gruppen.    Bin  allgemeiner  Ansatß  zur  Be- 
stimmung der  endlichen  linearen  Substitutionsgruppen  bei  beliebiger 
Yariablenzahl   rührt   von    C.  Jordan  her**).     Er   betrachtet   die  ver- 
schiedenen in  einer  Gruppe  G  enthaltenen  Scharen  von  gleichberech- 
tigten Substitutionen  und  die  mit  den  letzteren  vertauschbaren  Gruppen 
Fy  F^f . .  .j   welche   in  G   enthalten   sind.     Es  ergiebt  sich   so  eine 
Gleichung   zwischen   dem  Grad  von   G  und  den  Gradzahlen  von  Fj 
F^y . ,  ,y  deren  Diskussion  auf  eine  endliche  Zahl  verschiedener  mög- 
licher Gruppen  führt.    Diese  Methode  hat  Jordan  für  die  binaren  und 
temären   Gruppen   durchgeführt*®);   aber   schon  bei   den  quatemaren 
erhielt  er   eine   so  komplizierte   Fundamentalgleichung*^),    dass   ihre 
Diskussion    kaum  möglich  scheint.    Um  zu  entscheiden,    ob  den  in 
der    obigen   Weise    erhaltenen   „möglichen"   temären   Gruppen    auch 
wirkliche  Lösungen   entsprechen,  beschrilnkt  sich  Jordan  zuerst  auf 
die  Bestimmung  der  wirklich  vorkommenden  einfachen  [I  A  6,  Nr.  16] 
Gruppen  und  untersucht  sodann,  in  welchen  zusammengesetzten  Gruppen 
solche   einfache  Gruppen   als   ausgezeichnete  Untergruppen   auftreten 
können,  und  steigt  von  diesen  in  ähnlicher  Weise  zu  neuen  zusammen- 
gesetzten Gruppen  auf.    Ausser  solchen  trivialen  Gruppen,  bei  denen 
entweder  eine  Gerade  stets  in  sich  übergeht  oder  auch  drei  Punkte  suA 
geschlossen  permutieren^) ,  erhielt  Jordan  nur  4  Lösungen,  und  unter 
diesen  nur  eine  einfache  Gruppe,  nämlich  die  temäre  Ikosaedergruppe. 
Nach  derselben   substituieren  sich  \  =  yiy%,   A^  =  y^*,  A,  =  — y,*, 
wenn  y^,  y^   die   binäre  Ikosaedergruppe  erleiden;   es   bleibt  also  ein 
Kegelschnitt  J.  =  A^*  -|-  A^  Ag  =  0  invariant  **).  Von  den  anderen  Gruppen 
war  die  wichtigste  die  von  Jordan  als  ,yEess€^sche  Gruppef^  bezeichnete  vom 
Grade  216,  welche  den  syzygetischen  durch  eine  C,  und  ihre  Hesse'sche 
Kurve  bestimmten  Büschel  k^F^ -\'  k^H^  =  0  in   sich  überführt,  und 
zwar   in   der  Weise,    dass   F^    und  H^    nach   einer   Tetraedergruppe 
substituiert    werden,    durch    welche     je    12    Kurven    des     Büschels 
mit  derselben  absoluten  Invariante   in  einander   übergeführt  werden. 
Die  Hesse'sche   Gruppe   besitzt   eine   ausgezeichnete  G^,,   welche   der 


18)  J.  f.  Math.  84  (1878X  p.  89. 

19)  Nap.  Atti  1880. 

20)  Vgl.  über  endliche  temäre  Gruppen,  bei  denen  ein  Dreieck  unverftndert 
bleibt,  Maschke,  Am.  J.  17  (1895),  p.  168. 

21)  Dieser  Kegelschnitt  ist  das  Bild  des  binären  Gebietes.  Für  die  6  Paare 
gegenüberliegender  Ikosaederecken  bilden  die  Pole  der  Yerbindungsgeraden  ein 
zehnfach  Brianchon' sches  Sechseck.  Vgl.  A.  Clebsch,  Math.  Ann.  4  (1871),  p.  8S6 
I  B  2,  Nr.  19].  Das  zehnfach  Brianchon' 9che  Sechseck  ist  übrigens  nur  eine 
Zentralprojektion  des  Ikosaeders;  vgl.  Klein,  Math.  Ann.  12  (1877),  p.  680. 
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innerhalb  der  Tetraedergruppe  ausgezeichneten  Vierergruppe  zugeordnet 
ist;  den  3  Gj  in  der  letzteren  Gruppe  entsprechen  innerhalb  der  G^^^ 
3  Gjg ,  ^*)  und  der  Identität  eine  ausgezeichnete  G^g ,  welche  jede  Kurve 
des  Büschels  invariant  lässt.  Gerade  diese  G^^  und  G^^  liefern  die 
übrigen  von  Jordan  aufgezählten  Gruppen^'). 

Indessen  hatte  Jordan  bei  dieser  Diskussion  die  beiden  interessan- 
testen einfachen  Gruppen  von  KoUineationen  in  der  Ebene  übersehen. 
Eine  von  diesen,  die  G^^y  wurde  alsbald  von  Klein^)  durch  Betrach- 
tung der  Transformation  7.  Ordnung  der  elliptischen  Funktionen  ab- 
geleiteten B  6  a].  Die  andere  aber,  die  G^q,  wurde  erst  von  H.  Vcden- 
tiner^^)  aufgestellt.  Die  Methode  von  Valentiner,  welcher  die  vorangehen- 
den Arbeiten  you  Jordan  und  Klein  nicht  kannte,  zielt  ebenfalls  auf  die 
Aufstellung  und  Diskussion  einer  Fundamentalgleichung.  Das  Wesent- 
liche in  der  Struktur  der  (rjgo,  nämlich  holoedrischer  Isomorphismus  mit 
der  alternierenden  Gruppe  von  6  Dingen,  wurde  zuerst  von  A.  Wiman  *^) 
erkannt.  Auf  Grund  dieser  Eigenschaft  enthält  die  G^^q  als  Unter- 
gruppen sowohl  zwei  Systeme  von  je  6  Ikosaedergruppen*')  als  auch 


22)  Jede  von  diesen  G^^  ist  die  Eollineationsgruppe  zweier  harmonischen 
Cj,  welche  von  einander  gegenseitig  Hesse'sche  Kurven  sind. 

23)  Das  vollständige  Formensystem  der  G^^^  hat  Maschke  gegeben,  Gott. 
Nachr.  1888,  p.  78 ;  Math.  Ann.  39^  (1890),  p.  324.  Dasselbe  hesteht  aus  6  Formen,  von 
denen  drei  die  4  Wendepunktsdreiseite,  die  4  äquianharmonischen  und  die  6 
harmonischen  Kurven  des  Büschels  darstellen;  dieselben  entsprechen  den  in  Nr.  2, 
Anm.  9  aufgezählten  Grundformen  der  binären  Tetraedergruppe  und  sind  auch 
durch  eine  ähnliche  Identität  mit  einander  verbunden.  Die  beiden  übrigen  defi- 
nieren eine  Q  und  die  9  harmonischen  Polaren  der  Wendepunkte;  das  Quadrat 
der  letzteren  ist  durch  die  C^,  die  äquianharmonischen  und  harmonischen  (7, 
genau  so  ausdrückbar,  virie  das  Weierstrass^ sehe  p'  durch  p,  g^  und  ^,  [11  B  6  a]. 

24)  Erl.  Ber.  (1878) ;  Math.  Ann.  14  (1878),  p.  488. 

26)  Kjöb.  Skr.  (6)  6  (1889),  p.  64.     Die  G^^^  fehlt  bei  Valentiner. 

26)  Math.  Ann.  47  (1896),  p.  531.  Es  ist  dort  auch  nachgeviriesen,  dass 
man  in  gleicher  Weise  das  vollständige  Formensystem  der  G^^^,  erhält,  wie 
Klein  dasjenige  der  6rjeg  abgeleitet  hat  (Math.  Ann.  14  [1879],  p.  448).  Man  geht 
bei  der  Gi^^  (bez.  G^^^)  von  einer  Grundform  f^  (bez.  f^)  aus,  bestimmt  dann 
die  Hesse*sche  Kovariante  X^  (bez.  X^^) ,  dann  die  durch  die  Derivierten  von  X 
geränderte  Hesse'sche  Determinante  0^,  (bez.  0,^)  und  endlich  die  Funktional- 
determinante y,i  (bez.  VP^^)  dieser  drei  Formen,  welche  letztere  die  harmonischen 
Perspektivitäten  der  bez.  Gruppe  darstellt  und  sich  als  Quadratwurzel  einer 
ganzen  rationalen  Funktion  der  drei  übrigen  Formen  ausdrücken  lässt.  Weitere 
Ausführungen  über  die  G^^^  bei  F.  Gerbäldi,  Pal.  Rend.  (1898,  1899);  Zürich 
Congr.-Verh.  1898,  p.  242;  Math.  Ann.  50  (1898),  p.  478. 

27)  Diesen  G^^^  sind  Kegelschnitte  zugeordnet,  so  dass  je  zwei  Kegelschnitte 
desselben  Systems  sich  nach  äquianharmonischen  Doppelverhältnissen  schneiden, 
je  zwei  Kegelschnitte  verschiedener  Systeme  einander  doppelt  berühren.    Von 

Encyklop.  d.  math.  WiMenich.    I.  34 
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10  G^.  Die  G^Q  und  die  (r^^g  lassen  sich  auch  homogen  in  60 
bez.  168  Substitutionen  schreiben;  die  homogene  Darstdkmg  der  4 
übrigen  Oruppen  erfordert  mindestens  dreimal  so  yiele  Substitutionen^ 
also  bez.  648,  216,  108,  1080. 

6.  Algebraisch  integrierbare  lineare  DifPerential^eiehnngen 
höherer  Ordnung.  Jordan  hatte  sich  als  eigentliches  Ziel  seiner  Arbeit 
über  die  endlichen  temären  G]^ppen  die  Bestimmung  der  algebraisch 
integrierbaren  linearen  Differentialgleichungen  gesetzt.  Später  hat  man 
insbesondere  den  allgemeineren  Typus  von  linearen  Differentialglei- 
chungen höherer  Ordnung  behandelt,  zwischen  deren  Integralen  homo- 
gene algebraische  Relationen  existieren^).  Die  algebraische  Integrier- 
barkeit  ist  hier  wesentlich  davon  abhängig,  ob  die  durch  jene  Rela- 
tionen dargestellten  Gebilde  eine  endliche  oder  unendliche  Gruppe 
von  Eollineationen  in  sich  besitzen.  Aber  auch  in  dem  letzteren  Falle 
giebt  es  algebraisch  integrable  Gleichungen,  nämlich  wenn  sich  die 
Integrale  als  homogene  Formen  (n  —  1)**'  Ordnung  aus  den  Losungen 
y^,  y^  einer  linearen  Differentialgleichung  2.  Ordnung  darstellen  *•). 

7.  Gruppen  aus  den  regulären  Körpern  in  höheren  Ränmen. 

In  gleicher  Weise  wie  im  dreidimensionalen  Räume  B^  erhalten  wir 
auch  in  höheren  Räumen  Rn  aus  den  endlichen  Bewegungsgruppen  (mit 
oder  ohne  „Erweiterung^'),  welche  die  dort  befindlichen  regulären 
Körper  in  sich  überführen,  endliche  lineare  Substitutionsgruppen,  und 
zwar  auch  in  einem  Rn—i,  nämlich  als  endliche  orthogonale  Substitu- 

n 

tionsgruppen^%  da  ja  die  Bewegungen  das  Gebilde  Xn-^i  =  Oy  ^rc,*  =  0 

invariant  lassen.  Dieses  Gebilde  lässt  sich  ein-eindeutig  auf  einen 
Rn-2  abbilden;  die  auf  diesen  ü»— 2  übertragene  Gruppe  ist  aber  im 
allgemeinen  nicht,  wie  im  Falle  w  =  3,  linear,  sondern  man  muss  för 
die  Herstellung  derselben  auch   quadratische  Transformationen  hinzu- 

einem  solchen  Eegelschnittsysteme  war  Gerbdldi  ursprünglich  ausgegangen,  Tor. 
Atti  17  (1882),  p.  666. 

28)  Vgl.  Fuchs,  Berl.  Ber.  1882,  p.  708;  Acta  math.  1  (1883),  p.  S21; 
Berl.  Ber.  1890,  p.  469;  Goursat,  Par.  Soc.  math.  Bull.  11  (1888),  p.  144;  Par. 
C.  R.  1889,  p.  232;  G.  Ralphen,  Par.  sav.  [^tr.]  28,  1  (1883);  Acta  math.  3 
(1883),  p.  348;  H.  Poincare,  Par.  C.  R.  97  (1883),  p.  984,  1189;  P.  Painlev^,  Par. 
C.  R.  104  (1887)  p.  1829;  105,  p.  68;  106  (1888),  p.  535;  Brio&chi,  Ann.  di  mat.  18 
(1885),  p.  1;  Ludic.  Schlesinger,  Diss.  Berl.  1887;  Lipm.  Schlesinger,  Diss.  Kiel 
(1888);  S.  Lie,  Leipz.  Ber.  43,  p.  253  (1891);  G.  Wallenberg,  J.  f.  Math.  111  (1898), 
p.  83;  113  (1894),  p.  1;  Max  Meyer,  Diss.  Berl.  1893;  G.  Fano,  Rom.  Linc.Rend. 
(5),  4  (1895),  p.  18,  61,  232,  292,  322. 

29)  Die  „Erweiterung"  im  -B„_i  geschieht  durch  uneigentlich  orthogonale 
Substitutionen  von  der  Determinante  — 1. 
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nehmen.  Nun  sind  die  regulären  Körper  in  einem  Räume  von  be- 
liebiger Dimension  n  durch  X  Stringham  bestimmt  worden**^):  für  w  ==  4 
giebt  es  deren  6,  für  n  >  4  aber  nur  3,  welche  letzteren  sich  in 
3  Reihen  einordnen,  deren  Anfangsglieder  bez.  das  Tetraeder,  Oktaeder 
und  der  Würfel  sindi  Der  erste  Körper  Kn(n  -\-  1)  ist  durch  n  +  1 
Kn—\{n)  begrenzt;  als  Bewegungsgruppe  hat  man  hier  die  alternierende 
und  als  ihre  Erweiterung  die  symmetrische  Vertauschungsgruppe  dieser 
n  +  1  Grenzkörper.  Die  beiden  übrigen  Körper,  £«(2*)  und  -Ki,(2n) 
sind  zu  einander  reziprok  und  haben  als  Grenzkörper  bez.  2*  JE«-.i(n) 
und  2n  Kn—\{2n  —  2);  die  letzteren  2n  Grenzkörper  stehen  einander 
paarweise  gegenüber,  und  die  Bewegungsgruppe  lässt  sich  durch  Kom- 
bination der  Gruppe,  wo  jedes  Paar  in  sich  übergeht,  aber  die  Glieder 
einer  geraden  Zahl  von  ihnen  sich  vertauschen,  mit  der  symme- 
trischen Vertauschungsgruppe  der  n  Paare  erzeugen'*),  ist  also  vom 
Grade  n!  2"-^;  die  Erweiterung  entsteht  dadurch,  dass  die  Glieder 
auch  einer  ungeraden  Zahl  von  Paaren  vertauscht  werden. 

Im  Rj^  existieren  noch  drei  regelmässige  Körper:  K^(^4^y  K^i^OQ) 
und  Z^(120),  von  denen  die  beiden  letzteren  zu  einander  reziprok 
sind.  Dieselben  sind  bez.  durch  24  Oktaeder,  600  Tetraeder  und 
120  Dodekaeder  begrenzt,  und  die  zugehörigen  Bewegungsgruppen 
sind  bez.  von  den  Gradzahlen  576  und  7200.  Eine  analytische  Grund- 
lage der  Theorie  der  regelmässigen  vierdimensionalen  Körper  hat 
Goursat  durch  seine  Untersuchungen  über  endliche  Gruppen  ortho- 
gonaler Substitutionen  von  vier  Veränderlichen  gegeben'^).  Die 
letzteren  Gruppen  sind  alle  von  ihm  bestimmt**),   und  zwar  giebt  es 

deren  32,  welche  jedes  der  Erzeugendensysteme  der  Fläche  J^Xi^  =  0 

in  sich  überführen;  werden  aber  jene  Systeme  vertauscht,  konmien 
noch  19  hinzu**). 

Nach  dem  Vorgange  von  Klein  bei  den  endlichen  Gruppen  einer 
Veränderlichen  suchte  0.  Biermann  die  linearen  Substitutionsgruppen 


30)  Am.  J.  of  math.  3  (1880),  p.  1. 

31)  Bei  der  Bewegongsgruppe  müssen  also  die  n  Paare  alle  möglichen,  die 
2n  Grenzkörper  aber  nur  gerade  Vertauschungen  erleiden.  Vgl.  hierzu  A.  Pwihta, 
Wien.  Ber.89  (1884),  p.  806;  90  (1884),  p.  168.  Es  mag  bemerkt  werden,  dass  diese 
Gruppen  die  endlichen  Bewegungsgmppen  in  den  betreffenden  BAnmen  keineswegs 
erschöpfen. 

32)  Ann.  ^c.  norm.  (3)  6  (1889),  p.  9. 

33)  Ebenda  p.  50—79.  Die  Erzeugendensysteme  werden  natürlich  nach 
binären  Gruppen  transformiert,  und  diese  Gruppen  müssen  nach  irgend  einem 
Isomorphismus  mit  einander  in  Verbindung  gesetzt  werden. 

34* 
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Yon  zwei  komplexen  Veränderlichen  mit  den  Bewegungsgruppen  der 
regelmässigen  Körper  im  i^  in  Verbindung  zu  setzen,  aber  es  zeigte 
sich  dies  nur  für  triviale  Untergruppen  möglich**). 

Die  Gruppen  der  regulären  Körper  (sowie  überhaupt  die  end- 
lichen linearen  Substitutionsgruppen)  können  auch  durch  Hinzufägung 
dualistischer  Transformationen  erweitert  werden,  wie  dies  E.  Hess  fÄr 
den  dreidimensionalen  Raum  durchgeführt  hat^). 

8.  Invariante  definite  Hermite^sohe  Formen.  Bei  der  Über- 
tragung einer  komplexen  Veränderlichen  auf  die  Riemann^sche  Kugel- 
fläche  werden  den  beiden  Systemen  geradliniger  Erzeugenden  die  kon- 
jugiert imaginären  Veränderlichen  z  =  x  -\-  iy  und  z  =  x  —  *y  zu- 
geordnet. Eine  definite  Hermite^sche  quadratische  Form  von  diesen  Ver- 
änderlichen (mit  konjugiert  imaginären  Koeffizienten)  definiert  dann 
nach  bekannten  Eigenschaften  der  Flächen  2.  Grades,  gleich  Null  ge- 
setzt, eine  reelle  Ebene,  welche  mit  der  Kugel  keine  reellen  Punkte 
gemein  hat»«).  Aus  der  Invarianz  der  unendlich  fernen  Ebene  bei 
den  Gruppen  der  regulären  Körper  folgt  also  unmittelbar  die  Invarianz 
einer  definiten  Hermite^schen  Form  bei  den  endlichen  Gruppen  einer 
Veränderlichen.  Für  die  tertiären  Gruppen  haben  Picard  und  ValenÜner 
ähnliche  invariante  Formen  hergestellt'^).  Den  allgemeinen  Satz,  dass 
bei  jeder  endlichen  linearen  Substitutionsgruppe  von  beliebig  vielen 
Veränderlichen  mindestens  eine  definite  Hermite'sche  quadratische 
Form  invariant  bleibt,  haben  später  fast  gleichzeitig  FtAchs,  Moore 
und  Loetvy^^)  veröffentlicht.  Fuchs  gelangt  zu  dem  Satze  bei  der 
Betrachtung  der  Fundamentalsubstitutionen  der  Integrale  einer  alge- 
braisch integrierbaren  linearen  Differentialgleichung.  Moore  geht  ein- 
fach von  einer  beliebigen  definiten  Hermite^schen  Form   aus   und  er- 

34)  Wien.  Ber.  95  (1887) ,  p.  523.  Vom  Gesichtspunkte  der  synthetischen 
Geometrie  sind  die  regelmässigen  Körper  auch  von  anderen  Verfassern  {Schlegel, 
Hoppe,  Budel)  untersucht  worden  [III  A  3].  Vgl.  die  im  ßrill^schen  Verlage 
(Darmstadt  1886)  erschienenen  Modelle  von  F.  Schlegel. 

35)  Marh.  Ber.  1894,  p.  11. 

36)  Vgl.  J.  Plücker,  J.  f.  Math.  34  (1847),  p.  841  =  Ges.  Abh.  1,  p.  417. 

37)  E.  Picard,  Par.  Soc.  math.  Bull.  15  (1887),  p.  162;  Valentiner,  Kjöb. 
Skr.  (6)  5  (1889),  p.  138,  218.  Vgl.  auch  fär  einen  Fall  (die  temÄre  Ikosaeder- 
gruppe),  wo  Picard  keine  Form  der  gesuchten  Art  gefunden  hatte,  die  sogleich 
zu  citierenden  Arbeiten  von  Fuchs  und  Loewy. 

38)  Fuchs,  Berl.  Ber.  (9.  Juli  1896),  p.  753;  E.  U.  Moore,  Chic.  Univ.  Eec. 
(24.  Juli  1896  vorgelegt  der  Chic.  Math.  Ges.  10.  Juli);  Math.  Ann.  50  (1898), 
p.  213;  A.  Loewy,  Par.  C.  R.  (20.  Juli  1896),  p.  168.  Wegen  der  gegenseitigen 
Beziehungen  vergl.  Moore,  Math.  Ann.  50,  p.  214;  Loewy,  ebenda,  p.  66;  Klein, 
Deutsche  M.-V.  5»  (1896),  p.  67. 
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hält  dann  in  der  Summe  der  aus  ihr  durch  die  Gruppe  entstehenden 
Formen  eine  invariante  Form  der  gesuchten  Art. 

9.  Erste  Anflösmig  der  Gleichungen  5.  Grades.  Einen  voll- 
ständigen Beweis  för  die  Unmöglichkeit,  die  Allgemeine  Gleichung 
von  höherem  als  dem  4.  Grade  durch  Radikale  aufzulösen,  hat 
bekanntlich  N.  H,  Abel  gegeben*^.  Von  Ch.  Hermüe  wurde  zuerst 
nachgewiesen,  dass  man  die  allgemeine  Gleichung  5.  Grades  auf 
solche  Normalgleichungen,  welche  bei  der  Transformation  5.  Ord- 
nung der  elliptischen  Funktionen  auftreten,  zurückführen  kann.  Dies 
gelang   ihm    durch    Untersuchung    der   Modulargleichungen   zwischen 

yx  =  M  und  yx  =  Vy  wobei  x  den  ursprünglichen  Legendre^schen 
Modul  und  X  den  aus  ihm  durch  die  Transformation  hervorgehenden 
bezeichnen.  Die  Modulargleichungen  bei  der  Transformation  n^  Ord- 
nung, wo  n  eine  ungerade  Primzahl  bedeutet,  sind  nach  C.  G.  J.  Jacöbi 
und  Ad,  Sohncke^)  vom  (n  +  l)**""  Grade  sowohl  in  u  als  in  v.  Durch 
Untersuchung  der  Gruppen  dieser  Gleichungen  hatte  aber  schon 
Ev,  Galois  erschlossen,  dass  dieselben  für  n  =  5,  7, 11  Resolventen 
n**°  Grades  besitzen  müssen  *^).  Für  n  =  5  wurde  nun  eine  solche 
Resolvente  von  Hermüe  wirklich  gebildet*^),  und  zwar  erwies  sich 
dieselbe  von  der  Form  y*  +  ay-f-6  =  0,  wobei  a  und  h  vom  Para- 
meter u  abhängen.  Anderseits  hatte  schon  E,  S.  Bring  ^^)  (und  später 
Jerrard)  die  allgemeine  Gleichung  5.  Grades  durch  Benutzung  von  Tschim- 
%au$^- Transformation  [I B  2,  Nr.  19]  auf  die  obige  spezielle  Form  redu- 
ziert, doch  zunächst  mit  völlig  beliebigen  a  und  b]  es  erwies  sich 
aber,  dass  für  die  Reduktion  der  allgemeinen  Bring'schen  Gleichung 
auf  die  Hermite'sche  Form  imd  die  Bestimmung  des  zugehörigen 
Parameters  u  nur  aus  Quadratwurzeln  zusammengesetzte  Irrationali- 
täten   erforderlich   sind.     Hiemach  geben  also  die  Formeln  von  Her- 


39)  J.  f.  Math.  1  (1826),  p.  66  =  Oeuv.  6d.  Sylow-Lie  p.  66  [1  B  3  c,  d,  Nr.  18]. 

40)  Jacobi,  Fundamenta  nova  (1829)  »=  Werke  1,  p.  128;  Sohncke,  J.  f. 
Math.  16  (1836),  p.  97. 

41)  GcUois^  Brief  an  Chevalier  (zuerst  veröff.  in  Rev.  enc.  1832).  Der  erste 
bekannte  Beweis  des  G^lois'schen  Satzes  ist  wohl  von  E.  Bettij  Ann.  mat.  fis.  3 
(1862),  p.  74  [I  A  6,  Nr.  11;  I  B  3  c,  d,  Nr.  24]. 

42)  Par.  C.  R.  46  (1868),  p.  608.  Vgl.  Ch.  Briot-J.  Cl.  Bouquet,Th.  d.  f.  eil. 
(Par.  1876),  p.  664;   H.  Krey,  Ztachr.  Math.  Phys.  26  (1880),  p.  129. 

43)  Bring'B  Beweis,  welcher  in  einer  von  Sommelios  verteidigten  Promotions- 
schriffc  (Lund  1786)  erschien,  wurde  erst  1861  (durch  /.  Hill)  beachtet.  Das 
Resultat  war  inzwischen  von  G.  B,  Jerrard  (Math.  Researches,  Bristol-London 
1834)  aufs  neue  gefunden  worden.  Vgl.  Hermüe,  Par.  C.  R.  61,  62  (1866,  66) 
[I  B  3  c,  d,  Nr.  24,  Anm.  106];  /.  BalUs,  Math.  Ann.  28  (1886),  p.  34. 
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mite  Ausdrücke  für  die  Wurzeln  der  allgemeinen  Gleichung  5.  Grades 
durch  die  Wurzeln  v  der  Modulargleichung.  Die  Rolle  der  elliptischen 
Funktionen  bei  dieser  Lösung  ist  analog  mit  derjenigen  der  Loga- 
rithmen bei  den  binomischen  Gleichungen,  wie  namentlich  Klein**') 
hervorgehoben  hat. 

10.  LöBung  durch  Vermittelung  der  Jaoobraohen  Ghleidlmiigen 
6.  Grades.  Die  Transformationstheorie  der  elliptischen  Funktionen 
liefert  noch  eine  andere  Art  von  Gleichungen,  welche  in  der  Theorie 
der  Gleichungen  5.  Grades  eine  Rolle  spielen,  nämlich  die  von  Jtuxibi  be- 
trachteten MtiUi^dikatorgleichungen  [I  B  3c,  d,  Nr.  23;  11  B  6  a]^.  Für 
diese  fand  er  die  merkwürdige  Eigenschaft,  dass  die  Quadratwurzeln  ihrer 
n  -f- 1  Wurzeln  sich  mit  Hülfe  blos  numerischer  Irrationalitäten  aus 

T^     Bestandteilen  folgendermassen  linear  zusammensetzen  lassen: 

(1)  y^=|/(-l)^wAo,  ]/^  =  Ao+a^Ai  +  ...  +  amf;A^ 

(  m^ 

\v  =  0,  l,--n  —  1,  6  =  e     /. 

Die  allgemeinste  Jacobi*sche  Gleichung  6.  Grades  wurde  Ton 
Brioschi  aufgestellt*^)  und  erwies  sich  von  der  Gestalt: 

(2)  {z—Äf—^A{z—Af+  \OB{z—Af—C{z—Ä)+bB'—AC=0, 

wobei  Ay  B,  G  Funktionen  in  A^,  A^,  A,  von  den  bezüglichen  Grad- 
zahlen 2,  6,  10  bedeuten.  Um  eine  Resolvente  5.  Grades  herzustellen, 
ging  Brioschi  (dem  Vorgange  von  Hermite  bei  den  Modulargleichungen 
folgend)  von  der  Substitution  yy  =  {sSa, — ^0  (^v-f  8 — ^y-|-s)(^»-f  i  —  ^»+0 
aus  {y  +  m  nach  dem  Modul  5  genommen);  er  bemerkte  aber,  dass 
schon  die  Yv^  ^^  ^^^  ^  rational  sind  und  zu  Gleichungen  5.  Grades 

Anlass  geben*'),  nämbch  für  x^  =  7^ : 

h 

(3)  ar^  +  lOBx^  +  5(9^  —  AC)x  —  2)  =  0, 

wobei  D  die  4.  Wurzel  aus  der  durch  5*  dividierten  Diskriminante 
[I  B  1  a,  Nr.  20]  der  Jacobi'schen  Gleichung  darstellt.  Die  Multipli- 
katorgleichung, welche  bei  Jacobi  den  Ausgangspunkt  der  Theorie 
bildete,   fand  Brioschi  durch    die  Bedingung   B  =  0   charakterisiert; 


44)  Man  sehe  etwa  Klein,  Ikos.  (1884),  p.  131. 

46)  J.  f  Math.  3  (1829),  p.  808  =»  Werke  1,  p.  261. 

46)  Ann.  di  mat.  (1)  1  (Juni  1868),  p.  266. 

47)  Ann.  di  mat.  (1)  1  (Sept.  1868),  p.  326.  Vgl.  Joubert   Par.  C.  R.  64  (1867), 
p.  1026,  1081,  1287. 
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ihre  Besolvente  (3)  ist  also  eine  Bring^sche  Gleichung.  Von  noch 
grösserer  Bedeutung  wurde  aber  späterhin  der  von  Kronecker  zuerst 
betrachtete  Fall  Ä  =  0, 

Kronecker  (und  nach  ihm  Brioschi)  haben  das  Problem  in  An- 
griff genommen*®),  aus  einer  beliebigen  Jacobi'schen  Gleichung  durch 
Tschimhausentransformation  neue  abzuleiten.  Es  ergaben  sich  hier 
zwei  Möglichkeiten:   der  eine  Fall  erledigte  sich  für  den  Grad  6  in 

allgemeinster   Weise    durch    die    Substitution   Y^  =i  xyjg  ~\-  ^  -JL- 

+  V  -X^ ;  der  andere  Fall  (durch  die  Ersetzimg  von  s  durch  £*  in 
den  Formeln  (1)  charakterisiert)  in  entsprechender  Weise,  nachdem 
eine  erste  Lösung,  etwa  Z  ==^     _  .  -f"  f,b^  —  AC^  bekannt  ist.   Aus 

dem  Umstände,  dass  der  Ausdruck  A  eine  quadratische  Funktion  von 
A,  ft,  V  wird,  zog  man  die  Folgerung,  dass  letztere  Grössen  auf  ver- 
schiedene Weisen  ohne  eine  andere  Irrationalität  als  eine  Quadratwurzel 
so  gewählt  werden  können,  dass  die  Bedingung  ^  =  0  erfüllt  wird. 

Von  durchgreifender  Bedeutung  für  die  allgemeine  Gleichung 
5.  Grades  war  die  Entdeckung  KronecJcer^s^^),  dass  man  von  der  Glei- 
chung nach  Adjunktion  der  Quadratwurzel  aus  der  Diskriminante  als 
rationale  Resolventen  Jacöbi'sche  Gleichungen  6.  Grades  aufstellen  kann. 
Dazu  trat  noch  der  Satz^),  dass  man  mit  Hülfe  nur  einer  hinzu- 
tretenden Quadratwurzel  eine  solche  Resolvente  mit  A  =  Q  erhalten 
kann,  welche  nur  einen  wesentlichen  Parameter  & :  G^  enthalt  und 
durch  elliptische  Funktionen  lösbar  ist.  Weitere  Entwickelungen 
über  diese  Eronecker'sche  Auflösungsmethode  unternahm  insbesondere 
Brioschi^^)]  von  ihm  wurde  ein  allgemeines  Bildungsgesetz  für  die 
Wurzeln  der  betreffenden  Resolvente  6.  Grades  gegeben^*). 


48)  Kronecker,  Berl.  Ber.  1861,  p.  222;  Brioschi,  Ann.  di  mat.  (2),  1(1867), 
p.  222 ;    Nap.  Atti  (1866). 

49)  Par.  C.  R.  46  (Juni  1868),  p.  1150. 

60)  Letzterer  Satz  hängt  natürlich  mit  dem  entsprechenden  betreffend  die 
Transformation  der  Jacobi'schen  Gleichungen  in  solche  mit  ^  s  0  eng  zu- 
sammen. 

51)  Lomb.  Atti  (Nov.  1858).  Die  zu  den  betreffenden  Jacobi'schen 
Gleichungen  gehörigen  A^,  A^,  A,  erwiesen  sich  als  rationale  Ausdrücke  der 
Wurzeln  der  Gl.  5.  Grades.  Hierdurch  wurde  die  Möglichkeit  erkannt,  letztere 
Gleichung  nach  Adjunktion  der  Quadratwurzel  aus  der  Diskriminante  in  eine 
Gl.  (3)  (also  mit  verschwindenden  Koeffizienten  von  x*  und  x*)  rational  über- 
zuführen, insbesondere  nach  A^junktion  einer  neuen  Quadratwurzel  in  eine 
solche  mit  ui  "=  0.  Die  betreffende  Tschimhausentransformation  hat  Hermüe 
(Par.  C.  R.  62  [1866])  [I  B  3  c,  d,  Nr.  24,  Anm.  106]  durchgeführt.    Vgl.  auch  ver- 
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11.  SatB  betreffend  die  Mögliohkeit  von  Beeolventen  mit  nur 
einem  Parameter.  Später  machte  Kronecker '^)  auf  eine  wesentlidie 
Unterscheidung  bei  den  Irrationalitäten,  welche  behufs  der  Reduktion 
algebraischer  Gleichungen  eingefElhrt  werden,  aufinerksam:  diejenigen 
der  ersten  Art,  die  „natürlichen^^  IrrationaMtäten  [I B  3  c,  d,  Nr.  7], 
hängen  rational  von  den  zu  bestimmenden  Wurzeln  x  ab,  wie  etwa 
die  Quadratwurzel  aus  der  Diskriminante;  daneben  stellen  sich  die 
„accessorischen"  Irrationalitäten  [I B  3  c,  d,  Nr.  11],  die  irrationale  Punk- 
tionen der  X  sind^).  Auf  die  Thatsache  hinweisend,  dass  bei  den 
durch  Wurzelziehen  lösbaren  Gleichungen  die  accessorischen  Irratio- 
nalitäten vermieden  werden  können,  postuliert  Kronecker  das  Gleiche 
für  die  Auflösung  der  höheren  Gleichungen.  Betreffend  die  all- 
gemeinen Gleichungen  5.  Grades  stellte  Kronecker  jetzt  die  Behaup- 
tung auf,  dass  es  ohne  Zuhülfenahme  accessorischer  Irrationalüäien 
nmmglidh  sei,  aus  derselben  eina  Resolvente  mit  nur  einem  wesenÜichen 
Parameter  (wie  die  Jacobi'sche  Gleichimg  mit  J.  ==  0)  herzustellen. 
Nach  Kronecker  würde  man  sich  also  darauf  zu  beschränken  haben. 
Resolventen  mit  zwei  wesentlichen  Parametern  aufzustellen,  wie  etwa 
die  allgemeinen  Jacobi'schen  Gleichungen  mit  den  Parametern  B :  Ä^ 
und  C :  Ä\  und  diese  Resolventen  der  Auflösung  der  Gleichungen 
5.  Grades  als  Normalgleichungen  zu  Grunde  zu  legen. 

Ein  Beweis  des  Kr onecker" sehen  Satzes  über  die  Gleichungen 
5.  Grades  wurde  von  Klein  gegeben.  Zuerst  wurde  nachgewiesen, 
dass,  wenn  eine  Gleichung  ohne  Affekt  [I  B  3  b,  Nr.  20;  I  B  3  c^  d, 
Nr.  1]  durch  Adjunktion  blos  natürlicher  Irrationalitäten  auf  eine  solche 
mit  nur  einem  Parameter  reduziert  wird,  die  Wurzeln  der  letzteren  bei 
Variation  des  Parameters  im  Räume  der  x  eine  rationale  Kurve  [HI  C  3] 
im  Räume  der  x  durchlaufen  müssen.  Den  Punkten  dieser  Kurve 
ist  ein  Parameter  A  eindeutig  zugeordnet,  welcher  sich  nach  einem 


schiedene  Arbeiten  von  5rtoscÄi,  Par.  C.  R.  63  (1866),  p.  685, 785;  78(1871),  p.l470; 
80  (1875),  p.  753,  815;  Ann.  di  mat.  (2)  16  (1888),  p.  181.  Die  fraglichen  Trans- 
formationen von  Hermite  und  Brioschi  stehen  andererseits  in  enger  Beziehung 
zur  Invariantentheorie  der  binären  Formen  5.  Grades.  Eine  Zusammenfassung 
der  Brioschi'schen  Untersuchungen  über  die  Auflösung  der  Gleichungen  5.  Grades 
findet  man  in  Math.  Ann.  13  (1878),  p.  109. 

52)  Vgl.  weiter  Cayhy,  Math.  Ann.  30  (1887),  p.  78  =  Pap.  12,  p.  493,  über 
die  Fundamentalrelationen  zwischen  den  j/T  der  Jacobi*schen  Gl.  6.  Grades; 
J.  f.  Math.  113  (1894),  p.  42  =  Pap.  13,  p.  473,  über  dieselben  als  Resolventen 
der  Gleichungen  5.  Grades. 

53)  Berl.  Ber.  1861  =  J.  f.  Math.  59  (1861),  p.  306. 

54)  Die  Benennungen  „accessorisch"  und  „natürlich"  sind  von  Klein.  Vgl. 
„Ikos."  p.  157. 
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Satze  von  J.  Lüroih  ^)  als  rationale  gebrochene  Funktion  q> :  ^  der 
Wurzeln  der  letzteren  (und  also  auch  der  ursprünglichen)  Gleichung 
ausdrücken  lassen  muss.  Bei  den  Wurzelvertauschungen  müssen  also  q) 
und  ^  sich  nach  einer  isomorphen  binären  Gruppe  substituieren;  aber 
es  giebt  (Nr.  2)  keine  homogene  ünäre  (dagegen  wohl  eine  homogene 
temäre)  Gruppe,  welche  mit  der  alternierenden  Gruppe  von  5  Dingen 
holoedrisch  isomorph  ist.    EUermit  ist  aber  auch  der  Satz  bewiesen**). 

12.  Lösung  durch  die  Xkosaederirratioiialität.  Der  Beweis 
des  Kronecker'schen  Satzes  war  nur  ein  Schlussresultat  der  Be- 
strebungen von  Klein  und  Gordan,  die  Gleichtmgen  5.  Grades  mit  der 
Theorie  des  Ikosaeders  in  Verbindung  zu  setzen.  Zunächst  griff  Klein 
die  Aufgabe  an*^):  wenn  die  fundamentale  Eovariante  f^^  und  also 
auch  H^Q  und  Tj^  als  Funktionen  von  jeTj,  z^  gegeben  sind  (/^^  nicht 
in  kanonischer  Form^),  sondern  nur  der  definierenden  Identität 
{ff\  =  0  genügend),  die  Gleichung  f^^  =  0  in  6  quadratische  Fak- 
toren zu  spalten,  welche  den  6  Paaren  einander  gegenüberliegender 
Ikosaederecken  entsprechen.  Es  wurden  sowohl  die  nötige  Gleichung 
6.  Grades  als  ihre  Resolvente  5.  Grades  aufgestellt.  Hier  trat  nun 
eine  Übereinstimmung  mit  den  Formeln  von  KronecJcer  und  Brioschi 
hervor,  indem  jene  Gleichung  6.  Grades  im  wesentlichen  sich  als 
eine  Jacobi'sche  Gleichung  mit  -4  =  0  erwies. 

Später  nahmen  aber  die  Arbeiten  von  Klein  und  Gordan  die 
lungekehrte  Richtung.  Die  durch  die  Gleichung  60.  Grades  H}{z) 
:  1728 /■*(£?)  =  Z*^)  definierte  Ikosaederirrationalität  z  =  Zy^:  z^  wurde 
neben  den  Radikalen  als  neue  selbständige  algebraische  IrrationalitiU 
betrachtet,  und  zwar  als  die  einfachste  mögliche.    Durch  die  Ikosaeder- 


66)  Math.  Ann.  9  (1875),  p.  168  [I  B  1  c,  Nr  22]. 

66)  Klein,  Erl.  Ber.  (Jan.  1877);  Math.  Ann.  12  (1877),  p.  659;  Vorl.  üb.  d. 
Ikos.  (1884),  p.  254.  Auf  Grund  der  Eigenschafben  der  homogenen  binären 
Gruppen  gilt  ein  ähnlicher  Satz  schon  für  die  Gl.  4.  Grrcides;  weil  aber  hier  die 
alternierende  Gruppe  nicht  einfach  ist,  reichen  jetzt  Farticdresolventen  mit  nur 
einem  Parameter  (nämlich  binomische  Gleichungen)  aus.  Einen  mehr  elementar 
gehaltenen  Beweis  gab  später  Gordan,  Math.  Ann.  29  (1887),  p.  318. 

67)  Erl.  Ber.  (Juli  1876);  Math.  Ann.  9  (1875),  p.  188. 

58)  Die  gewöhnlich  angewandten  kanonischen  Formen  sind: 
/i.  =^i^.(^/'+ll^/V-^.*");  ^.o  =  --(^i''  +  ^,*')  +  228(2r,"5/-~^,»x?,") 
—  494ä/o^,";  r,o -«x?! »«+;?, »ö  +  622(£fj"x?,*—;?/x?,")  —  10005(i?i";f,^<»+5i"2r,'«) 
mit  der  Identität  T'  +  -ff"—  1728/**  -=  0. 

69)  Hier  ist  f  in  kanonischer  Form  yorausgeseizt.  Neben  der  Ikosaeder- 
gleichung  stellt  sich  das  Formenpröblemi  z^  und  5,  für  gegebene  numerische 
Werte  von  f,  5^  und  T,  welche  der  Identität  T'  + fi^»— -  1728/'*=x0  genügen, 
zu  bestimmen  [I  B  2,  Nr.  11,  Anm.  219]. 
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Substitutionen  werden  nämlich  die  60  Wurzeln  jener  Gleichung  rational 
durch  eine  beliebige  von  ihnen  ausgedrückt;  die  fragliche  Gleicfaimg 
ist  also  ihre  eigene  Galois'sche  Besolvente,  falls  man  nämlich  die 
5.  Einheitswurzeln,  welche  ja  bei  den  Ikosaedersubstitutionen  auf- 
treten, adjungiert  [I  B  1  c,  Nr.  2;  I  B  3  c,  d,  Nr.  6],  und  nach  unserer 
Aufzahlung  der  binären  Gruppen  kann  es  keine  andere  neue  Irratio- 
nalität geben,  welche  nur  auf  ein  binäres  Problem  ffthrt^).  Das 
Prinzip,  nach  welchem  die  genannten  Autoren  jetzt  die  Theorie  ent- 
wickelten, war  dieses,  dass  die  Gleichungen  5.  Grades  durch  die  Tkosaeder- 
irratiqnalität  ihre  naturgemässe  Lösung  finden. 

Unter  den  verschiedenen  Resolventen  5.  Grades  der  Ikosaeder- 
gleichung  zog  Klein  insbesondere  die  Hauptresolvenie  in  Betracht, 
welche  durch  die  Substitution  y,.  =:  mv^-\- nu^Vy,  wo  tt»  =  12t^f^ :  T, 
V»  =  12TFi,/*:  JBT,  und  t^  und  Wy  die  zu  den  Tetraederuntergruppen 
gehörigen  Oktaeder-  und  Würfelformen  darstellen.  Hier  wurde  es 
besonders  wichtig,  dass  einerseits  in  der  Hauptresolvente  die  vierte 
und  dritte  Potenz  der  Unbekannten  gleichzeitig  fehlen,  anderseits  jede 
Hauptgleichung  5.  GradeSj  y^  -|"  ^tf^  +  &y  +  ^  =  0,  direkt  mU  einer 
Hauptresolvente  zu  identifizieren  ist,  wobei  m,  n  und  Z  sich  rational 
durch  a,  &,  c  und  die  Quadratwurzel  aus  der  Diskriminante  aus- 
drücken lassen  ^^). 

Hiemach  ergiebt  sich  eine  erste  Äuflösungsmethode  der  allgemeinen 
Gleichung  5,  Grades:  zuerst  die  Gleichung  durch  Tschimhausentrans- 
formation  auf  eine  Hauptgleichung  zu  reduzieren,  wozu  eine  nach  dem 
Kronecker'schen  Satze  nicht  zu  vermeidende  accessorische  Quadratwurzel 
erforderlich  ist;  dann  nach  Adjunktion  der  Quadratwurzel  aus  der  Dis- 
kriminante eifie  Ikosaedergleidiung  als  Besolvente  aufzustellen,  endlich 
durch  die  zugehörige  Ikosaederirrationalität  die  Wurzeln  der  Gleichung 
5.  Grades  auszudrücken.  Klein  stellt  die  ganze  Sache  in  geometri- 
schem   Gewände    dar^*):    die   Wurzeln,    für   welche   von    vornherein 

60)  Nach  den  Untersuchungen  von  0.  Holder  (Math.  Ann.  40  [1892],  p.  55) 
und  F.  N.  Cole  (Amer.  J.  14  [1892],  p.  378)  sind  auch  (von  cykl.  Gr.  abges.)  die 
im  bin.  und  tem.  Gebiete  auftretenden  Gqq,  G^^^  und  G^^q  die  einfachen  Gruppen 
von  den  niedrigsten  Gradzahlen  [I  A  6,  Nr.  22]. 

61)  Die  Hauptresolvente  wurde  zuerst  von  Klein,  Math.  Ann.  12  (1877), 
p.  626,  mitgeteilt.  Direkter  Vergleich  der  Hauptresolvente  mit  der  Haupt- 
gleichung zuerst  bei  L.  Kiepert,  Gott.  Nachr.  (Juli  1878,  p.  424);  Ann.  di  mai 
(2),  9,  p.  119;    J.  f.  Math.  87  (1878),  p.  114. 

62)  Die  Deutung  von  Wurzelvertauschungen  durch  EoUineationen  von  Klein 
findet  sich  schon  Math.  Ann.  4  (1871),  p.  346.  Die  Verbindung  der  Auflösung  der 
Gl.  6.  Grades  mit  der  Ikosaedertheorie  von  Klein  zuerst  Erl.  Ber.  (Nov.  1876, 
Jan.  und  Juli  1877);   Math.  Ann.  12  (187f),  p.  603.    Vgl.  dazu  besonders  KMn, 
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^x  ==  0,  werden  als  überzählige  homogene  Koordinaten  eines  Punktes 
im  B^  betrachtet;  die  Tschimhausentransformation^  welche  den  Koeffi- 
zienten von  x^  wegschaffen  soll,  wird  als  die  Aufsuchung  eines  ko- 
varianten  Punktes  y  auf  der  Hauptfläche  ^x^  =  0  gedeutet,  was 
nicht  rational,  sondern  nur  vermittelst  einer  (accessorischen)  Quadrat- 
Wurzel  geschehen  kann;  die  beiden  Erzeugendensysteme  der  Hauptfläche 
gehen  bei  den  geraden  Vertauschungen  der  x  jedes  in  sich  über, 
werden  aber  bei  den  ungeraden  vertauscht;  durch  die  Adjunktion 
der  Quadratwurzel  aus  der  Diskriminante  wird  also  ein  erstes  von 
diesen  ausgewählt,  imd  eben  die  60  Erzeugenden  erster  Art,  welche 
durch  die  60  bei  den  geraden  Vertauschungen  der  x  sich  permutieren- 
den Punkte  y  hindurchgehen,  hängen  nach  geeigneter  Fixierung  eines 
Parameters  A  von  der  aufzustellenden  Ikosaedergleichung  ab^**). 

Gordan  befriedigte  die  Hauptgleichung  direkt  durch  yv  =  e*^*^i(it 

iin 


+  «^•^Ajfii  +  e^^'k^fi^  +  «"^ft?  wo  £  =  e  %  1/  =  0,  1,  2,  3,  4  Sein 
Verfahren  gestaltet  sich  übrigens  vermöge  der  geometrischen  Einkleidung 
von  Klein  folgendermassen**):  für  beide  Arten  von  Erzeugenden^) 
werden  geeignete  homogene  Parameter  A^,  A^;  f^i,  ^  eingeführt;  durch 
diese  werden  als  doppelt  binäre  Formen  zuerst  die  Koeffizienten  a,  6,  c 
und  die  Quadratwurzel  V  aus  der  Diskriminante  der  Hauptgleichung, 
dann  aber  auch  die  in  der  Hauptresolvente  5.  Grades  der  Ikosaeder- 
gleichung   auftretenden    Konstanten   m^,  n^    und   Z^^)    ausgedrückt; 

Vorl.  üb.  d.  Iko8.  und  d.  Aufl.  d.  Gl.  5.  Grades  (1884):  Referat  über  die  früheren 
Methoden  (2)  1 ;  Resolventenbildung  für  die  Ikosaedergl.  und  ihre  transcendente 
Auflösung  (1)  3,  4,  5;  Lösung  der  Gl.  5.  Grades  durch  das  Ikosaeder  (2)  2,  3,  6. 
Ein  Referat  dieser  Arbeit  von  F.  N.  Cole,  Amer.  J.  of  math.  9  (1886),  p.  46; 
F.  Giudice,  Tor.  Atti  28  (1893),  p.  664.  Für  den  Beweis  des  Kronecker^schen 
Satzes  und  die  Lösung  der  Gl.  5.  Grades  durch  die  Hauptresolvente  vgl.  weiter 
H.  Weher,  Algebra  (2)  13  (1896). 
62*)  Man  setzt  etwa: 

Ft       Pa  Pi  Pa 

63)  Gordan,  Erl.  Ber.  (Juli  1877);  Math.  Ann.  18  (1878),  p.  876.  Vgl.  auch 
Kkin,  Vorl.  über  das  Ikosaeder  2,  Kap.  3  (1884).  Gordan  hat  (Math.  Ann.  13  1.  c. 
§  3  ff.)  das  voUe  System  einer  gewissen  invarianten  doppelt-binären  Form  auf- 
gestellt, wenn  Xj,  X,;  /ti^,  fi,  bei  isomorpher  kontragredienter  Zuordnung  eine 
Ikosaedergruppe  erleiden  [I  B  2,  Nr.  2,  Anm.  30]. 

64)  Wie  oben  angedeutet,  hatte  Klein  schon  früher  die  Hauptgleichung 
mit  Hülfe  der  Erzeugenden  auf  eine  Ikosaedergleichung  zurückgeführt;  vgl.  Erl. 
Ber.  (Nov.  1876). 

65)  Statt  Zj,  m|,  ttj  erhalten  wir,  wenn  V  sein  Vorzeichen  ändert,  Z„ 
m,,  ti, ;  dadurch  geht  man  von  der  Ikosaedergleichung  fär  2  =»  A^  :  A,  zu  der- 
jenigen für  fi  s  fij  :  ^  über. 
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yermittelst  zweckmässiger  Rechnungen  gelingt  es  nun,  iM^y  n^  und  Z^ 
rational  durch  a,  6,  c  und  V  herzustellen  ••). 

Nun  wir  nach  Adjunktion  von  V  für  die  Hauptgleichung  eine 
Ikosaedergleichung  als  Resolvente  erhalten  haben,  ist  es  einleuchtend^ 
dass  wir  die  letztere  ohne  neue  Irrationalität  durch  Tschimhausentrans- 
formation  in  jede  rationale  Resolyente  5.  Grades  der  bez.  Ikosaeder- 
gleichung überführen  können,  also  auch  durch  Variation  von  m  und 
n  in  unendlich  viele  Hauptgleichungen.  Um  sie  aber  in  eine  JBring^scke 
Gleichung  zu  transformieren  (falls  man  hierauf  Wert  legen  sollte),  ist 
die  Lösung  einer  kubischen  Hülfsgieichung  für  m :  n  (also  eine  neue 
accessorisdie  Irrationalität)  erforderlich,  welche  geometrisch  als  die 
Aufsuchung  eines  Schnittpunktes  einer  Erzeugenden  1.  Art  mit  d^ 
Diagonalfläche  [HI  C  0]  2^^  =  0  gedeutet  wird«^. 

13.  Zurüokführung  der  Gleiohungen  5.  Grades  auf  ein  ter- 
näres  Formenproblem.  Klein  giebt  noch  eine  zweite  Lösung  der  aU- 
gemeinen  Gleichungen  5,  Grades  durch  das  Ikosaeder  **),  die  unmittelbar 
an  die  Theorie  von  Kronecker  und  Brioschi  (Nr.  10)  anknüpft,  nur  dass 
statt  der  Jacobi'schen  Gleichungen  6.  Grades  das  „Problem  der  A", 
d.  h.  das  Formenproblem  der  temären  Ikosaedergruppe,  als  der  Mittel- 
punkt der  ganzen  Theorie  betrachtet  wird;  dies  Problem  besteht 
darin,  für  gegebene  Werte  der  Kovarianten  Ä^  B,  C,  D,  welche  bez. 
von  den  Gradzahlen  2,  6,  10,  15  sind,  und  von  denen  D*  eine  ge- 
gebene ganze  rationale  Funktion  der  drei  anderen  darstellt,  A^,  Aj,  A, 
zu  bestimmen.  Die  Jacobi'schen  Gleichungen  6.  Grades  (und  Analoges 
gilt  für  die  höheren  Jacobi'schen  Gleichungen)  sind  in  der  That 
nichts  anderes  als  Resolventen  dieses  Problems,  vorausgesetzt  näm- 
lich, dass  nicht  nur  die  Quadratwurzel,  was  immer  der  Fall  ist, 
sondern  auch  die  vierte  Wurzel  D  aus  der  Diskriminante  rational  be- 
kannt ist^^);  letzteres  trifiFt  aber  auch  immer  zu,  wenn  jene  Gleichungen 

66)  Behandlung  der  Gleichungen  5.  Grades  unter  Anlehnung  an  die  Klein- 
Gordati'sche  Theorie  von  W.  Heymann,  Ztschr.  Math.  Phys.  39  (1894),  p.  162, 193, 
257,  321;  42  (1897),  p.  81, 113.  Es  treten  hier  in  den  Vordergrund  zwei  koordi- 
nierte „fj-Reeolventen*^,  d.  h.  zwei  Hauptgleichungen,  deren  Wurzeln  durch  die 
Relation  ri^  tj,  =  tj^  -f~  Vt  einander  zugeordnet  sind.  Jede  Hauptgleichung  lä«t 
sich  dann  nach  Adjunktion  von  V  durch  eine  Substitution  y  ^^  PVi  -{-  qr^^  inein 
solches  Paar  zerfallen.    Zweck  ist  hier  die  Lösung  durch  transcendente  Funktionen. 

67)  Vgl.  Gordan,  Math.  Ann.  13  (1878),  p.  400;  Klein,  Vorl.  Ikos.  (1884), 
p.  207,  244. 

68)  Erl.  Ber.  (Nov.  1876);  Math.  Ann.  12  (1877),  p.  608  (insbes.  Abschn.  2); 
Vorl.  Ikos.  2,  Kap.  4,  5  (1884). 

69)  Die  Transformation  der  Jacobi'schen  Gleichungen  in  andere  solche 
wird  hier  von  der  Ermittelung   von   Funktionen  B«,  B|,  B,    abh&ngig,  welche 
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als  Resolventen  von  Gleichungen  5.  Grades  erhalten  sind^^).  Für  die 
Punkte  des  Fundamentalkegelschnitts  Ä  ==  \*  -|"  ^i^j  =  0  lasst  sich 
nun  durch  die  Substitutionen  Aq  =  ili  Aj,  Aj  =  A^*,  A2  =  —  Aj*  ein  Para- 
meter A  =  Aj  :  A2  einführen;  die  Formen  JB,  C,  D  gehen  dann  in  die 
binären  Ikosaederformen  /i^,  flio?  ^so  ^^©r.  Wenn  j4  =  0,  löst  sich 
also  das  Problem  der  A  durch  eine  Ikosaedergleichung.  Um  aber  zu 
einem  beliebigen  Punkte  der  A-Ebene  einen  koyarianten  Punkt  von 
-4.  ==  0  (etwa  auf  der  Polargeraden  des  Punktes)  aufzusuchen,  ist 
immer  die  Losung  einer  quadratischen  Gleichung  erforderlich.  Hiemach 
ergiebt  sich  die  folgende  Lösungsmethode  der  Gleichungen  5.  Grades: 
zuerst  wird  nach  Adjunktion  der  Quadratwurzel  aus  der  Diskriminante 
ein  Gleichungssystem  der  A  substituiert;  dann  aber  wird  nach  Ad- 
junktion einer  accessorischen  Quadratwurzel  eine  Ikosaedergleichung 
als  Resolvente  aufgestellt. 

Doch  sind  die  beiden  Lösungsmethoden  der  Gleichungen  5.  Grades 
durch  das  Ikosaeder  nicht  wesenÜich  verschieden.  In  der  That  lässt  sich 
auch  bei  der  ersten  Lösung  die  Einführung  der  accessorischen  Quadrat- 
wurzel verschieben.  Es  werden  da  etwa  durch  eine  zu  dem  Punkte  x 
kovariante  Gerade  zwei  Punkte  der  Hauptfläche  bestimmt.  Wir 
brauchen  jetzt  nicht  sogleich  den  einen  von  diesen  auszuwählen, 
sondern  können  zuerst  für  die  symmetrischen  Funktionen 

der  zugehörigen  Erzeugenden  erster  Art  A,  k'  ein  Gleichungssystem 
der  A  aufstellen''^). 

14.  Auflösung  duroh  ellipüsohe  Transf ormationsgröBsen  und 
bypergeometriBOhe  Funktionen.    Entwicklungen  für  die  Wurzeln  der 


sich  isomorph  (kogredient  oder  kontragredient)  mit  den  A  substituieren.    Vgl. 
Klein,  Vorl.  Ikos.  (1884),  p.  227. 

70)  Die  Wurzelaasdrücke  der  Jacobi'schen  Gleichungen  stellen  zusammen 
ein  zehnfach  Brianchon'sches  Sechsseit  dar,  und  reciprok  die  Pole  mit  Bezug 
auf  Ä  =  0  ein  eben  solches  Sechseck.  Letztere  Punkte  bilden  nach  Clebsch 
[Math.  Ann.  4  (1871),  p.  331]  die  Fundamentalpunkte  bei  der  ebenen  Abbildung 

6  5 

der  Diagonalfläche  ^x^  =  0,  ^x  =  0.    Vgl.  weiter  über   diese  Eonfigura- 

1  1 

tion  und  ihre  Beziehung  zu  den  Gl.  5.  Chrades  Clebsch-Lindemann^  Vorl.  Geom.  2^ 
(1891),  p.  693. 

71)  Klein,  Vorl.  Ikos.  p.  239.  Wie  man  aus  der  Hauptgleichung  unmittel- 
bar durch  Tschimhausentransformation  die  Brioschi^sche  Resolyente  der  Jacobi- 
sehen  Gleichungen  mit  ^  =  0  (Nr.  10,  Gl.  3)  erhält,  hat  Oordan  gezeigt,  J.  d. 
math.  (4)  1  (1886),  p.  466;  Math.  Ann.  28  (1886),  p.  162. 
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allgemeinen  Gleichung  5.  Grades  durch  elliptische  Funktionen  bieten 
sich  durch  die  von  Hermüe  und  Kronecker  (Nr.  9, 10)  geleistete  Zurfick- 
führung  der  Gleichung  auf  die  elliptischen  Transformationsgleichungen 
5.  Stufe.  Wie  Klein  bemerkt,  bewährt  auch  hier  die  Thatsache,  dass 
die  Herstellung  der  Hermite'schen  Normalgleichung  einen  grosseren 
Aufwand  von  accessorischen  Irrationalitäten  erfordert,  ihre  Bedeutung, 
indem  sich  die  KronecJcer^sche  Besolvente,  wie  Kiepert  und  Klein  dar- 
gethan  haben,  schon  als  rationale  Transformationsgleichung  ergiebt,  wenn 
man  mit  den  rationdien  Invarianten  g^,  g^  und  A  operiert,  die  Her- 
mite^sche  aber  an  die  Anwendung  des  Legendre^ sehen  Moduls  x*  ge- 
bunden ist;  f{ir  die  rationale  Herstellung  der  Hermite'schen  Re.solvente 
ist  die  Adjunktion  der  Irrationalität  erforderlich,  durch  die  x^  mittels 
g^ :  A  ausgedrückt  wird^*).  Die  Ikosaederirrationalität  ist  aber  die 
Hauptfunktion,  durch  welche  alle  zur  5.  Stufe  rational  gehörigen 
Modulfunktionen  rational  dargestellt  werden  können;  das  bezügliche 
Transformationsprobleni  ist  also  auch  a^f  die  Lösung  einer  Ikosaeder- 
gleichung  ^^  :  1728  /^^  =  Z  =  g^^ :  A  zurückgeführt  In  gleicher  Be- 
ziehung zu  den  elliptischen  Transformationsproblemen  2.,  3.  und 
4.  Stufe  stehen  bez.  die  Diedergruppe  Dj,  die  Tetraedergruppe  und 
die  Oktaedergruppe'*). 

Weil  andererseits  nach  Schwarz^  grundlegender  Abhandlung  (Nr.  2) 
die  zu  den  endlichen  Gruppen  einer  Veränderlichen  gehörigen  Irratio- 
nalitäten durch  hypergeometrische  Funktionen  ausdrückbar  sind''*),  ver- 
mittelt also  die  Ikosaederirrationalität  auch  von  dieser  Seite  einen 
Zusammenhang  zwischen  den  Wurzeln  einer  Gleichung  5.  Grades  und 
bekannten  Reihenentwickelungen  der  Analysis.  Es  sind  auch  die  von 
Gordan  gegebenen  bilinearen  Ausdrücke  für  die  Wurzeln  einer  Haupt- 
gleichung (Nr.  12)  atis  Produkten  der  Integrale  A^,  Ag;  /ttj,  fig  zweier 
hypergeometrischen  Differentialgleichungen  zusammengesetzt'^). 


72)  Klein,  Math.  Ann.  14  (1878),  p.  147;  16  (1879),  p.  86;  Ikos.  p.  209,244; 
Kiepert,  Gott.  Nachr.  (1878,  p.  424);  Ann.  di  mat.  (2),  9  (1878),  p.  119;  J.  f.  Math.  87 
(1878),  p.  114.  Betreffend  die  Lösung  der  Gl.  6.  Grades  durch  elliptische  Funk- 
tionen vgl.  Halphen,  Trait^  fonct.  eil.  Par.  3  (1891),  p.  1. 

73)  Vgl.  Klein,  Math.  Ann.  14  (1878),  p.  157.  Auf  die  betreffenden  Fragen 
nehmen  Klein- Fricke's  „Modulfunktionen"  mehrmals  Bezug  [insbes.  1  (1890) 
Abschn.  3,  Kap.  4;  2  (1892)  Abschn.  4]. 

74)  Vgl.  Klein,  Ikos.  (1)  3.  Die  Oktaederirrationalität  und  die  Gl.  4.  Grades 
behandelt  Puchta,  Wien.  Denkschr.  41*  (1879),  p.  57.  Vgl.  die  grosse  Monographie 
über  die  durch  hypergeometrische  Funktionen  auflösbaren  algebraischen  Glei- 
chungen von  L.  Lachtine,  Mosk.  math.  Samml.  16  (1893),  p.  597;  17  (1894),  p.  1. 

75)  Als  „Differentialresolventen"  bezeichnet  man  nach  J.  Codde  Differential- 
gleichungen,  die  für  irgend  welche  Funktionen  der  Wurzeln  einer  vorgelegten 
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15.     Die    allgemeinen    algebraisohen    Formenprobleme.      Die 

Lösung  durch  transcendente  Funktionen  steht  natürlich  in  keiner  Be- 
ziehung zur  algebraischen  Theorie  der  Gleichungen,  welche  letztere 
sich  mit  ihrer  Reduktion  auf  möglichst  einfache  Normalgleichungen  zu 
beschäftigen  hat.  Das  Problem  der  algebraischen  Gleichungen  ist 
aber  von  Klein  verallgemeinert,  indem  er  in  allgemeinster  Weise  das 
Problem  formulierte,  aus  den  Invarianten  einer  gegebenen  endlichen 
Ghv/ppe  homogener  linearer  Substitutionen  von  n  Veränderlichen  die 
letzteren  zu  herechnen'^^).  Die  algebraische  Behandlung  dieser  Klasse 
von  Aufgaben  und  also  der  algebraischen  Lösung  der  algebraischen 
Gleichungen  wird  in  der  Reduktion  der  isomorphen  Formenprobleme 
auf  ein  Nornudpröblem  bestehen.  Unter  den  Aufgaben  mit  isomorphen 
Gruppen  darf  man  aber  die  von  der  möglichst  geringen  Dimensionen- 
Zahl  als  die  einfachste,  also  als  das  Normalproblem  betrachten^'').  Ein 
typisches  Beispiel  zu  dieser  allgemeinen  Behandlungsweise  liefert  die 
Zurückfiihrung  der  Gleichungen  5.  Grades  auf  das  binäre  Ikosaeder- 
Problem. 

Behufs  dieser  Zurückfühnuig  von  isomorphen  Formenproblemen 
auf  einander  wurde  von  Klein  eine  Methode  angegeben,  um  solche 
homogene  ganze  Funktionen  Y^ ,  F, , . . .  T^  von  n  Veränderlichen 
Xy^j  x^j . .  .Xn  zu  bilden,  welche  sich  nach  einer  vorgegebenen  Gruppe 
Gl  homogener  linearer  Substitutionen  transformieren,  wenn  die  x  eine 
isomorphe  Gruppe  G  solcher  Substitutionen  erfahren.  Einen  mög- 
lichen Einwand  gegen  diese  Methode,  dass  nämlich  die  so  erhaltenen 
Grössen  vielleicht  identisch  verschwinden,  beseitigte  H,  Burkhardf^^), 


Gleichong  gelten.  Für  die  Gl.  5.  Grades  liefern  wohl  die  betreffenden  hjper- 
geometrischen  Differentialgleichnngen  die  einfachsten  Differentialresolventen.  Über 
Erweiterungen  auf  algebraische  Gleichungen  höheren  Geschlechts  s.  Lachtine, 
Mosk.  Math.  Samml.  19  (1897),  p.  211, 393. 

76)  Zwischen  den  Invarianten  können  natürlich  fundamentale  Identitäten 
bestehen.  Einen  Beweis  für  die  Endlichkeit  des  InvariafUensystems  einer  end- 
lichen linearen  Substitutionsgruppe  gab  D.  Hubert,  Math.  Ann.  86  (1890),  p.  473. 
Vgl.  Weher,  Algebra  2  (1896),  p.  166  [I  B  2,  Nr.  6,  Anm.  138]. 

77)  Die  allgemeine  Problemstellung  von  Klein  zuerst  Math.  Ann.  15  (1879), 
p.  251.  Vgl.  die  orientierende  Übersicht  von  Klein,  Evanston  Coli.  (1894), 
Lect.  9.    Man  sehe  auch  H.  Weber,  Algebra  (2)  6  (1896)  [I  B  2,  Nr.  11,  Anm.  219]. 

78)  Klein,  Math.  Ann.  15  (1879),  p.  253;  Burkhardt,  Math.  Ann.  41  (1892), 
p.  309.  Wenn  die  GtdMsche  Gruppe  einer  Gleichung  (nach  etwaiger  A^junktion 
geeigneter  Irrationalitäten)  mit  einer  Kollineationsgruppe  holoedrisch  isomorph 
ist,  muss  man  also  fragen,  ob  auch  eine  holoedrisch  isomorphe  homogene  Sub- 
stitutionsgruppe existiert  oder  nicht.  Im  ersten  Falle  lässt  sich  die  Gleichung 
auf  das  Formenproblem  nach  dem  im  Texte  besprochenen  Verfahren  rational 
zurückführen;   im  zweiten  Falle   muss  man   dagegen   accessorische  Irrationali- 
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Es   werden   hier    Y^,  Y^,  . . .  Yf^    solche    numerische 
enthalten,  welche  in  der  Gruppe  G^  auftreten^®). 

16.  Gleichungen  7.  Grades  mit  einer  G^rxippe  von  16B 
Btitutionen.  Ein  weiteres  Beispiel  von  Gleichungen,  welche  nck  d 
solche  mit  nur  einem  Parameter  reduzieren  lassen,  hieten  GMdhafi 
7.  und  8.  Grades  mit  einer  Gruppe  von  168  SubsütuHonen  dar;  iaä 
ist  hier  die  zugehörige  Galois'sche  Resolvente  nicht  rational,  mmkn 
hat  das  Geschlecht  [HL  C  2]  p  =  3.  Betti  und  Kronecker  ^)  hatte  ii 
Existenz  solcher  Gleichungen  7.  Grades  erkannt;  übrigens  gehört  )aiB 
das  TransfarmaMonsprohlem  7.  Ordnung  der  elliptischen  FunktiomH,  tk 
welches  ja  nach  einem  Galois'schen  Satze  ^^)  Resolventen  7.  Giifa 
existieren.  Für  das  letztere  Problem  fand  aber  EJein,  dass  die  m 
7.  Stufe  gehörenden  Moduln  sich  rational  durch  drei  Grr5ssen  x,f,t 
ausdrücken  lassen,  welche  einer  Relation  f^  =  x^y  -f-  y^z  +  ä*x=0 
genügen,  und  zwar  trat  dabei  die  G^^^  als  eine  KoUineaüonsgruppe  anf^ 
Weil  letztere  Gruppe  sich  durch  eine  holoedrisch  isomorphe  homogeof 
Substitutionsgruppe  darstellen  lässt,  müssen  also  (nach  der  vorigen  Nr.) 
alle  Gleichungen  mit  einer  isomorphen  Gruppe  sich  auf  das  femme 
Formenprohlem  dieser  G^^  zurückführen  lassen.  Klein  führte  ab» 
die  Reduktion  noch  einen  Schritt  weiter^  indem  er  nachwies,  dasB 
man  vermittelst  einer  Hülfsgieichung  4.  Grades  einem  beliebigen  Punkte 
der  Ebene  einen  Jcovarianten  Punkt  auf  f^  =  0  (etwa  auf  der  Polar- 
geraden des  Punktes)  zuordnen  kann.  Die  Gleichungen  mit  einer  G^^ 
lassen  sich  also  nach  Adjunktion  der  durdi  die  Gleichung  4.  Grades  ekh 
geführten  accessorischen  Irrationalität  auf  das  temäre  Formenproblem  mit 
/*4=0,®*)  d.  h.  das  Transformationsproblem  7.  Ordnung  rediusieren;  diese 
Gleichungen  sind  mithin  durch  elliptische  Funktionen  lösbar.  Die  obige 
Lösungsmethode  der  Gleichungen  7.  Grades  mit  einer  G^^  wurde  yod 

täten  zu  Hülfe  ziehen,   wie  bei  der  Reduktion  der  allgemeinen  Gl.  5.  Grades 
auf  das  binäre  Ikosaederproblem. 

79)  Dass  die  Substitutionskoeffizienten  endlicher  linearer  Gmppen  sich 
immer  als  rationale  Funktionen  von  Einheitswurzeln  darstellen  lassen^  ist  neuer- 
dings von  Maschke  bewiesen,  Math.  Ann.  50  (1898),  p.  492. 

80)  Kronecker,  Berl.  Ber.  1858,  p.  287;  BeUi,  Ann.  mat.  fis.  4  (185S),  p.  81 
[I  B  3  c,  d,  Nr.  24]. 

81)  Über  die  Beweise  dieses  Satzes  vgl.  Klein,  Math.  Ann.  14  (1878),  p.  417, 
sowie  I  A  6,  Nr.  11 ;  I  B  3  c,  d,  Nr.  24. 

82)  Klein,  Math.  Ann.  14  (1878),  p.  428.  Vgl.  Klein-Fricke,  Modulfunk- 
tionen  1  (1890),  p.  692. 

83)  Für  /i  =  0  ist  als  Resolvente  des  Formenproblems  eine  lineare  Diffe- 
rentialgleichung 3.  Ordnung  aufgestellt  worden,  nämlich  von  Halphen,  Math. 
Ann.  24  (1884),  p.  461  und  A.  Hurwitz,  Math.  Ann.  26  (1886),  p.  117. 
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Klein  nur  in  allgemeinem  Umrisse  skizziert,  später  von  Gordan  durch- 
geführt**). 

Die  Gruppe  der  JacoMschen  Gleichungen  8.  Grades  ist  zwar  auch 
eine  G^^^.  Weil  aber  die  entsprechende  Jimnogene  quatemäre  Suh- 
stitationsgnqype  de^'  A  mindestens  2.168  Operationen  enthält,  können 
die  allgemeinen  Gleichungen  mit  einer  G^^  erst  nach  Adjunktion  von 
accessorischen  Irrationalitäten  auf  Jacobi'sche  Gleichungen  8.  Grades 
reduziert  werden®^). 

17.  EloUineationsgruppen  der  elliptischen  Normalkurven.  Eine 
einfach  unendlicJie  Beihe  von  endlichen  Gruppen  linearer  Substitutionen 
liefern  die  KolUneationsgruppen  der  von  Klein  eingeführten  eüipiischen 
Normnlkurvefi.  Die  homogenen  Koordinaten  einer  Normalkurve  in 
einem  JB«_i  sind  w-gliedrigen  tf -Produkten  proportional  mit,  bis  auf 
ganzzahlige  VieKache  der  Perioden  gj^^,  o^  konstanter  Residuen- 
summe ®^).     Letztere   bleibt  nun  bei   den  n*  Transformationen  u' =  u 

-}-   "^  *    invariant,   wo   u   das    Integral    1.   Gattung   bezeichnet. 

Hierzu    kommen    noch,    weil    tf(— m)==  —  tf(w),    n^    Operationen 

u  =  —  M  -| — "^  ,   welche   sich   algebraisch   in   Eollineationen 

der  Normalkurve   in  sich   umsetzen   lassen.     Für   den  harmonischen 
und  den  äquianharmonischen  Fall  treten  noch  weitere  KoUineationen 

hinzu,   bei    denen  +  u   durch    +  tu   bez.   +  qu,   +  q^u  \q  =  e  ^  / 

84)  Klein,  Erl.  Ber.  1878;  Math.  Ann.  16  (1879),  p.  266;  Gordan,  Math. 
Ann.  17  (1880),  p.  219,  359  (das  volle  Formensystem  von  f^^  aach  Kontravarianten 
und  Zwischenformen);  19  (1882),  p.  629;  20  (1882),  p.  487,616;  26  (1886),  p.  469. 
Vgl.  auch  H.  Weher,  Algebra  (2)  14,  15  (1896),  sowie  E.  M.  Badford,  Quart.  J. 
80  (1898),  p.  263,  und  I B  2,  Nr.  5,  Anm.  107.  Die  beiden  Besolventen  7.  Grades 
des  temären  Formenproblems  finden  ihre  geometrische  Repräsentation  durch 
zwei  Systeme  von  je  7  bei  der  Gi^^  gleichberechtigten  Kegelschnitten;  diejenige 
8.  Grades  durch  8  gleichberechtigte  Wendepunktsdreiecke  von  f^  «»  0.  Vgl. 
etwa  M,  Noether,  Math.  Ann.  16  (1879),  p.  89  [UI  C  3]. 

85)  Das  volle  Formensystem  der  quatemären  Suhstitutionsgruppe  6rs.i68 
hat  Maschke  gegeben,  Chic.  Congr.  Pap.  1896  (1893),  p.  176.  Für  ^4  =  0  erhalt 
man  aus  den  Wurzelausdrücken,  welche  zu  einem  bei  der  temären  G^^  aus- 
gezeichneten Systeme  von  Berührungskurven  3.  Ordnung  gehören,  das  quatemäre 
Modulsystem  der  A;  vgl.  Klein,  Math.  Ann.  16  (1879),  p.  270;  Kleifi-Fricke, 
Modulf.  1,  p.  716.  Über  die  Jacob^schen  Gleichungen  8.  Grades  vgl.  Brioschi, 
Lomb.  Rend.  (2)  1  (1868),  p.  68;  Math.  Ann.  16  (1879),  p.  241. 

86)  Es  ist  hier  ein  von  Hermite,  J.  f.  Math.  82  (1844),  p.  277  aufgestellter 
Satz  von  Bedeutung,  nach  welchem  jedes  n-gliedrige  <y-Produkt  von  gegebener 
Residuensumme  linear  und  homogen  durch  n  solche  linear-unabhängige  tf- Pro- 
dukte darstellbar  ist. 

Enoyklop.  d.  math.  Wisienach.    L  35 
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ersetzt  wird.  Die  Kollineationsgruppe  der  allgemeinen  elliptischen  Normal- 
kurve Cn  in  einem  i2»-i  ist  also  eine  G%n^y  der  harmonischen  bez.  der 
äquiaviharmonischen  aber  eine  61^4^1  bez.  ög^t.®') 

18.  Gruppen  aus  der  elliptisohon  TraoBformationstheorie.  Jetzt 
betrachten  wir  die  in  der  vorigen  Nummer  eingeführten  tf- Produkte 
Xi , .  .  .  X„  in  ihrer  Abhängigkeit  von  den  Perioden  io^,G}^.  Hier  findet 
man  zuerst,  dass  die  X«,  wenn  man  o^  und  (o^  einer  beliebigen  homogenen 
Modulsubstitution  u/nterwirß,  selbst  eine  homogene  lineare  Substitution  er- 
leiden. Für  u/ngerade  n  erweisen  sich  die  Xa  als  zu/r  w^"*  Stufe  gehörend  ^), 
d.  h.  sie  bleiben  bei  allen  modulo  n  mit  der  Identität  kongruenten 
Modulsubstitutionen  unverändert.  Nim  ist  die  Zahl  der  modulo  n  ver- 
schiedenen Modulsubstitutionen  w'  (l |j  (l jj  •  •  •  (für  n=p"q(^  •  •  •), 

welche  sich  paarweise  nur  durch  das  Vorzeichen  unterscheiden.  Diesen 
gegenüber  stellt  sich  eine  endliche  Gruppe  von  eben  so  vielen  Xa- 
Substitutionen.  Kombinieren  wir  die  letztere  Gruppe  mit  der  durch 
die  Substitutionen  der  u  erhaltenen,   so   ergiebt  sich  im  Rn—i  eine 

endliche   Gruppe   von    n^  ( 1 j)  (l s)  •  •  *    Kollineationen.      Für 

n  =  3  haben  wir  wieder  die  Hesse'sche  Gruppe;  wir  sehen  auch 
an  diesem  einfachen  Beispiele,  wie  durch  eine  ausgezeichnete  G^n^  ein 
System  von   Normalkurven  jede  in  sich  übergeführt  wird,   imd  wie 

durch  die  Gesamtgruppe  je  y  w*  ( 1 |Wl A  •  •  •   Normalkurven 

mit  gleicher  absoluter  Invariante  vertauscht  werden. 

Bei  der  Entwicklung  der  X«  und  u  müssen  natürlich  die  zu 
derselben  Potenz  gehörigen  Koeffizienten  die  Eigenschaft  besitzen, 
dass  sie  sich  bei  der  der  Modulgruppe  nach  unendlich  hoher 
Meriedrie  [IA6,  Nr.  14]  isomorph  zugeordneten  (t„(„i_i)  (w  der  Kürze 
wegen  als  eine  ungerade  Primzahl  angenommen)  homogen  linear 
substituieren.     Nun  wies  Klein  nach,   dass  für  gerade  Potenzen  jene 

Koeffizienten  sich  aus  ^ ,  für  ungerade  aber  aus  ^^  Unear  zu- 

sammensetzen.    Hieraus  erhielt  er  mit  der  Gn{n^—i)  isomorphe  lineare 

Substitutionsgruppen  von  ^~    Moduln  Za  und  ^t"    Moduln  ya .®^)   Der 


87)  Vgl.  über  die  elliptischen  Normalkurven  Klein  ^  Münchn.  Ber.  1880, 
p.  638;  Math.  Ann.  17  (1880),  p.  183;  Leipz.  Abh.  13  (1886),  Nr.  4,  p.  336;  Klein- 
Fricke,  Modulf.  (2)  6,  Kap.  1-,  f ürn  =  3  und  5  L.  Bianchi,  Math.  Ann.  17,  p.  264. 

88)  Für  gerade  n  zur  2n*®'»  bez.,  wenn  n  durch  4  nicht  teilbar  ist,  4n*«" 
Stufe.     Man  sehe  Hurwüz,  Math.  Ann.  27  (1885),  p.  198. 

89)  Math.  Ann.  16  (1879),  p.  276.    Für  die  Gruppen  der  y^  liegen  bereita 
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Isomorphismus  ist  holoedrisch  oder,  wemi  die  betreflfenden  Moduln 
von  gerader  Dimension  in  den  (o^ ,  co^  sind,  hemiedrisch;  letzteres  ist 
für  die  jSa ,  wenn  n  ^  3  mod.  4,  für  die  y« ,  wenn  n  E:E  1  mod.  4, 
der  Fall.  Für  n  =  5,  7  bilden  die  iSa-  und  die  y«- Substitutionen  uns 
schon  bekannte  homogene  Gruppen,  nämlich  die  binäre  Ikosaedergruppe 
und  die  temäre  G^^gy  bez.  die  temäre  Ikosaedergruppe  und  die  qua- 
temäre  Ö2.168. 

Für  höhere  Primzahlen  n  erhalten  wir  in  gleicher  Weise  einfache 

Gruppen  Gn{u'^  - 1),  welche  den  Hauptkongruenzgruppen  n*"  Stufe  [11 B  6  c] 

2 

zugehörig  sind,  und  dieselben  lassen  sich  durch  die  Za-  bez.  y«- Sub- 
stitutionen   im  i2«-s   bez.   JB»_i   als  KoUineationsgruppen   darstellen. 

2  2 

So  z.  B.  liefert  der  nächst  höhere  Fall  w=ll  eine  einfache  G^^q, 
und  das  zugehörige  Transformationsproblem  ^),  welches  nach  emem 
Galois'schen  Satze  (Nr.  9)  Resolventen  11.  Grades  besitzt,  lässt  sich 
auf  ein  quinäres  Formenproblem  zurückführen,  ebenso  wie  die  all- 
gemeinen Gleichungen  mit  einer  G^^]  doch  hat  man  hier  keine 
Methode,  die  letzteren  mit  Hülfe  von  Gleichungen  niederen  Grades 
auf  die  speziellen  Gleichungen  des  elliptischen  Transformationsproblems 
zu  reduzieren,  wie  für  w  ==  5  und  n  =  7. 

19.  Mit  den  Gleiohiingen  6.  und  7.  Grades  isomorphe  qua- 
temäre  Formenprobleme.  Durch  Heranziehung  der  Liniengeometrie 
hat  Klein  mehrere  quatemäre  endliche  Substitutionsgruppen  erhalten. 
Zuerst  wurde  nachgewiesen,  dass  nach  Einführung  der  PiMCÄ"^'schen 
homogenen  Linienkoordinaten  [III B  2]  Xi  (i  =  1,  •  •  -6),  zwischen  denen  eine 
quadratische  Relation  F^  =  0  identisch  erfüllt  ist,  jede  lineare  Sub- 
stitution der  Xi ,  wdclie  F^  =  0  in  sich  üherfüJirty  sich  im  Punkt- 
raume JBj  entweder  in  eine  Prqjektivität  oder  eine  dualistische  Trans- 
formation umsetzt,  je  nachdem,  bei  Deutung  der  Xi  als  Punkt- 
koordinaten im  J^,  die  beiden  Scharen  von  00® ü^  auf  i^^  =  0, 
welche  bez.  den  Punkten  und  Ebenen  im  R^  entsprechen,  jede  in 
sich  übergehen  oder  vertauscht  werden  ^^).     Bringt   man  nun  F^  =  0 


n-t-  1 
alle  Ansätze   in  JacobVs  Entwicklungen   über   die   — ^ —  Grössen  A  vor  (vgl. 

Nr.  10).     Über   entspr.  Gruppen   bei  geradem  n  vgl.  HwrwiU  1.  c. 

90)  Vgl.  über  das  Transformationsproblem  11.  Ordnung  Klein,  Math.  Ann.  15 
(1879),  p.  633.  Über  dem  Inhalte  dieser  Nummer  naheliegende  Fragen  sowie 
auch  zahlreiche  weitere  Li tteratumach weise  vgl.  Klein-Fricke,  Modulfunktionen, 
besonders  (1)  2  und  (2)  5. 

91)  Vgl.  Klein,  Diss.  (Bonn  1868)  =  Math.  Ann.  2,  p.  198. 

36* 
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6 

auf  die  Normalform  ^x?  =  0,   so  liefern  also   die  geraden  Vertau- 

1 

schungen  der  Xi  unmittelbar  Eollineationen  ^)  und  auch  die  imgeraden, 
wenn  man  mit  der  linearen  Substitution  kombiniert,  welche  aus  dem 

6 

Übergänge  zu  den  mit  Bezug  auf  den   linearen  Komplex  2^i  =  ^ 

konjugierten  Geraden  resultierte^);  auf  diese  Weise  erhielt  Klein 
im  B^  eine  mit  der  symmetrischen  Grujppe  von  6  Dingen  holoedrisch 
isomorphe  KoUineationsgruppe.  Dazu  kam  noch,  dass  nach  Einführung 
überzahliger   Linienkoordinaten    Xi,,..x^,   welche    jetzt   den   beiden 

7  7 

Identitäten  Sxi  =  0  und  ^Xi^  =  0  genügen,  sich  aus  den  geraden 

1  1 

Vertauschungen  der  Xi  eine  mit  der  cdtemierenden  Gruppe  von  7  Dingen 
holoedrisch  isomorphe  Gruppe  von  KoUineationen  im  JBj  ergab  ^^).  Jedoch 
fand  Klein,  dass  in  beiden  Fallen  eine  entsprechende  homogene  Gruppe 
mit  weniger  als  der  doppelten  Zahl  von  Substitutionen  nicht  existiert«»). 
Die  durch  die  Existenz  dieser  Gruppen  postulierte  Beduktion  der  aU- 
gemeinen  Gleichungen  6.  und  7.  Grades  auf  quatemäre  Formenproblenie 
h-Bi  Klein  mit  Hülfe  accessorischer  Quadratwurzeln  in  Ansatz  gebracht^). 

20.  Beduktion  der  allgemeinen  Gleichungen  6.  Ghrades  auf  ein 
tem&res  Formenproblemi.  Nachdem  inzwischen  in  der  Ebene  eine 
mit  der  alternierenden  G^x   isomorphe    Eollineationsgruppe   G^^   ge- 

funden  war   (Nr.  6),   konnte   das    obige    quatemäre   Formenproblem 

nicht  länger  als  das  mit  den  Gleichungen  6.  Gh-ades  isomorphe  Normal' 

Problem    betrachtet    werden.     Behufs   der   Reduktion    der   Gleichung 

6.  Grades   auf  das  Formenproblem  der   temären   G^q  schlägt  Klein 

die  Methode    vor^**),   dass  man   den  Wurzeln  x^y , , .  x^  zuerst   eine 

Kurve  3.  Ordnimg  — •  was,  weil  die  temären  Formen  3.  Grades  sich 

mit  der  Gq\  holoedrisch   isomorph  substituieren,  ohne  Aufwand   von 

Y 
accessorischen   Irrationalitäten   gelingt  —  und    dann   einen   von  den 

9  Wendepunkten   dieser  Kurve  in  kovarianter  Weise   zuordnen  soll. 

Letzterer  Schritt,  d.  h.  die  Bestimmung  eines  Wendepunktes  einer  Cj, 


92)  Man   sehe  noch  Klein  ^  Math.  Ann.  4  (1871),  p.  366.    Vgl.  die  geome- 
trischen Betrachtungen  von  P.  Veronese,  Ann.  di  mat.  (2)  11  (1883),  p.  284. 

93)  Klein,  Math.  Ann.  28  (1887),  p.  60.     Vgl.   über   die   zur    Ghj^  im  J2, 

T 

gehörige  geometrische  Konfiguration  Maschke,  Math.  Ann.  36  (1890),  p.  190. 

94)  Ebenda  p.  621. 

94»)  Rom  Line.  Rend.  (6)  8  (Apr.  1899).  Umgekehrt  sind  Resolventen  6.  Grades 
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erfordert  blos  die  Einführung  von  quadratischen  und  kubischen 
Wurzeln,  sodass  also  die  nötigen  accessorischen  Irrationalitäten  auch 
hier  von  elementarer  Art  sind. 

31.    Satz  über  die  allgemeinen  Gleichungen  höheren  Grades. 

Wenn  n  >  7,  gilt  der  allgemeine  Satz,  dass  eine  mit  der  symmetrischen 

Gn\  oder  mit  der  alternierenden  G„i  holoedrisch  isomorphe  EoUinea- 

¥ 

tionsgruppe  in  einem  Räume  von  weniger  als  (n  —  2)  Dimensionen 
nicht  konstruiert  werden  kann.  Im  ü«_2  erhält  man  aber  die  Ver- 
tauschungsgruppe  der  Xi  unmittelbar  als  Eollineationsgruppe  dar- 
gestellt, indem  man  die  Xi  als  überzählige  homogene  Koordinaten  auf- 

n 

fasst,  welche  der  Identität  ^Xi  =^  0  unterworfen  sind.    Im  Gegensatze 

1 

zu  den  FäUen  n  ==  5,  6,  7  bilden  also  die  allgemeinen  Gleichungen 
höheren  Grades  ihre  eigenen  Normalprobletne^^), 

22.  Quatemäre  Gruppe  von  11520  Elollineationen.  Noch  eine 
tveitere  quatemäre  Gruppe  erhielt  Klein  aus  dem  liniengeometrischen 
Ansätze  ^),  nämlich  durch  Kombination  von  Vertauschungen  und  Vor- 


des  fraglichen  temären  Formenproblems  von  Fricke  (Gott.  Nachr.  1896,  p.  199) 
für  /;  =  0  und  von  F.  Gerhaldi  (Math.  Ann.  60  [1898],  p.473;  Pal.  Rend.  1900) 
für  den  allgemeinen  Fall  aufgestellt.  Für  die  fragliche  Normalgleichung  von 
Fricke  ist  eine  einfache  Differentialreaolvente  3.  Grades  von  L,  Lachtin  berechnet 
worden,  Math.  Ann.  51  (1898),  p.  46S.  Alle  mit  symmetrischen  und  alternieren- 
den Buchstabenvertauschungsgruppen  holoedrisch  isomorphen  temären  und  qua- 
temäpTen  Eollineationsgruppen  hat  Maschke  gegeben,  Math.  Ann.  51  (1898),  p.  253. 

95)  Eine  nach  dieser  Richtung  gehende  Vermutung  wurde  von  Klein  [£v. 
Coli.  (1894),  p.  74]  ausgesprochen.  Der  Satz  wurde  von  Witnan  (Gott.  Nachr., 
Febr.  1897,  p.  55)  für  n  =  8  bewiesen  und  später  (ebenda,  Juli  1897,  p.  191)  für 
beliebig  höhere  n  ausgesprochen;  den  vollständigen  Beweis  des  Satzes  gab  W. 
erst  in  Math.  Ann.  52  (1899),  p.  248  [IB2,  Nr.  11,  Anm.  219].  Sieht  man  von 
der  algebraischen  Behandlung  einer  (beliebigen)  Gleichung  ab,  so  hat  schon 
C.  Jordan  [Traitä  des  subst.  (1870),  p.  380]  darauf  hingewiesen,  dass  dieselbe 
auf  die  spezielle  Zweiteilung  derjenigen  hjperelliptischen  Funktionen  zurück- 
geführt werden  kann,  für  die  bei  zu  Grunde  gelegter  zweiblättriger  Biemann- 
scher  Fläche  die  Gleichungswurzeln  die  im  Endlichen  belegenen  Verzweigungs- 
punkte liefern.  Dass  man  aber  hieraus  ohne  Zuhülfenahme  höherer  algebrai- 
scher Identitäten  transcendente  Ausdrücke  für  die  Wurzeln  wirklich  berechnen 
kann,  hat  erst  F.  Lindemann  (Gott.  Nachr.  1884,  p.  245;  1892,  p.  292)  nach- 
gewiesen; dabei  sind  die  betreffenden  Periodicitätsmoduln  als  Integrale  linearer 
Differentialgleichungen  mit  rationalen  Koeffizienten  und  mit  von  Gleichungen 
niedrigeren  Grades  abhängenden  singulären  Punkten  nach  den  Methoden  von 
Fuchs  aufzufinden.  Vgl.  hierzu  betreffend  die  Gl.  6.  Grades  auch  Burkhardt, 
Math.  Ann.  35  (1889),  p.  277. 

Ö6)  Math.  Ann.  2  (1870),  p.  866  und  4  (1871),  p.  846. 
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6 

zeichenwechseln  der   zu   der  fundamentalen  Identität  ^x?  =  0    ge- 

1 

hörigen  Xi,  indem  jede  durch  eine  gerade  Anzahl  von  Elementar- 
operationen zusammengesetzte  Umänderung  der  Xi  im  12,  eine  KoUi- 
neation  bewirkt.  Die  so  erhaltene  Gruppe  von  16.720  KoUineationen  ^ 
muss  als  ausgezeichnete  Untergruppe  eine  Gicseo  besitzen,  bei  welcher 
sowohl  Vertauschungen  als  Zeichenwechsel  der  Xi  nur  in  gerader  Zahl 
auftreten,  und  in  dieser  ist  wieder  eine  blos  durch  Vorzeidienwechsd 
erzeugte  G^^  ausgezeichnet.  Diese  G^^  ist  die  KoUineationsgruppe  von 
<x>^  Kummer' sehen  Flächen,  welche  Singularitätenflächen  von  Linien- 

komplexen  ^hxi^  =  0  darstellen.     Der  Zusammenhang   der  obigen 


Kollineationsgruppe  G11520  ^^^  ^^^  Transformation  2.  Ordnung  der 
hyperelliptischen  Funktionen  vom  Geschlechte  p  =  2  wurde  von 
Klein  hervorgehoben,  indem  er  zeigte,  dass  die  sogenannten  Borchardi- 
sclien  Moduln  sich  nach  ihr  substituieren^®).  Hieran  knüpfen  weitere 
Entwicklungen  über  die  G^^^^q  von  Reichardty  welcher  dabei  ins- 
besondere den  Zusammenhang  zwischen  den  hyperelliptischen  Funk- 
tionen imd  der  Kummer*schen  Fläche  in  Betracht  zog,  und  Maschke, 
von  dem  das  vollständige  Formensystem  aufgestellt  wurde;  aus  der 
Gruppe  ableitbare  räumliche  Konfigurationen  wurden  von  Hess^) 
untersucht. 

Der  Isomorphismus  der  Vertauschungsgruppe  von  6  Dingen  mit 
der  quaternären  Gruppe  der  Borchardt'schen  Thetamoduln  führte 
natürlich  zu  Versuchen,  die  Gleichung  6.  Graden  durch  jene  Moduln 
zu  lösen.  Diese  hatten  auch  Erfolg,  indem  zuerst  Maschke  eine 
Partialresolvente  6.  Grades  des  quaternären  Fonnenproblems  der  G^^^^^ 
aufstelltet^),  und  dann  Brioschi  und  wiederum  Masdike  die  allgemeine 
Gleichung  6.  Grades  auf  jene  Resolvente  transformierten,  wobei  die 
Koeffizienten  sich  als  Invarianten  der  ursprünglichen  Form  erwiesen  ^®^). 

97)  Die  entsprechende  homogene  Gruppe  enthält  64.720  Substitutionen, 
worüber  man  die  sogleich  zu  citierenden  Arbeiten  von  Eeichardt  und  Maschke 
vorgleichen  möge. 

98)  Klein,  Vorlesungen  (Leipzig,  Sommer  1885).  Die  in  Betracht  zu  ziehende 
Arbeit  von  C.  W.  Borchardt,  J.  f.  Math.  83  (1877),  p.  234  =  Werke,  p.  341, 
handelt  eben  von  der  „Darstellung  der  Kummer'schen  Fläche  durch  die  G^^rsche 
biquadratische  Relation  zwischen  vier  Thetafunktionen". 

99)  W.  Beichardt,  Leipz.  Ber.  (1885),  p.  419;  Math.  Ann.  28  (1886),  p.  84; 
N.  Act.Leop.  50  (1887),  p.  376;  Maschke,  Math.  Ann.  80  (1887),  p.  496;  E.Hess, 
N.  Act.  Leop.  66  (1889),  p.  97. 

100)  Ebenda  p.  606. 

101)  MasMce,  Brioschi,   Rom.  Line.  Rend.  (4)  4  (1888),    p    181,  301,  485; 
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Diejenigen  Gleichungen  16,  Grades^  von  denen  die  Bestimmung 
der  16  Knotenpunkte  der  Kummer'schen  Fläche  abhängt,  haben  eine 
mit  der  Ö11520  holoedrisch  isomorphe  Gruppe,  einfacher  sind  dagegen 
die  Gleichungen,  welche  die  16  Geraden  einer  Fläche  4.  Ordnung  mit 
doppeltem  Kegelschnitte  bestimmen,  indem  ihre  Gruppe  sich  mit  einer 
Untergruppe  (tig.ixo  der  (T16.720  holoedrisch  isomorph  erweist^®*). 

23.  Quatemäre  und  quinäre  Gruppen  aus  der  Dreiteilung  der 
hyperelliptisohen  Funktionen.  Aus  der  elliptischen  Transformations- 
theorie (Nr.  18)  kennen  wir  Systeme  von  je  n  Grössen  X«  imd  von  daraus 

ableitbaren     "1"    y«  und  — r—  jef«.    Nun  hat  Klein  darauf  hingewiesen, 

wie  die  entsprechenden  Überlegungen  im  hyperelliptischen  Falle  (p  =  2) 
zu  je  w*  ganz  analogen  Grössen  Xaß  (wie  die  Borchardt'schen  Moduln 
fOr  w  =  2)  führen^®*),  aus  denen  man  dann,  wenn  n  ungerade,  Systeme 

von  je  — ^^  Grössen  F«^,  bez.  — - —  Grössen  Zaß  herleiten  kann^^). 

Die  linearen  Substitutionsgruppen,  welche  die  Yaß  imd  die  Zaß 
bei  linearer  Transformation  der  Perioden  erleiden,  sind  nur  für  n  =  3 
näher  untersucht  worden.  In  diesem  Falle  besitzt  das  Problem  ein 
doppeltes  Interesse,  weil  nach  C,  Jordan^^^)  die  Gruppe  der  Gleichung 
27,  Grades,  von  welcher  die  Geraden  auf  einer  allgemeinen  F^  [HI  C  6] 
abhängen,  eine  ausgezeichnete  (und  zwar  einfache)  Untergruppe  vom 
Index  2  enthält,  welche  aus  25920  Substitutionen  besteht  und  mit 
der  Gruppe  der  Dreiteilung  der  hypereUiptischen  Funktionen  isomorph 


Brioschi,  Act.  math.  12  (1888),  p.  88;  Ann.  ^c.  nonn.  (3)  12  (1896),  p.  348  [IB2, 
Nr.  10,  Anm.  205].  Um  die  Aufstellung  einer  linearen  Differentialgleichung 
4.  Ordnung,  deren  Integrale  mit  den  BorchardVschen  Moduln  zusammenfallen,  als 
Resolvente  der  Gl.  6.  Grades  handelt  es  sich  bei  F,  N.  Cole,  Amer.  J.  of  math.  8 
(1886),  p.  266. 

102)  Die  Gruppen  dieser  beiden  Klassen  von  Gleichungen  bestimmte 
C.  Jordan,  Trait^  des  subst.  1870,  p.  309,  313  [1 B  3  c,  d,  Nr.  29]. 

103)  Die  von  Klein  in  seinen  Vorlesungen  gegebenen  Andeutungen  über 
die  X^o  wurden  zunächst  von  J..  TFViim^  ausgeführt,  Math.  Ann.  29  (1886),  p.  167; 
Diss.  (Göttingen  1887);  spätere  Vereinfachungen  und  Zusätze  stammen  Ton  Burk- 
hardt,  Math.  Ann.  38  (1891),  p.  163. 

104)  Die  Moduln  Y  und  Z  treten  auch  in  den  citierten  Arbeiten  von 
Witting  auf.  Doch  finden  sich  mit  den  Y  äquivalente  Funktionen  schon  bei 
der  Behandlung  ^er  hjperelliptischen  Multiplikatorgleichungen  (genau  wie  bei 
Jacohi  im  elliptischen  Falle  [Nr.  10])  von  E.  Wütheiss,  J.  f.  Math.  96  (1883), 
p.  17. 

106)  Vgl.  (auch  wegen  der  Untergruppen)  C.  Jordan,  J.  de  math.  4  (1869), 
p.  147;  Traitä  des  subst.  p.  316,  366.  Vgl.  noch  E.  Pascal,  Ann.  di  mat.  20 
(1892),  p.  163,  269;  21  (1893),  p.  86  [IB8c,d,  Nr.  29;  EI  C  6]. 


552  I  B  3  f.    Endliche  Gruppen  linearer  Substitutionen. 

ist.  C.  Jordan  hat  nun  auch  bereits  5  wichtige  Arten  von  Untergruppen 
jener  G^^^^o  ^^*  ^®^  ^®^'  I^^^ices  27,  36,  40,  40,  45  bestimmt,  welche 
in  den  Entwickelungen  der  folgenden  Verfasser  die  Hauptrolle  spielen, 
und  bewiesen,  dass  die  G2^^q  keine  Untergruppen  von  niedrigerem  Index 
als  27  enthalten  kann.  Wie  man  jene  Gleichung  27.  Grades  auf  das 
quaternäre  Formenproblem  der  hyperelliptischen  Moduln  Za^  zurück- 
führen kann,  hat  Klein  skizziert ^^).  Die  quaternäre  Gruppe  der  Z, 
welche  aus  2.25920  homogenen  Substituitionen  besteht  und  mit  der  zu- 
gehörigen Eollineationsgruppe  G^r,^^^  hemiedrisch  isomorph  ist,  wurde 
zuerst  von  Witting  behandelt.  Das  vollständige  aus  5  Formen  be- 
stehende System  von  Invarianten  wurde  sodann  von  Maschice  auf- 
gestellt. Endlich  vervollständigte  H.  Burkhardt  die  früheren  Unter- 
suchungen durch  Einführung  von  Linienkoordinaten^^"^)]  die  senäre 
Gruppe  von  25920  Substitutionen j  welche  sich  dadurch  neben  die 
Gruppe  der  Z  stellte,  liess  unmittelbar  die  Beziehung  zwischen  den 
Gleichungen  27.  Grades  mit  einer  G^^q^o  ^^^  ^^^  Probleme  der  Z 
erkennen. 

Burkhardt  behandelte  auch  die  quinäre  Grujype  der  Y  von  25920 
homogenen  Substitutionen  und  stellte  dabei  ihr  vollständiges  System 
von  6  Invarianten  auf^^).  In  geometrischer  Hinsicht  traten  am  meisten 
zwei  Systeme  von  40  bez.  45  Hauptiüumen  hervor,  ebenso  wie  bei 
der  Gruppe  der  Z  eine  Konfiguration  von  40  Ebenen,  welche  den 
anderen  Untergruppen  vom  Index  40  zugeordnet  sind. 

24.  Gruppen  von  eindeutigen  Transformationen  einer  alge- 
braischen Kurve  in  sich.  Nach  den  Untersuchungen  von  Schwarz  u.  a. 
[III  C  9]  ist  es  bekannt,  dass  ein  algebraisches  Gebilde  vom  Geschlechte 
j)  >  1  nur  eine  endliclie  Zahl  von  eindeutigen  Transfornuxtionen  in  sich 
zulassen  kann.  Allgemeine  Untersuchungen  über  solche  Gebilde  mit 
eindeutigen  Transformationen  in  sich  hat  mm  insbesondere  Hurwitz 
unternommen^®^).  Die  zugehörigen  endlichen  Transformationsgruppen 
sind  im   hyperelliptischen   Falle   auf  die   endlichen   binären   Gruppen 


106)  J.  d.  rnath.  (4)  4  (1887),  p.  169. 

107)  Witting,  Dias.;  G.  Maschke,  Gott.  Nachr.  1888,  p.  78;  Math.  Ann.  33 
(1889),  p.  317;  Burkhardt,  Math.  Ann.  41  (1892),  p.  317.  Vgl.  über  die  qua- 
ternäre Gruppe  der  Z  auch  G.  Marrice,  Lond.  M.  S.  Proc.  21  fl890),  p.  58;  23 
(1892),  p.  213. 

108)  Gott.  Nachr.  1890,  p.  376;  Math.  Ann.  38  (1891),  p.  185. 

109)  Man  sehe  über  periodische  Transformationen  Gott.  Nachr.  1887, 
p.  85  und  Math.  Ann.  32  (1888),  p.  290;  über  allgemeine  Transformationsgmppen 
Math.  Ann.  41  (1892),  p.  403. 
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hemiedrisch  isomorph  bezogen,  indem  die  zweiwertige  Hauptfunktion 
sich  nach  einer  solchen  substituieren  muss.  Für  jp  =  2  hat  0.  Bolza 
die  in  Rede  stehenden  Transformationsgruppen  bestimmt  ^^®).  Im  nicht- 
hyperelliptischen  Falle  kann  man  die  durch  die  Transformationen  ge- 
bildete Gruppe  in  eine  KoUineaiionsgrv/ppe  im  JRp— i  überführen,  in- 
dem man  die  p  homogenen  Koordinaten  den  Differentialquotienten 
der  Integrale  erster  Gattung  proportional  setzt.  Für  jp  =  3  und  p  =  4 
hat  Wiman  die  hier  besprochenen  Kollineationsgruppen  hergeleitet  ^^^); 
auch  sind  von  ihm  verschiedene  Resultate  für  i)  =  5,  6  gegeben. 

25.    Endliolie    Gruppen    von    birationalen   Transformationen. 

Man  kann  die  bisherige  Fragestellung  erweitem,  indem  man  ganz 
allgemein  nach  den  endlichen  Gruppen  von  birationalen  Transformationen 
fragt.  Hier  hat  S.  Kantor  mit  besonderem  Erfolge  eingesetzt.  Zuerst 
handelte  es  sich  bei  ihm  um  die  Bestimmung  der  periodischen  Trans- 
formationen in  der  Ebene.  Diese  Frage  erledigte  er  nach  zwei  Methoden: 
einmal  so,  dass  er  die  geometrische  Konstruktion  der  Gruppen  durch 
eine  rein  arithmetische  Untersuchung  über  die  möglichen  Verkettungen 
der  Fundamentalpunkte  bei  den  Transformationen  vorbereitete*^^;  seine 
zweite  rein  geometrische  Lösung^^^)  "^ng  Yon  einem  invarianten  linearen 
Systeme  von  rationalen  oder  elliptischen  Kurven  aus,  dessen  Existenz 
er  durch  den  Übergang  zu  den  successiven  Systemen  von  adjungierten 
Kurven  einer  ursprünglichen  invarianten  Kurve  nachgevriesen  hatte. 
Weiter  suchte  Kantor  ^^*')  unter  wechselnder  Anwendimg  seiner  ver- 
schiedenen Methoden  alle  endlichen  Gruppen  von  birationalen  Trans- 
formationen in  der  Ebene  überhaupt  zu  bestimmen.  Seine  Lösungen 
hier  waren  aber  in  mancher  Hinsicht  unrichtig;  die  nötigen  Be- 
richtigungen wurden  von  Wiman  gegeben**^).  Die  typischen  Haupt- 
Massen  von  endlichen  birationalen  Transformationsgruppen  in  der 
Ebene  sind  nach  Kantor  die  folgenden**^: 
1)  KoUineationsgruppen; 

110)  Amer.  J.  of  math.  10  (1887),   p.  47;    Math.  Ann.  SO  (1887),   p.  646 
[I B  2,  Nr.  4,  Anm.  86]. 

111)  Stockh.  Bih.  21»,  Nr.  1,  3  (1896);   wegen  jp  =  3  vgl.   auch  W.  Dyck, 
M^th.  Ann.  17  (1880),  p.  474,  610. 

112)  „Premiers  fondements  pour  unethäorie  des  transformations  päriodiques 
univoques"  (Preisschrift  Neapel  1891);  vgl.  J.  f.  Math.  111  (1894),  p.  60. 

113)  Acta  math.  19  (1895),  p.  116.    Dort  findet  sich  (p.  167)  die  erste  völlig 
korrekte  Aufzählung  der  periodischen  Typen. 

114)  „Theorie  d.  endl.  Gruppen  von  birationalen  Transformationen  in  der 
Ebene"  (Berlin  1896). 

116)  Math.  Ann.  48  (1896),  p.  195. 
116)  1.  c.  p.  43. 
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2)  Gruppen  von  „orthanaUagmatischen"  Transformationen»'), 
welche  einen  Geradenbüschel  invariant  lassen; 

3)  Gruppen,  welche  ein  System  von  Kegelschnitten  durch  zwei 
feste  Punkte  invariant  lassen  und  den  Gruppen  der  Kollineationen  einer 
F^  in  sich  entsprechen; 

4 — 8)  Gruppen,  welche  ein  System  von  C^  mit  3  bis  7  festen  Punkten 
invariant  lassen; 

9)  Gruppen  mit  invariantem  Gj-Büschel  imd  überdies  invariantem 
System  von  C^  mit  Doppelpunkten  in  den  8  Basispunkten. 

In  den  Klassen  3  bis  5  kommen  höchstens  quadratische  und  in  der 
Klasse  6  htMsclie  Transformationen  vor;  solche  Gruppen  sind  von 
L,  Äutonne^^^)  vielfach  behandelt.  Die  Klasse  7  erhält  man  aus  den 
Kollineationsgruppen  einer  F^  in  sich  durch  die  Abbildung  dieser  Fläche 
auf  die  Ebene.  Bei  den  Klassen  8  imd  9  kann  man  die  Ebene  als 
das  Bild  einer  doppelten  Ebene  mit  einer  C^,  bez.  eines  doppelten  Kegels 
2.  Grades  mit  einer  C^  als  Übergangshurve^^^)  betrachten,  sodass  man 
in  beiden  Fällen  durch  Kombination  der  Vertauschung  der  beiden 
Blätter  mit  der  Gruppe  der  Kollineationen  der  Übergangskurve  in  sich 
die  in  der  einfachen  Ebene  zu  bestimmenden  Gruppen  herleiten  kann. 

Kantor  ^^)  hat  auch  die  endlichen  Gruppen  von  birationalen  Trans- 
fomiMionen  im  R^^  bei  denen  die  den  Ebenen  entsprechenden  Flächen 
keine  doppelten  oder  mehrfachen  Kurven  enthalten,  imtersucht  und 
ihre  Typen  au%ezählt. 

26.    Erweiterung  auf  unendliche  diskontinmerliohe  Gruppen. 

Die  hier  in  Betracht  gezogene  Theorie  der  endlichen  Gruppen  findet 
in  der  Theorie  der  unendlichen  diskontinuierlichen  Gruppen  ihre  natur- 
gemässe  Fortsetzung,  deren  Behandlung  insbesondere  in  II B  6  c  der 
vorliegenden  Encyklopädie  imtemommen  wird. 

117)  Nach  Wiman  (1.  c.  p.  200,  207)  existiert  hier  in  den  Fällen,  welche 
nicht  durch  die  Klassen  1  und  3  geliefert  werden,  immer  eine  invariante  hyper- 
elliptische Kurve. 

118)  Par.  C.  R.  97,  98,  101  (1883—85);  J.  d.  math.  (4)  1,  p.  431;  2,  p.  49; 
8,  p.  63;  4,  p.  177,  407  (1886—88). 

119)  Wegen  dieser  Abbildungen  einer  einfachen  Ebene  auf  eine  Doppel- 
ebene vgl.  man  etwa  Noether,  Erl.  Ber.  10  (1878),  p.  81;  bez.  der  Litteratur  8. 
noch  Fortschr.  d.  Math.  9  (1877),  p.  681. 

120)  Acta  math.  21  (1897),  p.  1;  Amer.  J.  of  math.  19  (1897),  p.  1,  382. 
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Ifi98. 


Das  zweite  Heft  erscheint  in  etwa  i  Monaten. 


Inhalt  des  ersten  Heftes. 

Seite 

I  A  1.    Grundlagen  der  Arithmetik.     (Die  vier  ftrimdrcclinungsartoni  Einführung  der 
negativen  und  der  gebrochenen  Zahlen ;  Operationen  dritter  Stufe  in  formaler 

Hinsicht.)    Von  fl.  Schubert  in  Htimburg 1 

I  A  2.    Kombinatorik.    Von  E.  Netto  in  Giessen 28 

I  A  8.    Irrationalzahlen  und  Kouyergenz  unendlicher  Prozesse.    Von  A.  PriDgsheim  in 
München. 

Erßt<;r  Teil.     Irrationalzahlen  und  Grenzbegi-iff 49 

ZAveit<ir  Teil.  Unendliche  Reihen,  Produkte,  Kettenbrüche  u.  Detei-minanten     77 


Vorbemerkung. 

Aufgabe  der  Eneyklopildie  soll  es  s(;in,  in  knapper,  zu  rascher  Orientierung 
geeigneter  Fonn,  aber  mit  möglichster  VollstUiidigkeit  eine  Gesamtdarstellung  der 
mathematischen  Wissenschaften  nach  ihrem  gegenwärtigen  Inhalt  an  gesicherten 
Resultaten  zu  gehen  und  zugleich  duirh  sorgfaltige  Litteratnrangaben  die  ge- 
schichtliche Entwicklung  der  mathematischen  Methoden  seit  dem  Beginn  des 
19.  Jahrhunderts  nachzuweisen.  Sie  soll  sich  dabei  nicht  auf  die  sogenannte  reine 
Mathematik  beschränken,  sondern  auch  die  Anwendungen  auf  Mechanik  und 
Physik,  Astronr)mie  und  Geodäsie,  die  verschiedenen  Zweige  der  Technik  und  andere 
Gebiete  ausgiebig  berücksichtigen,  und  zwar  in  dem  Sinne,  dafs  sie  einerseits  den 
Mathematiker  darüber  orientiert,  welche  Fragen  die  Anwendungen  an  ihn  stellen, 
andrerseits  den  Astronomen,  Physiker,  Techniker-  darüber,  welche  Antwort  die 
Mathematik  auf  diese  Fragen  giebt.  In  sechs  Bänden  von  zusammen  etwa 
240  Druckbogen  —  jährlich  soll  ein  Band  von  etwa  40  Druckbogen  in  4 — 5  Heften 
ei^scheineu  —  sollen  die  einzelnen  Gebiete  in  einer  Reihe  sachlich  angeordneter 
Artikel  behandelt  werden;  der  letzte  Band  soll  ein  ausführliches  alphabetisches 
Gesamtregister  enthalten,  überdies  wird  jedem  Bande  oiii  besonderes  Bandregister 
beigegeben.  Auf  die  Ausführung  von  Beweisen  der  mitgeteilten  Sätze  mufs 
natürlich  verzichtet  werden. 

Die  Ansprüche  an  die  Vorkenntnisse  der  L(»ser  sollen  so  gehalten  werden, 
dafs  das  AVerk  auch  demjenigen  nützlich  sein  kann,  der  nur  über  ein  bestimmtes 
Gebiet  Orientiening  sucht. 

Eine  von  den  beteiligten  gelehrten  Gesellschaften  niedergesetzte  Kommission, 
z.  Z.  bestehend  aus  den  Herren  W.  Dyck  in  München,  G.  v.  Escherich  in  Wipn, 
F.  Klein  in  Göttin  gen,  L.  Boltzmann  in  Wien,  H.  Weber  in  Strafsburg,  steht 
der  Redaktion  zur  Seite. 


Für  den  ersten  Teil   liaben  die  folgenden  Herren  ihre  Mitwirkung  zugesagt: 

I.  Hand:  Aritlmietik  und  Algebra* 

(llurausgbgebon  von  Vi,  Fr.  Mojor  iu  KOniguberg.) 

fl.  Mfnjfeiilohru:  A.  Schoenflies  In  GMiinguD. 
A.   Arithmetik.  ,-,.  ]::ndlieliü  diskrete  r.nipiiön:  H.  liirkhardt  in  Zürich. 

1.  Griiudlat^rvTi  <]   Aritlmietik:  H.  Srhubfrt  in  Hamburg. 

2.  Kombinatorik:  L.  >'ettO  in  Oiüsseu. 


B.  Algebra. 

b^iuktionen:  K, 
4.  Komplvxi*  ZabK>n:  £.  iStudy  iu  Gruif'^wald.  c)  Algubr.  Gobildü:  (i.  Landitberg  in  Heidelberg. 


y.  Irratiiiuule  Zahlen  und  ('■■nvorgenz  unondlichor  Pro-     1.  Grundlagen 

zeM!>e:  A.  rrlntrsheim  in  München.  a,  b)  Kationalo  l^^inktionen:  K.  Netio  in  Giod-jou 


2.  lavariAnteDtfaeürio :  W.  Fr.  Xeyer  in  KOiiiK^bprg.       \  5.  Arithmotische    Theorie    alffcbruisclitr    Grössen:     il. 


Laiidsber^  in  Heidelberg;. 
R.  Complexe  Multiplikatiou:  H.  Web«r  iii  ätrnRdburfr 


8.  GleiohimgRn: 

a)  Separation    und    Appn-ximatinn    der    Wnrzeln: 

r.  BiBge  üi  Hannover.  t^    ,.t  i.        *.    •    i-   1.1     •*  j    .         1    .   ^ 

b)  Rationale  Funktionen  d  Wurjselji:  K.  Th.  Yahlen  '    ^-  WahrscheinlichkeitB-  und  AusRleichungs- 
in  KüDigaberg.  |  rechnung. 

c,  d)  Galoiti^Bchu   Theorie   und   Auwcinlanjsfen   der-  1.  W.ilir;fcheiiilichkeit»Technnng:  E.  i-znber  In  Wion. 

pclben:  O.  Holder  in  Köuiu^borg.  3.  Ansi^Ieiohun^sirecbnuug:    J.  BauHchlnifrer   in   Kerlin. 

e)  Gloiciiung8B3'stenio:  K.Th.  Vahlenin  Könii^-tbortf.  S.  Interpolation:  J.  BaoNchlnger  in  Derliu. 

f)  Endliche   Gruppen    linearer    Sub<>titutioDeu:    I*.  1.  AiiweiHlnui^en      der     Wahri)eheinIic])keitBrecbnun(7: 
Wiman  in  J^und.  L.  v.  Itortkewitsch  in  Strassburj^. 

C.  Zahlentheorie.  •  C  Differenzonrechnung. 

1.  Kiedere  /ahlentheorle:  1*.  Bachmann  iu  Woirnnr.       1  Difforonxenrechnung:  T).  Seil wanoflT in  St.  Petersburg. 
S.  Theorie  der  Können:  K.  Th.  Vuhlen  ia  Knni^sbnrg.  -n    mr  •     i-       t»     m. 

3.  Analytii»cheZalilentheorio:  P.  Bachmann  in  Weimar.  -F-  Numerisches  Hechnon. 

4.  Algebraische  Zahlen:  D.  llUhert  iu  (vöttin^en.  Numeriscltes  Rechnen:  K.  Mehmke  in  Stuttgart. 

II.  Miinil:  Analjsis. 

(irerau.'-'^'ogeben  von  H.  Rurkhardt  iu  Zflrich.) 

1.  l'rincipieuderlnflniteirinialroclinuuvr:  A.  i*rlng8h«tm  '  ^-  Amilysis  komplexer  Grössen. 

iu  München.      %  .  ^      ,  1    All«.niein.^    Kunktioneuthuorio :     W.    F.    Oigood    in 

5.  Differential-  u.^ntegralrechn.:  .\.  1  osM  1.  WurzbiiTir.         Cumbrldge   Muhh 

8.  Bestimmte  Integrale:  «.  Brnuel  in  1{..nl.';iux.  1'.  Al«ebraiseiie    Functiom-u    und    ihre    Integrale:     W. 
4.  Gowöhnl.  Differentialjfleichjrn.:  P,  Paliileve  in  Pane.         Wirtliiirer  in  Inushrurk 

ö.  Partielle   Differential ,fl.achtJi#«ni :    F.    f.   Weber    in  «    |!e»ti„„i,te  Int.'«rale:  II.  Burkhard!  in  ZUricIi. 

München  .,.,'..  ,    ^  l.  I.inenn-  Diffor.ntialjileich.:  II.  Burkhard I  in  Zürich. 

6.  Kontinuierliche  1  rauaformatmn.Kruppen :  L.  Itlaurer  ibKuKelfunktionen  11.  dgl.:  A.  WaBgerln  In  Halle 

lu  TÜbinjren^                                                               *|^       :  j.  Niehtliuenr»  DineT.-ntialtflMch:  P.  Painle^e  in  Paris 
I,  Kandwertaufffaben:  |  ß_  r„,kt.brfiinkti..nen: 


»)  GewObnlichu  lUfferentialgleii-liungon:  31.  Vorher 

in  Can)britl);e,  Ma»:«. 
b)  Partielle  Differential cflfich.    d.    l'oteiitialthonriK: 


Ui  i:ili]iti-<ehij    Kunktiiiiii-ii:    \S\  HarkneAH   in    Kryn 
Miiwr  C.il!..  l'a. 

II.  Rurkhardf  m  /unoh   und  W.  It.  Äe>er  in  ,..  ,\iit..mi..rphe  i-unktiui.H„:  K.  Frirke  i.  IJrauMHcliw 

Königsberg  .,,.^  .     .  7.  Tlu-tafuiiktiom-ii :     A.    Kra/er    in     Ütvi^^Uira    und 

c)  Andere     Partielle     nifierrntialuleu-hungon:       A.  \       ^y.  WIrtliiger  in  Ii.i>Hl.riic-k 

Nimnierreld  in  (iauiithal.  .  ^      .^  ^     ,^  ,  .   ,        ^8.  F.inktloi.ai-(ileirhmi«.Miu -oiM..rati..Mt.n:  S.Pincli«Tle 

8.  Beilieneutwickeluiif^ien i  H.  Burkhard!  iu  Zürich  und         ;,,  i',.i, .,„,., 

A.  SoDiiiierield  in  ('launthul  3     ' 

9.  VariatiunBrechuuug:  A.  Kneher  in  l>-.r|iiit.  , 

III.  lianil:   Gooiiietrie. 

(lluriiiiii^ogubeii  von  W,  Fr.  Mejer  in  KönigHbKrvT  .' 

A.  Hein  jceomefrische  Disciplinen,  '    G.  Speziulbj  al«el)rHi.-i«.ln!   riäiben:    W.  Fr.  Meyer  in 

1.  Prinalpitm  der  (rti>metri<.- .    F.  Kiirliiuew  in  TJoln^nn.  '  K-inij.'.-borg  - 

5.  Klomentargeometrie :   M.  Simon   in    Stras-liurt,'  i    K.  .     *•  Mehrdiiiinnj^iniüil«  lüiume:  T,  Seifre  in  Turin. 

8.  Kaumeinroilungen  und  Knnfiuur.iti.nu-n:  II.  Stelultz  |  **•  Alg•■^>^ai^rlH■   rriinKt'.innuUonen  u.  Korreapondenzen: 

in  lierliii                                                                                        j  ^'^  CUNteliiuoTO  in  Koiu  u.  F.  Knrii|iieN  in  Knlogna. 

4.  AnalyHi.-  situa:  Ci.  Ilrunel  in   r.r.rdeaiix                           j  '•'    <Je«imi-trio  ImUi.  KÄunieluiwrntfj:  K.  Wiiisch  in  Urünn. 

6.  Grundlavon  der]iioj(>ktivr-ii  fii-onietrif!:  A.SchoenHleR  '  !••   Abzahb^idi;  Mt-thudiin:  H.ti.Zoulhen  i.  Ko]>unliagen. 
in  Göttiugeu.                                                                                j 

6.  Darstell'-ndü  Geometrie:  {'.  Kndeuberg  in  riuniiover.  ,  j).  IJjfferentialROomotrie. 

7.  In  vorsinn  dgeometrie:  11.  Bnrkhnrdt  in  /lirleii. 

1.  -J.  .\ii>viM(l.  diir  Uifferential-  n    Inti'i/ralri'clinnn^  aiit 

B.  Grundlagen  der  Anwendm^g  von  Algebra  Kurven  u.  I-iiK-li-n:  H.  >.  Maiigoldt  in  Aaihen. 

und  AnalvKis  auf  die  Gfiomotrio,  i\.  Kurven  .-luf  .Ion  njicbt-n;  K.v. Lilienthal iu.MUnHtvr. 

1.  Prinzipielle  Frau'eu:  (».  Fano  in  lii,vi.                            .  '■   I5<:»'.'n<lrre     trjui^^C'.-nilent.'     KiirvL-n:      (1.    Scheffers 

ä.  £oordinatenmi.'tlii)ilen;   A.  SchoenlHeh  in  Ci.tiinj/L-n.  i  '"  J'^rm^fudt. 

3.  Geometriache  Analya.-:  II.  Burkhardt  in  Zürich.  '»■  J''ee.iiidvre  tran-c-ndentu  .Kliichi-n;  M.  t.  Lllienthal 

_..,.,       ^,              ,    .                             I  in  Mllrirfter.  * 

C.   Algebraische  Geometrie.                         |  ,;    Al.wiokhinu'    nnd    AbbiMun«    zw.-:.-r    J-!iicl...-n    auf 

1.  KegelHcbititte:  F.  Dlnircldey  in  Dariustadt.  ciniinrbr:  A.  Voss  in  Wur/lmr^. 

3.  Allgemeino     Theorie      der     Imli'-Tirn     ul^f''bra:Hclien  7.  J'>iTiiliniiiu*-"jniHji)rin.:   G.  Sehetrers   in  D:inii>!t:ull. 
Kurven:  K«  liohn  in  Dn.-.sdon.                                               1  i*.  (ii-;-io)t  v.  Kurvt-n.  ilie  ihirch  I)illorenti:iIv;l>--c.li'inü:,.xi 

8.  Speziellti  algebrai.=che  Kuivi-n:  G.  Kohn  in  Wien.  ilpfinirt  'iixi:  W\  l>)rk  in  Mün<-hen. 

4.  VUichou  II.  Oriliiiuiu :  <>.  Staude  in  ÜOTtmk.  :'.  i»irti-r(Miti.i!i'  J.inii-iivf:'fiTii«trii;:  K.  Uülhi'h  in  Ilr  um. 
fi.  AJIgeni.  Theorie  d«-r  hnlrfri-n  alvrelirsiii-clirn  l'Jiicheu:     10.  J>inci«-niijiivre<'nj'"tri»'     iin.hrdini'ii'flonnli'r     Muujiiir- 

G.  CuNtelnuovo  in  Kum  und  V.  Knrli|ue.s  in  J'<l•ll)^Mlil.  :         t'ultiv'kfiu-n .  1*.  Slüekel  iu  KIci. 

Der  zweite  Teil,  «iio  aii^nvniidto  Mathemntik  entlialtou«!,  winl  uiifor  beflondoror 
Mitwirkung  der  IJfrnn  F.  Klkin  von  A.  Scuoknfliks  in  (lüttiu'^en  {Mechanik  und  nit^clia- 
niBche  Technik),  A.  SoMMtiaKi.i)  in  Cluupthal  (Pliypik  und  i.liysikalisclie  'J'eoljnikj  luul 
H.  BuRKiLARDT  iii  Züricli  (GtMjjihvsik  und  AstronDinin  Iieraus^'ogebeu  worden.  Kin  Schlufs- 
baud,  liei*au8ge}:»cben  von  W.  Franz  Miiyku  in  Krinigi>bt.T>:,  soll  liistorischo,  philosophische 
und  didaktische  Fragen  beliandeln,  aufserdem  ein  <<eueralret^ister  entli.ilton.  Ein  ge- 
naueres Programm  dieser  Teile  wird  später  mitgeteilt  werden. 


Von  der  Eöniglicheu  Gesellschaft  der  Wissenschaften  in  Göttingen 
wurde  der  Teubnerschen  Verlagsbuchhandlung  in  Leipzig  der  Kommissions- 
verlag yon  ^  . 


Gauss'  Werken 


übertragen.     Bisher  sind  G  Bände  erschienen  und  zwar:  '    . 

Band  IV:  Wahrscheinlichkeits  -  Rech- 
nung und  GQoipetrie.  1873. 
Kart.  JL  25. — 


Band  I:   Disquisitiones    arithmeticae. 
2.  Abdr.  1876.    Kart.  JC'IO.— 


„    11:   Höhere  Arithmetik.     2.  Ab- 
druck 1876.     Kart.  JC  20.— 

„  ni:    Anälysis.     2.  Abdruck   1876. 
Kart.  .K  20.— 


,,       V:   Mathemat.  I^y^lv  2.  Ab- 
druck  1877.    Kart.  ÜK  26.— 
„     VI:    Astronom.     Abhandlungen. 
*  1874.  ^Ärt.  .IC  88 .  — 

Nachtrag  ziun  ersten  Abdruck  des  zw^ten  Bandes  1876  kart.  „K.  2 .  — 

Die  weitere  Herausgabe  der  Werke  d^  berühmten  Mathematikers  ist, 
wie  Professor  Klein  in  den  „Göttinger  Nachrichten"  mitteilt,  von  der  Ge- 
sellschail;  der  Wissen schafben  in  Göttingen  nach  langem  Stülatodi^d  wieder 
in  Angriff  genommen  worden.  Es  wird  die  Herausgaße  yon  noch*  weiteren 
drei  Bänden  geplant.  Band  VII  wird  von  Professor  Brendel  herausgegeben 
werden  und  die  noch  übrigen  astronomischen  Untersuchungen»  von  Gaufs 
enthalten.  Es  kommef  hierbei  in  Betracht  der  endgültige-  Atfdruck  der 
Gaufsschen  Theoria  motud  und  aus  dem  Nachlafs  Beiträge*  zur  Störungs- 
rechnung. Im  achten  BiShde  werden  Nachträge  zu  den  früheren  Bänden 
veröffentlicht  werden.  Hervorzuheben  sind  aus  der  Zahlentheorie  und  Anälysis, 
deren  Bearbeitung  Professor  Fricke  übernommen  hat,  zien^c^  ^reitgehende 
Untersuchungen  über  kubische  Rest«,  sowie  interessante  Einzelheiten  zur 
Theorie  der  elliptischen  Funktionen.  Hieran  werden  sich  die  Untersuchungen 
über  Geometrie  schlielsen,  für  die  Professor.  S tacke  1  gewonnen  ist.  Aus 
diesem  Gebiete  ÄinH  Aufschlüsse  über  die  Spekulationen  von  Guufs  über  die 
Grundlagen  der  Geometrie,  über  Entstehung  der  berühmten  Abhandlung  über 
Flächentheorie  und^  H|pue  Einzelheiten  über  die  Geometrie  der  Kugel  zu 
erwarten.  Ferner  findep  sich  im  Nachlafs  noch  zahlreiche  Manuskripte 
geodäti.<chen  Inhaltes,  mit  doren  Bearbeitung  Professor  Börsch  imd  Professor 
Krüger  beschäftigt  sind.  Es  schliefsen  sich  hieran  die  Untersuchungen  über 
mathematische  Physik,  <lie  Professor  Wiechert  bearbeitet.  Im  neunten 
Band ^  sollen  das  biog«ii)ilii<>che  Material  und  Mitteilungen  aus  dem  Gaufsschen 
BriefwBclisel  Aufnahme  finden.  Ausführiiche  Register  werden  einen  Supple- 
mentband bilden.  Das  wfchtige  wissenschaftliche  Unternehmen  soll  in  etwa 
drei  Jaiiren  zur  Vollendung  kommen.  Professor  Klein  richtet  an  alle  Gesell- 
schaften und  Privatpersonen,  die  im  Besitze  irgendwelcher  auf  Gaufs  zurück- 
gehender oder  für  seine  Thätigkeit  wichti^i^r  Manuskripte  oder  Briefe  sind, 
die  Bitte,  hiervon  die  Göttinj^er  Gesellschaft  der  Wissenschaften  zu  benach- 
richtigen und  ihr  die  Kenntnisnahme  der  Belege  zu  ermöglichen. 


TeO  I.  Band  I.  Heft  2. 


ENCYKLOPÄDIE 

DER 

MATHEMATISCHEN 

WISSENSCHAFTEN 

MIT  EINSCHLUSS  IHRER  ANWENDl^GEK 


MIT  UNTERSTÜTZUNG 
DER  AKADEMIEEN  DER  WISSENSCHAFTEN  ZU  MÜNCHEN  UND  WIEN 
UND  DER  GESELLSCHAFT   DER  WISSENSCHAFTEN  ZU  GÖTTINGEN, 

SOWIK 

UNTER  MITWIRKUNG  ZAHLREICHER  FACHGENOSSEN. 
ERSTER  TEIL:  REINE  MATHEMATIK. 

HKKACSGEGEBEN  VON 

Dh.  HEINB.  BURKHAKDT  und  Dr.  W.  FRANZ  MEYER 

O.  PROFXgBOB   DKB   MATHRHATnC  AV   DKK  O.  PUorKBSOR  DEB   HATHEUATIK    AX    DER 

VKITEBSITAT   ZÜBICH  USIVKKSITAT   KOMI08BLKO    I.  Pll. 

ERSTER  BAND:  ARITHMETIK  UND  ALGEBRA. 
Reüioikrt  von  W.  Franz  Meyer. 

ZWEITES  HEFT. 


LEIPZICi, 

DRUCK   UND  VERLAG   VON  R  Ü.  TEUßNER. 

1899. 


Das  dritte  Heft  des  ersten  Bandes  sowie  das  erste  Heft  des  zweiten  Bandes 
werden  in  etwa  zwei  bis  drei  Monaten  erscheinen. 


Den  Herren  MitarlMitem  an  der  Encyklopftdie  der  Mathematischen 
Wissenschaften  stehen  zn  etwaigen  Anfragen,  Naehtrfigen  oder  Berieh- 
tignngen  die  dritte  und  rierte  Seite  des  Umschlags  eines  jeden  Heftes 
nur  Terfftgnng. 


Inhalt  des  dritten  Heftes.  g.,^ 

I  B  1  a.    Rationale  Funktionen  einer  Veränderlichen;  ihre  NullBtellen.    Von  E>  Netto 

in  Giefsen 837 

I  B  1  b.    RatJouale  Funktionen  mehrerer  VeränderliclieD.    Von  E.  Netto  in  Gieesen  S66 

I  B  1  c.     AlgebraiHchc  ßehilde,  —  I  C  ö.  Arithmetische  Theorie  algehreischer  GrOfien. 

Von  8.  Lsndsherg  in  Heidelberg 28S 

I  B  2.       loTariantentheorie.    Von  W.  Fr.  Meyer  in  Efinigeberg  i.  Pr SSO 


f(IMMEIiBILI> 
WELTÄNSCHflUUNC, 


In  dem  glänzend  ge- 
schriebenen Buche,  das  über- 
all ein  warmes  Verständnis 
für  alles  Grofse  zeigt  und  in 
Skandinavien  als  eine  ,3ibel 
der  Humanität"  bezeichnet 
worden  ist,  giebt  der  Verfasser 
eine  Geschichte  der  trei- 
benden Gedanken  tn  der 
Entwicklung  des  mensch- 
lichen Geistes  vom  Morgen 
der  Zeiten  bis  zur  Re- 
naissance im  Norden  und 
bis  zur  Gegenwart,  aus- 
gehend von  den  einfachsten 
und  doch  auch  wieder  tiefsten 
Fragen,  die  das  Dasein  stellt, 
die  es  der  Menschheit  immer 
gestellt  hat  und  die  von  ihr 
stets  aufs  Neue  zu  beantworten 
versucht  ^worden  sind:  Was 
sind  Licht  und  Dunkel,  Tag 
und  Nacht,  wie  weit  ist's  von 
Üb«setzung«L   B  och  '^^''  ^'^^'^  ^'^  ^"^^  Himmel? 

■a^-a^-a^-a^      Preis  geschmackvoll  gebunden  JC  S-  —      **♦* 


Verlagsbuchhandlung  B.  G.  Teubner  in  Leipzig. 


Repertorinm  der  höherenflathematik 

(Definitionen,  Formeln,  Theoreme,  Litteratnrnacliweise) 

von 


Emesto  Pascal, 

ord.  Prof.  an  der  Univertität  lu  Paria. 


Autorisierte  deutsche  Ausgabe  von  A.  Schepp  zu  Wiesbaden. 


In  2  Teilen.     I.  Teil:  Die  Analysis.     8.    Biegs.  in  Lnwd.  gebn. 


Der  Zweck  des  Buches  ist,  auf  einem  möglichst  kleinen  Baum  die 
wichtigsten  Theorien  der  neueren  Mathematik  zu  vereinigen,  von  jeder 
Theorie  nur  so  viel  zu  bringen,  dafs  der  Leser  imstande  ist,  sich  in 
ihr  zu  orientieren,  und  auf  die  Bücher  zu  verweisen,  in  welchen  er 
Ausführlicheres  finden  kann. 

Für  den  Studierenden  der  Mathematik  soll  es  ein  „Yademecum*^ 
sein,  in  welchem  er,  kurz  zusammengefafst,  alle  mathematischen  Begriffe 
und  Resultate  findet,  die  er  während  seiner  Studien  sich  angeeignet 
hat  oder  noch  aneignen  will. 

Die  Anordnung  der  verschiedenen  Teile  ist  bei  jeder  Theorie  fast 
immer  dieselbe:  zuerst  werden  die  Definitionen  und  Grundbegriffe  der 
Theorie  gegeben,  alsdann  die  Theoreme  und  Formeln  (ohne  Beweis) 
aufgestellt,  welche  die  Verbindung  zwischen  den  durch  die  vorher- 
gehenden Definitionen  eingeführten  Dingen  oder  Gröfsen  bilden,  und 
schliefslich  ein  kurzer  Hinweis  auf  die  Litteratur  über  die  betreffende 
Theorie  gebracht. 

Von  Büchern  dieser  Art,  die  uns  bekannt  sind,  ist  die  „Sammlung 
von  Formeln  der  reinen  und  angewandten  Mathematik"  des  Dr.  Laska 
(Braunschweig,  1888 — 1880-1894)  nur  eine  Zusammenstellung  von 
Formeln  von  geringer  Ausdehnung  und  die  „Synopsis  der  höheren 
Mathematik**  von  Hagen  (Berlin,  1893 — 1894),  wenn  auch  sehr  um- 
fassend und  von  wertv(»llem  Inhalt,  doch  nicht  so  geordnet,  dafs  ein 
Leser,  der  noch  keine  grofse  Erfahnmg  besitzt,  sich  leicht  in  ihr  zurecht- 
finden könnte. 

Die  neuerdings  erscheinende  „Encjklopiidie  der  Mathematischen 
Wissenschaften",  hrsg.  von  H.  Burkhardt  und  Franz  Meyer  (Leipzig, 
B.  G.  Teubner),  verfolgt  einen  ganz  anderen  Zweck.  Ein  solches  Werk, 
so  wertvoll  und  nützlich  es  auch  für  die  Pfleger  der  mathematischen 
Disciplinen  ist,  kann  schon  seines  Umfangos  wegen  nicht  jedermann  zur 
Hand  sein  und  ist  nicht,  wie  das  vorliegende  Buch,  für  solche  bestimmt, 
die  ihre  Studien  erst  beginnen. 


Verlagsbuchhandlung  B.  G.  Teubner  in  Leipzig. 


Heraua- 
geg^ebcn 


Zeitschrift  fix  ]Kathematik  und  Physik. 

von  Sf.R.  ]lfchnkC|  Professor  a.d.  technischen  Hochschule  in  Stuttgart, 

nnd  Dr.  }fi.  Cantor,  Professor  a.  d.  Universität  Heidelberg. 

Jährlich  6  Hefte  im  Umfang  von  je  6  Bogen  zum  Preise  von  20  ^Ä 

Nachdem  Herr  Professor  Dr.  Mchmke  an  der  technischen  Hochschule 
in  Stuttgart  die  Leitung  des  ersten  Teiles  der  Zeitschrift  übernommen  hat,  hat 
derselbe  eine  entschiedene  Richtung  nach  der  Seite  der  angewandten 
Mathematik  genommen. 

Es  hat  ja  bisher  an  einem  Organ  für  die  mathematische  Exekutive 
(um  einen  Ausdruck  des  Herrn  Klein  zu  gebrauchen),  wie  für  die  Anwen- 
dungen der  Mathematik  im  allgemeinen  und  auf  Probleme  der 
Technik  im  besonderen  gefehlt.  Bei  der  Scliaifung  eines  solchen  an  „Schlö- 
milchs  Zeitschrift**  anzuknüpfen  erschien  darum  geboten,  weil  darin  das 
numerische  Rechnen,  die  darstellende  Greometrie  mit  Schatten- 
konstruktion und  Persijektive,  die  Kinematik  etc.  von  jeher  gepflegt 
worden  sind,  mithin  zwar  das  bisherige  Gebiet  durch  Einbeziehung  der 
technischen  Mechanik  (im  weitesten  Sinne)  erweitert  werden  muffte, 
sonst  aber  in  der  Hauptsache  nur   schon   Bestehendes  auszubauen  war. 

Nachdem  mehrere  namhafte  Techniker  sowohl  als  auf  den  bezeichneten 
Gebieten  thütige  Mathematiker  als  Mitarbeiter  gewonnen  sind,  ist  die  Durch- 
führung jener  Absicht  als  gesichert  anzusehen.  Als  besondere  Mafsnahnien 
seien  noch  folgende  erwähnt.  Vom  43.  Bande  an  erscheinen  regelmiifsig  Ver- 
zeichnisse der  in  technischen  Zeitschriften  erschienenen  Ab- 
handlungen mit  vorwiegend  mathematischem  oder  physikalischem 
Inhalte.  Ferner  sollen  die  Leser  über  die  neuesten  Fortschritte  auf  dem 
Gebiete  der  Rechen-  und  Zeichen-Apparate  auf  dem  Laufenden  erhalten 
undzur Verbreitung  der  neueren  Methoden  des  graphischen  Rechnens, 
insbesondere  der  Herstellung  graphischer  Tafeln,  soll  nach  Kräften 
beigetragen  werden.  Ferner  sollen  auch  künftig  aus  der  Praxis  stammende 
Aufgaben  gobtellt  werden,  nicht  blofs  um  die  Mathematiker  überhaupt  zur 
Beschäftigung  mit  solchen  anzuregen,  sondern  um  dieselben  der  Lösung  eiit- 
gegenzu führen,  wenn  letztere  für  die  Technik  ein  wirkliches  Bedürfnis 
ist,  aber  besondere  mathematische  Kenntnisse  und  Oewandtheit  in  der  Hand- 
habung mathematischer  Werkzeuge  erfordert,  also  die  Mitwirkung  der  Mathe- 
matiker von  Fach  wünschenswert  erscheinen  läfst. 

Aus  dem  Inhalt  des  43.  und  44.  Bandes. 


über  dio  TDAtlifmatiscln*  I^estimiiiung  der 
Uclligkeit  iii  Hnuiiieu  niit  Ta^oahclouclituuKi 
insboHOiKlcre  Cioinaldvauloii  luit  Deckciilicht: 
11.  Mohmkt).  —  Zur  Herfohnuuü:  dor  Si-iikm.f^en 


liuiiffRpotontial  bustoht:  G.  Holsmüllor.  — 
Ü))L>r  Kollkurveu  und  Il(pllfl:lchcu :  M.  O  i s  t  e  1  i. — 
Über  die  uugoniiherto  GeradefUhmiig  mit  Hilfe 
eines  vlKüion  (leleukvierecks:  K.  M  filier. —  Zur 


der  Kiiotf^npunkto  uines  Fachwurka:  Jv  Hain-    i    Krapln^chou  B.>1iandlung  der  Krttf  to  im  Raiunt» : 


luer. —  Zur  AuigloicliuuK'  eines  durch  J.iiugcn- 
niesaung(tii  bestiniinton  IMinkre^:  K.  11  am  lue  r. — 
Thoorotidchc  u.  exporiuiüiitullo  TJnter.^ncbungun 


AV.  S  t  ä  c  k  ol.  -  ilarmouiBche  Analyst*  inlUelst 
dea  J'iilarplaniinetera:  8.  Finsterwalder.  — 
Perapektiv-Ueifser:    K.  Brauer.  —  l*!»«  elndu 


fibor    die    Kreisolbowegiuigeu    d«>r   rutiorenden  Aiipurut  zur  Auflösung numoriachcrGloichuiiireu 

I.u  .tfgoschuSde    >v:ihruud    ihres  Flugea:     Carl  mit  vier  udcr  fünf  Gliedern:    B.  M e h m k e.  — 

('  I  iknz  — DiuVariabilitütdcr  Lulieweaeu  und  dua  Jiynamik  der  Kurbelgetriebe:  H. Lorenz. —  Di« 

Cauflstsche  Feh1erge4*?tz:  !•'  Ludwig    —  Über  Bef»tiininung    der    Geschwindigkeit    nach     den 

das  Foucaulta  ho    Pendel:  K.  'ih.  Valilun.  —  Methtideu  der  Photogrammetrio:    K.  Ileun.  — 

irber    olliptlsfho    Auuniorplioae    iu    «ler    divp-  l.'ber     Perspektive     Amnitiit     zweier     Bänine : 

ttidcheu  Abbildung:  hudwik'  .M  attli  iessen.  A.  Huck. —  Übcrdio  Verwendung  zweier  Pendel 

--    l'biT    .Spuiinung82U:>t.inde.    b>.-i    düueii    ein  auf    gemeinsamer   Unterlage    zur   Bestimmung 
Spauuungapotential  und  zugleich  ein  Veis«.-hie-    [    der  Mitschwingung:    K.  Hohumann. 


Teil  L  Band  I.  Heft  4. 


ENCYKLOPÄJDIE 

DER 

MATHEMATISCHEN 

WISSENSCHAFTEN 

MIT  EmSCHLUSS  IHRER  ANWENDUNGEK 


MIT  UNTERSTÜTZUNG 
DER  AKADEMIEEN  DER  WISSENSCHAFTEN  ZU  MÜNCHEN  UND  WIEN 
UND  DER  GESELLSCHAFT  DER  WISSENSCHAFTEN  ZU  GÖTTINGEN, 

SOWIE 

UNTER  MITWIRKUNG  ZAHLREICHER  FACHGENOSSEN. 


ERSTER  TEIL:  REINE  MATHEMATIK. 

IIERAUSGROEBEN    VON 

Dr.  HEINIL  BURKHARDT  und  Dr.  W.  FRANZ  MEYER 
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Den  Herren  Mitarbeitern  an  der  Encyklopädie  der  Mathematischen 
Wissenschaften  stehen  zn  etwaigen  Anfragen^  Nachträgen  oder  Berich- 
tigungen die  dritte  und  Tierte  Seite  des  Umschlags  eines  jeden  Heftes 
zur  Terfftgung. 


Inhalt  des  yierten  Heftes. 


Seite 


I  B  2.        Invariantentheorie.    Von  W.  Fr.  Meyer  in  Königsberg  i.  Pr.    (Fortsetzung 

und  Schlufs) 353 
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I  B  3  c,  d.  Galois'sche  Theorie  mit  Anwendungen.    Von  0.  Holder  in  Leipzig ....  480 

Berichtignng. 

p.  403,  Anm.  440,  Zeile  8  hat  es  statt  „vom  Range  r"  zu  heifsen:  „vom  Range  n  —  r**, 
und  Zeile  10  hinter  i2„_^,  vor  dem  Punkte,  ist  einzuschalten:  (Vgl.  Segre,  Rom.  Line.  M., 
1884  (8),  19). 


Im  Verlage  von  B.  G.  Teubner  in  Leipzig   sind  auf  dem 
Gebiete  der 

Geschichte  nnd  Philosophie  der  mathematischen 

und  Natnrwissenschatten 

folgende  Werke  erschienen  und  durch  alle  Buchhandlungen  zu  beziehen: 

Moderne  Werke  und  Übersetzungen. 

Berger,  die  geographischen  Fragmente  des  Hipparch.  n.  JC  2.40 

die  geographischen  Fragmente  des  Eratosthenes.  n.  „   8.40 

Billeter,  Geschichte  des  Zinsfufses  in  griech.-röm.  Altertum.        n.  „12. — 

B oll,  Studien  über  Gl.  Ptolemaus.  n.  „    5.60 

Bolyai,  W.,  Tentamen.     Ed.  ü.     Edd.  König  et  R«thy.         geb.  n.  „40.— 

Bretschneider,  Geometrie  und  Geometer  vor  Eukiides.  n.  „    4. — 

Briefwechsel  zwischen  Gaufs  und  W.  Bolyai,  hrsg.  v.  Schmidt  u.  StäckeL 

geb.  n.  .^16. — 
Cantor,  Vorlesungen  über  Geschichte  der  Mathematik.  3  Bände    n.    „70.  — 

die  römischen  Agrimensoren.  n.    „6.- 

Euklid  und  sein  Jahrhundert.  n.    „    1.80 

C  leb  seh,  Versuch  einer  Darlegung  seiner  Leistungen.  n.    „    1.20 

Diophants  von  Alexandria  Arithmetik,  deutsch  von  Wertheim.    u.    „    8. — 
Eberhard,  über  die  Grundlagen  und  Ziele  der  Raumlehre.  n.    „    1.60 

Engel  u.  Stilckel,  Lobatschefskij,  zwei  geometr.  Abbandlungen,  n.    „14. — 
Festschrift  zu  Cantors  70.  Geburtstag.  n.    „20. — 

z.  Feier  der  fjuthüllung  d.  Gauls- Weber-Denkmals.  n.    „    6. — 

Fiorini-Günther,  Erd-  u  Himmelsgloben,  ihre  Geschichte  u.  Konstruktion. 

n.  .,Ä  4. — 

Fischer,  C.  Th.,  Untersuchungen  z.  alten  Länder-  u.  Völkerkunde,  n.  „    3. — 

Galilei,  Dialog  über  die  Weltsysteme,  deutsch  von  Straufs.         n.  „16. — 

Günther,  Untersuch,   z.   Geschichte  d.  mathem.  Wissenschaften,   n.  „    9. — 

Hankel,  z.  Geschichte  d.  Mathematik  im  Altertum  u.  Mittelalter,  n.  „    9. — 

Hantzsch,  Sebastian  Münster.  n.  „    6. — 

Harnack,  Naturforschung  und  Naturphilosophie.  n.  „ — .60 

Ileiberg,  philologische  Studien  zu  griechischen  Mathematikern,  n.  „    1. — 

litterargeschichtliche  Studien  über  Euklid.  n.  „    5.60 


// 
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Herz,  Geschichte  d.  Bahnbestimmung  von  Planeten  u.  Kometen.    2  Bände. 

n.  ^4C  15.— 
Keller,  über  den  Urstoff  und  seine  Energie.  n.    „     2. — 

Klein,  F.,  the  Evanston  Colloquium:  Lectures  on  Mathematics    n.    „     6. — 

Conferences  sur  les  Mathematiques.  n.    „     6.20 

H.,  Prinzipien  d.  Mechanik  historisch  u.  kritisch  dargestellt,  n.    „     2 .  40 

Koenigsberger,  zur  Geschichte  der  Theorie  der  ellipt.  Transcendenten. 

n.  JC  2.40 

Kusch,  Jacobi  und  Hehnholtz  auf  dem  Gymnasium.  n.    „    1.60 

Loria,  die  hauptsächlichsten  Theorieen  der  Geometrie  in  ihrer  Entwickelung, 

deutsch  von  Schütte.  n.  JC  3. — 

Marinelli,  die  Erdkunde  bei  den  Kirchenvätern,  dtsch.  v.  L.  Neumann. 

n.  ^iC  8.60 
Matthiessen,  Grundzüge  der  antiken  und  modernen  Algebra,  n.  „  S.- 
Müller, F.,  Zeittafeln  zur  Geschichte  der  Mathematik,  Physik  u.  Astronomie. 

n.  cÄ:  2.40 
Pascal,  Repertorium  der  hCheren  Mathematik,  deutsch  von  Schepp.  [Unter 

der  Presse.] 
Reliquiae  Copernicanae,  herausg.  von  Curtze.  n. 

Budio,  Geschichte  des  Problems  von  der  Quadratur  des  Zirkels,  n. 
Schlegel,  die  Gralsmannsche  Ausdehnungslebre.  n. 

Schröder,  Vorlesungen  über  die  Algebra  der  Logik.  n. 

Stäckel  U.Engel,  die  Parallelentheoric  v.  Euklid  bis  auf  Gaufs.   n. 
Stolz,  Gröfsen  und  Zahlen.  n. 

ünger,  Methodik  der  praktischen  Arithmetik  in  historischer  Ent>vickehing 

n.  ./^  6.- 

Volkmann,  erkeuntnistheoretische  Grundziige  der  Naturwissenschaften  und 

ihre  Beziehungen  zum  Geistesleben  der  Gegenwart.  n.  c^  6.— 

Franz  Neumann.     Ein  Beitrag  zur  Gesch.  deutscher  Wissenschaft. 

n.  .«:  2.40 
Wassiljef,  N.  I.  Lobatschefskij ,  deutsch  v.  Engel.  n.   „    1.20 

Weilsenborn,  zur  Boetius-Frage.  n.    „  —  .80 

Weyrauch,  Prinzip  der  Erhaltung  der  Energie  seit  R.  Mayer,     n.    ..    1. — 
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Textausgaben. 

ApoUonii  Pergaei  quaeGraece  exstant,  ed.  Heiberg.    3  voll,  je  n.  „AI  6. — 
Archimedis  opera  omnia,  ed.  Heiberg.     3  voll.  je  n.    ,,    6. — 

Aristoteles,  edd.  Christ,  Langkavel,  Prantl,  alii.  n.    „10.50 

Autolyci  de  sphaera  quae  movetur  liber  etc.,  ed.  Hultsch.  n.    „    3.60 

Boetii  de  institutione  arithmetica  libri  duo  etc.,  cd.  Fricdlcin.     n.    „    .5. 10 
Cleomedis  de  motu  circulari  eorporimi  caelestium  libb.  II,  ed.  Ziegler. 

n.  JC  2.70 
Diophanti  Alexandriui  opera  omnia,  ed.  Tannerv.     2  voll,  je  n. 
Euclidis  opera  omnia,  edd.  Heiberg  et  Menge,    voll.  I — VHI.       n. 
Firmici  Materni  matheseos  libri  VHI,  ed.  .Sittl.    P.  I. 

edd.  Kroll  et  Skutsch. 

Gemini  elementa  astronomiae,  ed.  Manitius. 

Heronis  Alexandrini  opera,  ed.  Schmidt  m.  Suppl. 

Hipparchi  commentarioriim  libri  tres,  ed.  Manitius. 

lamblichi  de  communi  mathematica  scientia  liber,  cd.  Fcsta. 

— — -  in  Nicomacbi  arithnjeticam  introductioneni  liber,  cd.  Pistelli.  n. 

Nicoraachi  Gerascni  introductionis  arithmeticae  libri  II,  reo.  Hoche. 

n.  .f{,  1.80 
Plinii  Secundi  natur.  historiac  libri  XX.XV1I,  recc.  Janus  et  Mayhott'. 

6  voll.     n.  .H.  25.80 

Prodi  Diadochi  in  primum   Euclidis  elementor.  librum    conimt'ntnrii,  roc. 

Friedlein.  n    J(.  6.75 

Ptolemuei,  Cl.,  opera  omnia,  edd.  Berger,  Boll,  Heiberg,  alii.  vol.  I.  pars  I. 

n.  %,iC  ö .  — 
Scriptorum  metrologicorum  reliquiae,  rec.  Hultsch.  2  voll.  n.  „  5.10 
Sereni  Antinoensis  opuscula,  ed.  Heiberg.  n.    „   5. — 
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Strabonis  geographica,  ed.  Meineke.    3  voll.  n.  ^fC  6. — 

Theouis  Smyrnaei  ezpositio  rerum  mathemat.,  ed.  Hiller.  n     „    S. — 

BV  £in  ausführlichos  Vorzeiohnis  diesas  Verl&gs  biiogt  die  „Bibliotheca  philologica 
Teubneiian»,  Tenbnen  philologischer  K&Ulog",  der  unentgeltlich  in  allen  Buchhandluni^en  za 
haben  iit.  Der  Verlag  von  B.  O.  Teubner  in  Leipzig  strebt  auch  auf  diesem  Gebiete  bei 
dem  stets  wachsenden  Interesse,  welches  die  Mathematiker  in  den  letzten  Jahrzehnten  für 
die  liistorisohe  Entwickelnng  ihrer  Wissenschaft  gezeigt  haben,  nach  möglichster  Vollst.-lndig- 
keit.    Hier  konnte  nur  eine  kleine  Auswahl  aufgenommen  worden. 

Gesamtwerke. 


Abel,  Oeuvres  completes,  publ.  par  Sylow  et  Lie.    2  tomes.         n.  JC  24  — 
6 aufs*  Werke,  herausgeg.  v.  d.  Kgl.  Gesellsch.  d.  Wisseiisch.  in  Göttingen. 

9  Bände.     Bd.  1— C.  n.  .iL  14ö .  - 

Grafs  mann,  gesammelte  math.  u.  pliys.  Werke,  herausgeg.  v.  Engel.   I  Bd 

n.  .H.  2i<.— 
Eronecker,  gesammelte  Werke,  herausgeg.  von  Hensel.    Bd.  I.  II  u.  IIL  1. 

u.  .<C  lOu.— 
Plücker,  wissenschaftl.  Abhandlungen,  herausgeg.  v.  Schoenflies  u.  Pockels. 

2  Bände.  n.  JC  öü.- 

Riemann,  gesammelte  mathemat. Werke,  herausgeg.  v.  Weber,    n.    „    1?*  — 

ZeitschrifteiL    Sammelschriften. 


I 


Abhandlungen  zur  Geschichte  der  Mathematik.    9.  Heft.  n.  J(.  20.— 

der  Kgl.  Sachs.  Gresellsch.  d.  Wissenschaften,  math.-phys.  Classe.  Bd.  24. 

n.  .iC  23.— 

Sachregister  1846—1895.  n.  J{.  2.50 

Annalen,  mathematische,  herausgeg.  von  Klein,  Dyck  und  Mayer.     Bd.  02. 

'n.  Jr.  20.— 

Gen^ralregister  zu  Band  1^50  von  Sommerfeld.  n.    „      7. — 

Aus  Natur  und  Geistcswelt. 

Blochmann,  Luft,  Wasser,  Licht  und  Wärme. 

Buch  er,  $  Vortrüge  aus  der  Gcsuudheitslehre.    | 

Uaacke,  Bau  und  Leben  des  Tieres.  l   u.  JC  — .90  gob.  je  Je.  1  1.'>. 

Maier,  soziale  Bewegungen  und  Theorien.  j 

Weise,  Schrift-  und  Buchwesen.  ' 

Berichte  d.  Kgl.  Sachs.  Gesellschaft  d.  Wissenschaften,  math.-phys.  Classe. 

Jedes  Heft  .IC  t.—  bis  J{.  2.— 
Bibliotheca  Math ematica,  hrsg.  v.  Eneströra.  IIT.  Folsfe.  Bd.  I.  18v»0. 
Jahresbericht  d.  Deutschen  Mathematiker- Vereinigung.  VI.  Bd.  n.  Jf.S. — 
Katalog  mathematischer  und  mathem.-phvs.  Modelle  u.  s.  w.  mit  Kachtra<?. 

n.  .(r  is.— 
Mitteilungen  der  Mathematischen  Gesellschaft  in  Hamburg.  Bd.  III.  H.  9. 

n.  JC  1— 
Repertorium  der  litt<3rarischen  Arbeiten  auf  dem  Gebiete  der  Mathematik, 
herausgeg.  von  Koenigsberprer  und  Zeuner.     Bd.  1  ii.  2.  n.  .Ü  17.20 

Revue  semestrielle  des  Publications  uiathomatiques  (Amsterdam).      l5'9y. 

n.  Jf.  7.— 

Verhandlungen    des    ersten    internationalen    Mathematiker-Kongresses    in 

Zürich  1897,  heniusgeg.  von  Kudio.  n.  .fC  12.— 

Verzeichnis    der  Doktordissertationen   und   Habilitationsschriften   aus   der 

reinen  und  an^'ewandtcn  Miithematik.  n.  ,.K  2. — 

Zeitschrift  f.  Mathematik  n.  Physik,  hr-ig.  v.  Mehmke  u.  Cantor.    44.  Jahrg. 

n.  .ä:  20.— 

(ieneralre^'ister  1856—1880.  n.    „      3.60. 

Zeitschrift    für    mathematischen    und    naturwissenschaftlichen    Unterricht, 

herausgegeben  von  J.  C.  V.  Hoffmann.    30.  Jahrg.  n.  J^.  12.— 

Generalregister  1870  —  1804.     (In  Vorbereitung.) 

Sammlung  d.  Aufgaben  d.  Anfg.-Repertor.  1870 — 1894.  n.  JC  0. — 

geographische,  lierausgeg.  v.  Hettuer.     5.  Jahrg.  n.  JC  16. — 


£1^^  Näheres  über  obige  Werke  befindet  sich  in  TEUBNBRS 
MATHEMATISCHEM  KATALOG  [XXX  u.  134  S.],  der  in  allen  Buch- 
handlungen, sowie  auch  von  der  Verlagsbuchhandlung  B.  G.  Teubner 
in  Leipzig,  Foststrafe  3,  gratis  und  franko  zu  haben  ist. 
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